o] KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

18.2 Implizit definierte Funktionen

Ziel: Untersuche Lésungsmengen von nichtlinearen Gleichungssystemen
g(x) =0

mitg: D — R™, D C R"™, d.h. betrachte m Gleichungen fiir n Unbekannte mit
m < n,

d.h. wir haben weniger Gleichungen als Unbekannte. Man nennt dann das
Gleichungssystem unterbestimmt und die Losungsmenge G C R™ enthilt
gewohnlich unendlich viele Punkte. ]
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n KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Auflosbarkeit von (nichtlinearen) Gleichungen.

Frage: Kann man das System g(x) = 0 nach bestimmten Unbekannten, zum
Beispiel den letzten m Variablen Xy _141,...,%Xn, auflosen?

Mit anderen Worten: Existiert eine Funktion f(x1,...,Xn_m) mit

g(X) =0 — (Xn—m+1a---axn)T Zf(X1,...,Xn_m).

Terminologie: “Auflosen” bedeutet also die letzten m Variablen durch die
ersten n — m Variablen zu beschreiben.

Weitere Frage: Nach welchen m Variablen lasst sich das Gleichungssystem
auflosen? Ist die Auflosung global auf dem Definitionsbereich D moglich oder
nur lokal auf einer Teilmenge D C D?

Geometrische Interpretation: Die Losungsmenge G von g(x) = 0 lasst sich
(zumindest lokal) als Graph einer Funktion f darstellen. []
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Beispiel.
Die Kreisgleichung

glx,y) =x*+y*? -1 =0 fir v > 0

definiert ein unterbestimmes nichtlineares Gleichungssystem, denn wir haben

zwei Unbekannte (x,y), aber nur eine Gleichung.

Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflosen und definiert dabei vier Funktionen:

= +/12 —x2 fur —r<x<r

= +4/12 —y? fir —r<y<r
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o] KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Beispiel.
Sei g(x) eine affin-lineare Funktion, d.h. g hat die Form
g(x)=Cx+b firCeR™" becR™
Wir spalten die Variable x in zwei Vektoren auf
x = (x1,. . xnem) T ERY™™ und x? = (%ot xn) T €RT
Aufspaltung der Matrix C = [B, A] ergibt die Darstellung
g(x) =Bx!" + Ax?) + b

mit B ¢ Rm*x(n—m) A c Rmxm,

Das Gleichungssystem g(x) = 0 ist genau dann nach den Variablen x(?)

(eindeutig) auflosbar, falls A regular ist:

gx)=0 = x¥=—ATBx" +b)=Ffx").
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o] KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

TUHH

Fortsetzung des Beispiels.

Frage: Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben?

Aus der Darstellung
g(x) = Bx" + Ax(?) + b

erkennt man direkt, dass

_ 98 ) L(2)
A_ax(z)(x ,X )

gilt, d.h. A ist die Jacobi-Matrix der Abbildung
x(2) — g(x(1) x(2)

fiir festes x(1)1

Fazit: Auflosbarkeit ist somit gegeben, falls die Jacobi-Matrix regular ist.

]
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n KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Satz iiber implizite Funktionen.

Satz: Seig: D — R™ eine C'-Funktion, D C R™ offen. Die Variablen in D
seien (x,y) mitx € R™ ™ undy € R™. Der Punkt (x°,y°) € D sei eine
Losung von g(x°,y°) = 0. Falls die Jacobi-Matrix

a1 (x0y0) ... 29L(x0,y0)

ag(

oy y0) =

99n (x0,y0) ... 29m(x0 yO0) )
regular ist, so gibt es Umgebungen U von x° und V von y°, U x V C D und
eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U — V mit

f(x°)=y° und g(xf(x))=0 fiir alle x € U.

7
10 = (SEorix) (ot

und
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Beispiel.

Fiir die Kreisgleichung g(x,y) = x* +y? — 12 =0, v > 0, findet man im Punkt
(x%,y°) = (0,7)

a—9(0,1‘) =0 und —(0,1)=2r=+#0
0x

Man kann also in einer Umgebung von (0, r) die Kreisgleichung nach y auflésen:

y(x) = V12 =2

Die Ableitung y’(x) kann man durch implizite Diffentiation berechnen:
gix,y(x)) =0 = gx(xy)+gylxyly'(x) =0

also
2x+2yy’' =0 — Yy =—
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Weiteres Belsplel Betrachte die Gleichung
a(x,y) =e¥ X +3y+x*—1=0.

Es gilt
—(x,y)=eV" " *+3>0 fir alle x €¢ R

Die Gleichung ist also fiir jedes x € R nach y =: f(x) auflosbar und f(x) ist eine
stetig differenzierbare Funktion. Implizite Differentiation liefert

eV * — 2x

ev—x+3

eV Y -1+ +2x=0 = Y=

Erneute Differentiation liefert

1 17 17 2 y—x / —1 2
ey—xy —|—€y_x(y/—])2—|—3y —|—2:O — y' = + e — (U ) .
ev—x+3

ABER: Explizites Auflosen nach y ist in diesem Fall nicht moglich!
Stattdessen wertet man y = f(x) numerisch aus. ]
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ol KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH
Allgemeine Bemerkung. Implizites Differenzieren einer durch
dag
X, Y) = — #0
g(x,y) N 7
implizit definierten Funktion y = f(x), mit x,y € R, ergibt
flx) = —=
9y
2 2 2
Z Oxx 9y IxyIx9y T Gyy Ix
f (x) = — 3
9%
Daher ist der Punkt x° ein stationdrer Punkt von f(x), falls gilt
g(x°,y%) = gx(x°,y°) =0 und  gy(x°,y°) #0.
Weiter ist x° ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls
0 ,,0 0 ,,0
XX X ) XX X )
J (oyo)>o (bzw.g (Oyo)<0).
gy (x°,y°) gy (x°,y°)
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Implizite Darstellung ebener Kurven.

Betrachte die Losungsmenge einer skalaren Gleichungen

g(x,y) =0

Falls gilt
grad(g) = (gx, gy) # 0
so definiert g(x,y) lokal eine Funktion y = f(x) oder x = f(y).

Definition: Ein Lésungspunkt (x°,y°) der Gleichung g(x,y) =0 mit
o grad(g)(x°,y°®) # 0 heiBt regulirer Punkt.

o grad(g)(x°,y°) =0 heiBt singulirer Punkt.

ANAvLysis 111 TUHH, WINTERSEMESTER 2007 /2008 ARMIN [SKE 82



UH
o] KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Horizontale und vertikale Tangenten.

Bemerkung:

(a) Gilt fiir einen reguliren Punkt (x° y°)

gx(x°) =0 und  gy(x) #0
0

so besitzt die Losungskurve eine horizontale Tangente in x".

(b) Gilt fiir einen reguliren Punkt (x°,y°)

0.(x°) #0  und  gy(x°) =0
0

so besitzt die Losungskurve eine vertikale Tangente in x°.

0

(c) Ist x° ein singulédrer Punkt so wird die Lésungsmenge bei x° “in zweiter

Naherung” durch folgende quadratische Gleichung approximiert.

Irx (X2) (x — %)% + 295y (x°) (x = x°) (y —Y°) + gyy (xO) (y —y°)* =0
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n KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Bemerkungen.

Wegen (c) erhdlt man fiir gxx, 9xy, Gyy 7 O:

det Hg(xo) >0 : x°istein isolierter Punkt der L&sungsmenge
det Hy(x

detH,(x°) =0 : x° ist ein Riickkehrpunkt bzw. eine Spitze.

o

) <0 : x°istein Doppelpunkt

Geometrische Interpretation:

(a) Gilt detH4(x°) > 0, so sind beide Eigenwerte von Hg(x°) entweder strikt
positiv oder strikt negativ, d.h. x° ist ein strenges lokales Minimum oder
Maximum von g(x).

(b) Gilt detH,(x°) < 0, so haben die beiden Eigenwerte von H(x°)
unterschiedliche Vorzeichen, d.h. x° ist ein Sattelpunkt von g(x).

(c) Gilt detH4(x®) =0, so ist der stationdre Punkt x° von g(x) ausgeartet.

]
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o KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH
Beispiel 1.
Betrachte den singuliren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
g(x,y) =y?(x = 1) +x*(x =2) =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:
Jx y? + 3x% —4x
Jy 2y(x—1T1)
Oxx ox —4
Ixy 2y
Jyy 2(x —1)
—4 0
H,(0)
0 —2
Also ist x° = 0 ein isolierter Punkt. ]
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o KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH
Beispiel 2.
Betrachte den singuldren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
g(x,y) =y’ (x —1) +x*(x+ ¢*) =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:
dx y? + 3x% 4 2xq?
Jy 2y(x—1)
Jxx 6x + Zqz
Oxy 2y
Jyy 2(x —1)
2> 0
H,(0)
0 —2
Also ist x° = 0 fiir q # 0 ein Doppelpunkt. []
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Beispiel 3.
Betrachte den singuliren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
g(x,y) =y’ (x = 1) +x> =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:
Ox y? + 3x*
Jy 2y(x —1)
Oxx 6x
Oxy 2y
Jyy 2(x—1)
0O 0
Hy(0)
0 -2
Also ist x° = 0 eine Spitze (bzw. Riickkehrpunkt). []
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