KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

TUHH

Vektorwertige Funktionen.

Definition: Sei f: D — R™, D C R™ offen, f = (f1,...,fm)" eine

vektorwertige Funktion. Die Funktion f heiBt partiell differenzierbar in

x° € D, falls fiir allei=1,...,n die Grenzwerte
of  , o f(x0 4 tey) — F(x°)
(x") = lim
aXi t—0 t

existieren. Die Berechnung erfolgt komponentenweise

af1 \
of aXi
(x°) = : firi=1,...,n.
aXi
Ofm
\ 6xi )
[]
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Vektorfelder.

Definition: Fiir m = n nennt man die Funktion f : D — R™ ein Vektorfeld
auf D. Ist jede Koordinatenfunktion fi(x) von f = (f1,...,fn)" eine
C*-Funktion, so nennt man f ein C*-Vektorfeld. []
Beispiele fiir Vektorfelder:

e Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen;

e clektromagnetische Felder;

e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D — R™ definiert
man die Divergenz in x € D durch

div f(x Z ax

oder
divf(x) = Vf(x) = (V, f(x)).
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Rechenregeln und Rotation.

Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:

div(af + pg) = odivf+pdivg firf,g: D — R"
div(ip-f) = (Vo,f)+ @divf fire:D >R, f:D — R"

Bemerkung: Ist f : D — R eine C?-Funktion, so gilt fiir den Laplace-Operator

Af = div (VT)

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld im R3 f:D — R3,
D C R3 offen, f = (f1,f2,f3)", definiert man dessen Rotation in x € D durch

of; 0of, 3fy dfy of, ofy T
aXZ aX3) aX3 aX1 ) aX1 aXZ

rot f(x) := (

X
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Alternative Notationen und weitere Rechenregeln.

rot f(x) =V x f(x) = % aiz 633
fy T2 13

Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:

rot (af +PBg) = orotf+ Protg fir f,g: D — R>
rot(o-f) = (Vo) xf+ @rotf firo:D >R, f: D — R3

Bemerkung: Ist ¢ : D - R, D C R3, eine C2-Funktion, so folgt

rot (V) =0

mit dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz, d.h. Gradientenfelder sind stets

rotationsfrei. []
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17.2 Das volistdandige Differential

Definition: Sei D C R™ offen, x° € D und f : D — R™. Die Funktion f(x)
heiBt differenzierbar in x° (oder vollstindig differenzierbar bzw.

total differenzierbar in x®), falls es eine lineare Abbildung
I(x,x°) := A - (x —x°)
mit einer Matrix A € R™*™ gibt, fiir die die Approximationseigenschaft
f(x) =f(x°) + A (x—x°) + of[x —x°||)

gilt, d.h.
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Das volilstandige Differential.

Bezeichnungen: Man nennt die lineare Abbildung | das (vollst&ndige
Differential oder das totale Differential von f(x) im Punkt x°, und

man bezeichnet | mit df(x°).

Die zugehorige Matrix A heilt Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von
f(x) im Punkt x® und wird mit J f(x°) (manchmal auch mit D f(x°) oder mit
f'(x°)) bezeichnet.

Bemerkung: Fiir m = n =1 erhalten wir die bekannte Beziehung
f(x) = f(xo0) + f'(x0) (x —x0) + o(lx — xol)

fiir die Ableitung f'(xo) im Punkt xg.

Bemerkung: Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein Zeilenvektor
und a(x — x°) ein Skalarprodukt (a’,x — x°). ]
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Vollstandige und partielle Differenzierbarkeit.

Satz: Seif:D - R™ x° e D ¢ R™, D offen.

(a) Ist £(x) in x° differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x°.

(b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das (vollstindige) Differential und damit
auch die Jacobi-Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

of of
/ axl ' ﬁ(xo) ) [ gradf; (x°) \
Jf(x°) = r z = :
Of m Of m
) ) \ gradfyn(x°)

(c) Ist f(x) eine C'-Funktion auf D, so ist f(x) auf D differenzierbar.
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Beweis von (a): Ist f in x° differenzierbar, so gilt nach Definition

f(x) —f(x°) —A - (x—x°)

x— x©0 HX—XOH

= 0.

Daraus folgt aber

und wir erhalten

||f(x)—f(xO)H < ||f(x)—f(x0)—A (x — x° )+ [|A - ( x—xO)H

— 0 fiir x — x°

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°. ]
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Beweis von (b): Sei x = x° + te;,

tf<e ied{l,... n.
Da f im Punkt x° differenzierbar ist, folgt

f(x)—F(x°) — A - (x—x9)

I =0
a0 P
Wir schreiben nun
f(x) —f(x°) —A - (x—x°) B f(x° +te;) —f(x°) tAe;
1x —x9| o t] t]
t [ f(x® + te;) — F(x°)
— — — Aei
t] t
— 0 (t — 0)
Daraus folgt
f(x° ) — F(x°
jim () =TT p 0 iy
t—0 t
Beweisidee fiir (c): Anwendung des Mittelwertsatzes (Ubung). H
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Beispiele.
e Betrachte die skalare Funktion f(x1,%x2) = x7€%*2. Dann lautet die
Jacobi-Matrix:

Jf(x1,%2) = gradf(x1,x2) = e**2(1,2x1)
e Betrachte die Funktion f : R3 — R?2, definiert durch

X1X2X3

f(x1,x2,x3) =
sin(x1 + 2x2 + 3x3)

Die Jacobi-Matrix ergibt sich in der Form

ofy  dfy  Of
d d d X2X3 X1X3 X1X2
Jf(x1,%2,%3) = 6)1; 6712 a?j =

cos(s) 2cos(s) 3cos(s)

aX1 aXZ aX3

wobei s = x1 + 2x> + 3x3.
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Weitere Beispiele.
e Sei f(x) =Ax, A € R™™ und x € R™. Dann gilt

Jf(x) = A fur alle x € R™

e Sei f(x) = x"Ax = (x,Ax), A € R™*™ und x € R™. Dann gilt

of
aXi

= (ei, Ax) + (x, Ae;)
= el Ax+x'Ae;
= x' (AT +A)e

Daraus folgt
Jf(x) = gradf(x) = x' (AT + A)
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