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Aufgabe 1. Version A Multiple Choice (4 Punkte).
Kreuzen Sie die richtige(n) Antwort(en) an.

a) Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind sinnvoll und wahr?
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b)

=
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jede Folge konvergiert;

jede Folge mit mindestens einem Haufungspunkt konvergiert;
jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert;

jede konvergente Folge ist beschrankt;

jede monoton wachsende und beschrinkte Folge reeller Zahlen konvergiert.

elche der folgenden Aussagen iiber Reihen sind sinnvoll und wahr?

die harmonische Reihe konvergiert;

jede Reihe besitzt einen Grenzwert;

jede geometrische Reihe konvergiert;

jede konvergente Reihe ist absolut konvergent;

die Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist absolut konvergent;
der Grenzwert der Reihe éndert sich dabei nach Umordnung nicht.

¢) Welche der folgenden Aussagen iiber stetige Funktionen sind sinnvoll und wahr?
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d)

=
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die Komposition stetiger Funktionen ist stetig;

jede stetige Funktion besitzt mindestens eine Nullstelle;
jede stetige Funktion ist gleichméfig stetig;

jede stetige Funktion ist differenzierbar;

jede differenzierbare Funktion ist stetig.

elche der folgenden Aussagen iiber Funktionen sind sinnvoll und wahr?

der Logarithmus log : (0,00) — R ist eine bijektive Funktion;

der Logarithmus log : (0,00) — R ist auf ganz (0,00) differenzierbar;

jedes Polynom p: R — R ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar;

die trigonometrischen Funktionen sin(z) und cos(z) sind auf R beschrénkt;

die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton fallend.
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Aufgabe 1. Version B Multiple Choice (4 Punkte).
Kreuzen Sie die richtige(n) Antwort(en) an.

a) Welche der folgenden Aussagen iiber Reihen sind sinnvoll und wahr?

AT

die harmonische Reihe konvergiert;

jede Reihe besitzt einen Grenzwert;

jede geometrische Reihe konvergiert;

jede konvergente Reihe ist absolut konvergent;

die Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist absolut konvergent;
der Grenzwert der Reihe &ndert sich dabei nach Umordnung nicht.

b) Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind sinnvoll und wahr?
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jede Folge konvergiert;

jede Folge mit mindestens einem Haufungspunkt konvergiert;
jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert;

jede konvergente Folge ist beschrankt;

jede monoton wachsende und beschrénkte Folge reeller Zahlen konvergiert.

elche der folgenden Aussagen iiber Funktionen sind sinnvoll und wahr?

der Logarithmus log : (0,00) — R ist eine bijektive Funktion;

der Logarithmus log : (0,00) — R ist auf ganz (0,00) differenzierbar;

jedes Polynom p: R — R ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar;

die trigonometrischen Funktionen sin(x) und cos(x) sind auf R beschrinkt;

die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton fallend.

elche der folgenden Aussagen iiber stetige Funktionen sind sinnvoll und wahr?

die Komposition stetiger Funktionen ist stetig;

jede stetige Funktion besitzt mindestens eine Nullstelle;
jede stetige Funktion ist gleichméfig stetig;

jede stetige Funktion ist differenzierbar;

jede differenzierbare Funktion ist stetig.
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Aufgabe 1. Version C Multiple Choice (4 Punkte).
Kreuzen Sie die richtige(n) Antwort(en) an.

a) Welche der folgenden Aussagen iiber stetige Funktionen sind sinnvoll und wahr?
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b)
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die Komposition stetiger Funktionen ist stetig;

jede stetige Funktion besitzt mindestens eine Nullstelle;
jede stetige Funktion ist gleichméfig stetig;

jede stetige Funktion ist differenzierbar;

jede differenzierbare Funktion ist stetig.

elche der folgenden Aussagen iiber Funktionen sind sinnvoll und wahr?

der Logarithmus log : (0,00) — R ist eine bijektive Funktion;

der Logarithmus log : (0,00) — R ist auf ganz (0,00) differenzierbar;

jedes Polynom p: R — R ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar;

die trigonometrischen Funktionen sin(x) und cos(x) sind auf R beschrinkt;

die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton fallend.

elche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind sinnvoll und wahr?

jede Folge konvergiert;

jede Folge mit mindestens einem Haufungspunkt konvergiert;
jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert;

jede konvergente Folge ist beschrankt;

jede monoton wachsende und beschréankte Folge reeller Zahlen konvergiert.

elche der folgenden Aussagen iiber Reihen sind sinnvoll und wahr?

die harmonische Reihe konvergiert;

jede Reihe besitzt einen Grenzwert;

jede geometrische Reihe konvergiert;

jede konvergente Reihe ist absolut konvergent;

die Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist absolut konvergent;
der Grenzwert der Reihe éndert sich dabei nach Umordnung nicht.
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Aufgabe 2. (24242 Punkte).

a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge

ap = (\/n8+6n4—5—\/n8—|—n3—1), n € N.

b) Untersuchen Sie die Reihe auf Konvergenz.

00 —k
c¢) Untersuchen Sie die Reihe Z 2k . <—) auf Konvergenz.

Losung:

a)

an =Vnd +6nt —5—+vnd+n3—1

_onf46n'—5— (n*+n*-1) 6nt — n® — 4
Vn8+6nt —5+ vVnS+n3—1  Vn¥+6nt—5+ Vnb+nd—1
6—<— 2
Yt S -+ 1+5-4
. : 6
Damit erhalten wir lim a, =

b) Es gilt
A1 _ Ap+1 _ 2k+1 (kf + 1+ 2) ) 7k71 _ Q(k + 3)
ay ay Th+1-1 2k (k + 2) 7(k + 2)
und damit .
2 142 2
lim |60 = 2 gy k2

Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium.

c) Es gilt 2% . (k—?)k > 2% Das notwendige Kriterium fiir Konvergenz
(lim ax = 0) ist verletzt.
k—o0
ive k 2k 2 k+3
Alternativ: Vlag| = ¢ —5 = 5 =2

k
(wi3) ™3
und damit Vgl > 2 >1 VEkeN.

Die Reihe divergiert nach dem Wurzelkriterium.
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Aufgabe 3. (248 Punkte).

a) Berechnen Sie fiir die Funktion g : R — R, gegeben durch

r? + cos(x)

gle) = exp(x)

Y

die erste Ableitung ¢'(z) sowie den Wert von ¢’ an der Stelle x = 0.

b) Betrachten Sie die Funktion

f(z) = z-exp(z) + 2 + cos (g) :

(i) Berechnen Sie die ersten drei Ableitungen f’, f* und f~ von f.
(ii) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades T(z) von f(z)
mit dem Entwicklungspunkt zy = 0.
(ili) Zeigen Sie, dass fiir das Taylor-Restglied Ry(z) = f(x) — Ty(x) im Intervall
I={zeR: |z| < 0.1} die Abschitzung

Ro(o)] < oo
gilt.
Losung:
a) (2 Punkte )
o) = 2 + COS(:C)7
J(z) = (22 — sin(z))e® — e®(x* + cos(x)) |
4(0) = (0 — sin(0))e" ;060(0 + cos(0)) _ (0— 1~£0 +1) .

b) (i) (3 Punkte)
f'(w) = exp(x) + @ - exp(z) — ! - sin (—) = (x+1)- exp(x) — % - sin (g)
f(x) = exp(z) + (z+1) - exp(z) — i . cos (g) = (z+2) exp(z) — }l o8 (g)

1 ( 1

8 8

f"(x) = exp(x) + (v +2) - exp(z) +

(i) (2Punkte) f(0)=3, f(0)=1,  f(O)=2- 1=1.
To(z) =3+ a + £-a?.
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(iii) (3 Punkte )

Mit einem ¢ € [—0.1, 0.1] gilt:

| Ra()]

IN

3!
1
6000

1
1O e —op

: <(0.1 + 3)e!

: ((3.1)61 + é)

(9.340.5) <

n 1. (01
—sin | —
8 2

0 1
6000 600



