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Aufgabe 1. Multiple Choice (4 Punkte).
Kreuzen Sie die richtige(n) Antwort(en) an.

a) Welche der folgenden Aussagen sind sinnvoll und wahr?

5 ist eine gerade Zahl;

43 ist keine Primzahl;

x 4! = 24 ;

2 · 3 = 4 und 2 · 3 + 3 = 9 ;
√
2 ist eine rationale Zahl.

b) Welche Aussagen zu Folgen und Reihen sind sinnvoll und wahr?

jede Folge konvergiert;

die harmonische Reihe konvergiert;

x die alternierende harmonische Reihe konvergiert;

x jede konvergente Folge ist beschränkt;

die Folge (1/n)n∈N ist keine Nullfolge.

c) Welche Aussagen über Gleichungen und Funktionen sind sinnvoll und wahr?

die Gleichung x2 + 1 = 0 besitzt eine reelle Lösung;

x
√
3 ist eine Lösung der Gleichung ((3 + x4)/x2)2 = 16 ;

der Logarithmus log : (0,∞) → R ist monoton und besitzt keine Null-

stelle;

x die Exponentialfunktion exp : R → R ist stetig auf R ;

x die trigonometrischen Funktionen sin(x) und cos(x) sind 2π -periodisch.

d) Welche Aussagen über Funktionen sind sinnvoll und wahr?

x die Ableitung eines Polynoms ist ein Polynom;

x die zweite Ableitung eines quadratischen Polynoms ist konstant;

jede stetige Funktion ist differenzierbar;

x jede differenzierbare Funktion ist stetig;

x für die Ableitung des Logarithmus gilt d

dx
log(x) = 1/x für x ∈ (0,∞) .
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Aufgabe 2. (2+2+2 Punkte).

a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge

an :=
6n2 + 7n

2n+ 1
− 3n, n ∈ N .

b) Untersuchen Sie die Reihe

∞
∑

k=0

5k

(k + 1)!
auf Konvergenz.

c) Untersuchen Sie die Reihe

∞
∑

k=1

3k + 6

k2 + 2k − 2
auf Konvergenz.

Hinweis zu c): Finden Sie eine geeignete Majorante bzw. Minorante.

Lösung: (etwa 2+2+2 Punkte)

a)

an =
6n2 + 7n

2n+ 1
− 3n =

6n2 + 7n

2n+ 1
− 3n(2n+ 1)

2n+ 1

=
6n2 + 7n− 6n2 − 3n

2n + 1
=

4n

2n+ 1

Damit erhalten wir

lim
n→∞

an = lim
n→∞

4

2 + 1

n

= 2 .

b) Mit ak :=
5k

(k + 1)!
gilt

∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

=
ak+1

ak
=

5k+1

(k + 2)!
· (k + 1)!

5k
=

5

k + 2

und damit

lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

= lim
k→∞

5

k + 2
= 0.

Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium.

c) Wegen

ak =
3k + 6

k2 + 2k − 2
>

3k + 6

k2 + 2k
=

3(k + 2)

k(k + 2)
=

3

k
.

folgt aus der Divergenz der harmonischen Reihe die Divergenz der Reihe
∞
∑

k=1

3k + 6

k2 + 2k − 2
.
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Aufgabe 3. Betrachten Sie die Funktion f(x) =
2x− 1

2x+ 3
.

a) Berechnen Sie die ersten drei Ableitungen f ′, f
′′

und f
′′′

von f .

b) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades T2(x) von f(x) mit dem
Entwicklungspunkt x0 = 1 .

c) Zeigen Sie, dass für das Taylor-Restglied R2(x) = f(x) − T2(x) im Intervall
I = {x ∈ R : 3

4
≤ x ≤ 5

4
} die Abschätzung

|R2(x)| ≤
1

500

gilt.

Lösung:

a)

f(x) =
2x− 1

2x+ 3

f ′(x) =
4x+ 6− 4x+ 2

(2x+ 3)2
= 8(2x+ 3)−2 Quotientenregel: 1 Punkt

f ′′(x) = 8(−2)(2)(2x+ 3)−3

= −32(2x+ 3)−3 hoffentlich Kettenregel und nicht Quotientenregel: 1 Punkt

f ′′′(x) = −32(−3)(2)(2x+ 3)−4 = 32 · 6 · 1

(2x+ 3)4
1 Punkt

b) f(1) =
1

5
, f ′(1) =

8

25
, f ′′(1) = − 32

125
.

T2(x) =
1

5
+

8

25
(x− 1) − 16

125
· (x− 1)2 . (2 Punkte )

c) Mit einem ξ ∈ [3
4
≤ x ≤ 5

4
] gilt:

|R2(x)| =
1

3!
· |f ′′′(ξ)| · |x− 1|3 Zwischenstelle und x0 = 1 beachten: 1 Punkt

≤ 1

3!
· 32 · 6
(2ξ + 3)4

· |x− 1|3

≤ 32

(2 · 3

4
+ 3)4

· |x− 1|3 richtige Zwischenstelle: 1 Punkt

≤ 32

(3
2
+ 3)4

· |5
4
− 1|3 3/4 bzw. 5/4 für x einsetzen: 1 Punkt

≤ 32

(9
2
)4

· 1

43
=

32 · 24
94 · 43 Rechnung: 1 Punkt

=
2 · 24

81 · 81 · 4 =
8

81 · 81 <
8

80 · 81

=
1

810
<

1

500
. Nachweis der Schranke: 1 Punkt


