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Aufgabe 1:

a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

(i) lim a, = lim (Vn2+4n+1—+vn2+n—2)

n—0o0 n—oo

(i) lim sin(z*)
=0 cos(x) + 222 — 1

b) Zeigen Sie, dass die Reihe

k+3

T L SRy

k=0

konvergiert und geben Sie eine obere und eine untere Schranke fiir den
Grenzwert s der Reihe an.

Losung zur Aufgabe 1:

a) Unter Anwendung der 3. binomischen Formel erhilt man

(i) [2 Punkte]

244 1) — (n? -2
an:(\/n2+4n+1—\/n2+n—2): (W t+dnt+l)—(+n )
Vn24+dn+1++vVn2+n—2

B 3n+3 B (3+%)
= — — = :
V2 +4n+1+vn?+n—2 \/1+%+#+\/1 12

n

Also gilt : lim a, = ;

n—o0

(ii) [2 Punkte]| Die Regel von I’'Hospital liefert:

sin(z?) ’ 2z cos(x?)
= lim

e cos(z) +222—1  2-0 —sin(z) + 4z
2cos(z?) — (2z)?sin(z?) 2

= lim = -.
20 —cos(x) +4 3
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b) [Nullfolge: 1 Punkt, Monotonie: 2 Punkte, Leibniz 1 Punkt,
Schranken: 2 Punkte]

Alternativ: Quotientenkriterium: 4 Punkte

k+3
(1
2V
k+3
Mit ay := W—:‘l) gilt wegen 2% k + 1,k + 3 > 0 offensichtlich a; > 0.

AuBlerdem gilt

\" 1+2
hmak—hm (—) . k=0

k—o0 k—o0 2

und es ist
k+3 k+4

0 (k+1) 21 (k+2)
2k+2)(k+3)—(k+1)(k+4)
261 (k+ 1) (k + 2)

K’ +5k+8
2641 (K 4+ 1)(k + 2)
denn Zahler und Nenner sind fiir alle £ € N positiv.

A — Ag+1 =

>0

Das heif3t, dass die Folge der a,, streng monoton fillt.

Die Folge der a; ist also positiv, und streng monoton fallend gegen Null.
Damit sind die Vorraussetzungen zur Anwendung des Leibniz Kriteriums
erfiillt. Die Reihe ist konvergent.

Als obere bzw. untere Schranke kann man z. B. sy bzw. s; wéahlen:

1
k+3 k+3
k k:
sl_E(—l)Qk 3—1_2<§ A )<so_3.
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie die Parameter a und b so, dass die Funktion f:R — R

(I14+a)e* : <0,
flz) =
cos(x)+b : x>0

stetig differenzierbar wird.

b) Gegeben sei die Funktion

fiR=R  flz) = (2®+ 22— 1)e* -

(i) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f .
(ii) Bestimmen Sie alle Extrema von f und klassifizieren Sie die Extrema.
(iii) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades zu f mit dem Ent-

wicklungspunkt xy = 0.

Losung 2:

a)
(14+a)e® : <0,
fz) =
cos(z)+b : x>0.

Es gilt einerseits lim f(z) = 1+a

z—0—

und andererseits lim f(z) = 1 + b.

z—0+

Die Funktion kann also nur fir stetig sein. [1 Punkt]

Mit b = a gilt dann
lim f(z) = lim (1+a)e® =1+a

z—0— z—0—
lim f'(z) = lim —sin(z) = 0. [1 Punkt]
z—0-+ z—0—
Die Funktion ist also nur fiir ’ a=0b= —1 ‘ stetig differenzierbar.

[1 Punkt]
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b)
flz) = (2% + 22 —1)e*

(i) Nullstellen: die Exponentialfunktion hat keine Nullstellen. Daher gilt:

flz) =0+ (2*+20-1) =0+ (z+1)*-2=0
= 115 = —1£V2 <= 2, ~ —24, 1, ~ 0.4. [1 Punkt]
(i) Es gilt

fl(x) = (22° + 40 — 2+ 2x +2)e** = 0 [1 Punkt]
= 27" +6r =0 = 23=0, x4= —3 [l Punkt] .

Man kann jetzt mit Hilfe der Grenzwerte und z.B. f(0) = —1 die
Extrema klassifizieren oder iiber die zweite Ableitung

f"(z) = (42% + 162 + 6)e** [1 Punkt]
f"(0) =6 >0= Minimum in Null. [1 Punkt]

F(—3) = (4-9-16-3+6)e® = —6e b <0 =
Maximum fiir z = —3. [1 Punkt]

(iii)

To(z;0) = f(0)+ f’(O)(:c—O)+f ”2(0) (z—0)* = —1+32*. [1 Punkt]



