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Klassenstufen 7, 8

Aufgabe 1 (241048 Punkte). Anna und Ben spielen ein Spiel mit Kieselsteinen:
Am Anfang liegen alle Steine auf einem Haufen. Ein Zug besteht darin, einen der
Haufen in mehrere Haufen mit gleich vielen Steinen zu zerlegen. Beide Spieler
ziehen abwechselnd, Anna beginnt. Das Spiel endet, wenn alle Haufen aus nur
einem Stein bestehen. Wer als letztes gezogen hat, verliert das Spiel.

Zum Beispiel konnte ein Spiel mit sechs Kieselsteinen so verlaufen:

Anna Ben Anna
—

Anna teilt den Haufen aus sechs Steinen in zwei Haufen aus jeweils drei Stei-
nen. Ben zerlegt einen dieser Haufen in drei Haufen aus nur jeweils einem Stein.
Anschlieflend kann Anna nur noch den anderen Haufen aus drei Steinen zerteilen.
Da danach alle Steine getrennt liegen, endet das Spiel und Ben hat gewonnen.

(a) Konnte das Spiel mit 6 Steinen auch so verlaufen, dass Anna gewinnt? Kann
Anna so spielen, dass Ben das nicht verhindern kann?

(b) Entscheidet jeweils auch fiir das Spiel mit 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 bzw. 10 Steinen
welcher Spieler so spielen kann, dass er in jedem Fall gewinnt: Begriindet
jeweils, dass er bei allen moglichen Ziigen des Gegners erreichen kann, dass
der Gegner den letzten Zug machen muss.

(c) Bei welchen Anzahlen n von Steinen (mit n > 2) kann Anna in jedem Fall
gewinnen, bei welchen Ben?
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Aufgabe 2 (3+6+6+5 Punkte). Aus dem abgebildeten 4 x 4-Quadrat wurde eines
der Késtchen (ein 1 x 1-Quadrat) entfernt:

(a) Welche verschiedenen Formen kann man durch Entfernen eines Késtchens
aus einem 4 x 4-Quadrat erhalten?

(Zwei Formen sind verschieden, wenn sie sich nicht durch Drehung oder Spie-
gelung ineinander iiberfithren lassen.)

Ein L-Triomino besteht aus drei Kéastchen, das mittlere Késtchen hat zwei be-
nachbarte Seiten mit jeweils einem der anderen Késtchen gemeinsam:

(b) Zeigt, dass jede der im letzten Aufgabenteil gefundenen Formen mit L-
Triominos ausgelegt werden kann. Dabei soll die gesamte Fliche iiberdeckt
werden, ohne dass sich die L-Triominos iiberschneiden.

(¢) Aus einem 8 x 8-Quadrat wird ein beliebiges Késtchen entfernt. Zeigt, dass
sich die so erzeugte Form mit L-Triominos auslegen lésst.

(d) Aus einem Quadrat der Grofe 2" x 27 (also 2 x 21, 22 x 22 23 x 23 .. .)
wird ein beliebiges Késtchen entfernt. Zeigt, dass sich die so erzeugte Form
in jedem Fall mit L-Triominos auslegen lésst.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Gibt es noch mehr k& x k-Quadrate mit
dieser Eigenschaft?
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Aufgabe 3 (5+5+5+5 Punkte). Von drei positiven ganzen Zahlen a, b und ¢ (die
nicht unbedingt verschieden sein miissen) bekommt der Zauberer Saruman die
Summe S = a + b+ ¢ genannt, der Zauberer Petrosilius das Produkt P =a-b-c.
Keiner von beiden kennt die drei Zahlen selbst. Saruman kennt das Produkt nicht
und Petrosilius kennt die Summe nicht.

Saruman stellt fest: ,Wenn ich wiisste, dass deine Zahl gréfler ist als meine,
konnte ich die drei Zahlen nennen.*

Darauthin sagt Petrosilius: ,,Meine Zahl ist aber kleiner als deine und ich kann
dir jetzt die drei Zahlen nennen.“

(a) Ermittelt die kleinste Summe S, so dass es eine Moglichkeit gibt, fir die das
Produkt P grofler ist als S. (So groff muss S also mindestens sein.) Erklart,
warum es keine solche Moglichkeit fiir kleinere Summen gibt.

(b) Ermittelt eine Summe S, so dass es nur eine Moglichkeit fiir die drei Sum-
manden gibt (bis auf die Reihenfolge), wenn P grofer ist als S.

(c) Zeigt, dass es fiir noch groflere Summen S immer mehrere Moglichkeiten fiir
die drei Summanden gibt, wenn P grofler ist als S.

(d) Welches Produkt P kennt der Zauberer Petrosilius und welche drei Zahlen
konnte er deshalb nennen?



Hamburger Tag der Mathematik, 22. November 2014 — Klassenstufen 7, 8 4

Aufgabe 4 (104545 Punkte). Hier seien a, b, c und d immer positive ganze Zahlen
(also insbesondere nicht 0). Damit kann man nun verschiedene ganze Zahlen n
darstellen als

n = (a®+b%) — (¢ +d*),
zum Beispiel n = 13 als n = (3°43?)—(22+1?). Dagegen ist 13 = (4°41')—(2240?)
nicht zuléssig, da 0 nicht positiv ist.

(a) Findet jeweils mogliche a, b, cund d firn =1, n=2, ..., n = 10:
=+ )"+
2= (___ 2+ I P G R
3= (P - (Y
A= (_ Py (Y
B=(_ P+ N —(__24+__ 2
b= ()Y
T=( 24 (24 Y
s= (e ()
0= (e (e
10=(__ 2+ H—(__24+__ 72

(b) Zeigt, dass es fiir jede ungerade Zahl n eine solche Darstellung gibt.

(c) Zeigt, dass es auch fiir jede gerade Zahl n eine solche Darstellung gibt.
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Klassenstufen 9, 10

Aufgabe 1 (4+6+5+5 Punkte). Wir haben einen Vorrat aus gleich groffen Ku-
geln. Aus diesen Kugeln wird jetzt eine Tetraederpyramide gebaut: Eine Kugel
bildet die Spitze, die Schicht darunter wird aus drei Kugeln gebildet (die in ei-
nem Dreieck liegen), die Schicht darunter — die dritte Schicht — aus sechs Kugeln
(wieder im Dreieck) usw. Als Hohe der Pyramide wird die Anzahl ihrer Schichten
bezeichnet.

(a) Wie viele Kugeln bilden die zwolfte Schicht?

(b) Ermittelt, welche Hohe fiir eine Tetraederpyramide aus 1600 Kugeln maximal
moglich ist und wie viele Kugeln dann iibrig bleiben.

(¢) Nun sollen aus den 1600 Kugeln zwei Tetraederpyramiden gebaut werden (die
nicht gleich hoch sein miissen). Bestimmt die Hohen der beiden Pyramiden,
bei denen die Anzahl der iibrig bleibenden Kugeln minimal ist.

(d) Beweist: Eine Pyramide der Hohe n ist aus

6-n-(n+1)-(n+2)

Kugeln aufgebaut.

Universitdt Hamburg - Tor zur Welt der Wissenschaft

Tag der Mathematik 2014 - http://www.math.uni-hamburg.de/tdm/



Hamburger Tag der Mathematik, 22. November 2014 — Klassenstufen 9, 10 6

Aufgabe 2 (44+4+4+8 Punkte). Auf einem Tisch liegen einige Haufen von Miin-
zen. Ein Zug besteht darin, entweder zwei Haufen zu vereinigen oder einen Haufen
in zwei Haufen mit gleicher Anzahl von Miinzen zu zerlegen.

(a) Zeigt, dass es mit diesen Ziigen moglich ist, aus drei Haufen mit 13, 41 und
45 Miinzen neun Haufen mit gleicher Anzahl von Miinzen zu erzeugen, und
beschreibt die dafiir verwendeten Ziige.

(b) Entscheidet, ob es auch gelingen kann, aus diesen neun Haufen mit den
erlaubten Ziigen elf gleich umfangreiche Haufen zu erzeugen.

(c) Welche Verteilungen mit nur gleich grofen Haufen kann man aus zwei Haufen
mit 11 und 13 Miinzen erhalten, welche aus zwei Haufen mit 15 und 18
Miinzen? Begriindet, dass genau diese Verteilungen erzeugbar sind.

(d) Untersucht, in welchen Fillen aus zwei Haufen mit @ und b Miinzen a + b
Haufen mit je einer Miinze erzeugbar sind. Begriindet, dass es in diesen
Féllen moglich und in allen anderen unmoglich ist.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Wann kann man aus drei gegebenen Haufen
mit a, b und ¢ Miinzen erreichen, dass alle Haufen aus nur einer Miinze bestehen?
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Aufgabe 3 (3+6+6+5 Punkte). Aus dem abgebildeten 4 x 4-Quadrat wurde eines
der Késtchen (ein 1 x 1-Quadrat) entfernt:

(a) Welche verschiedenen Formen kann man durch Entfernen eines Késtchens
aus einem 4 x 4-Quadrat erhalten?

(Zwei Formen sind verschieden, wenn sie sich nicht durch Drehung oder Spie-
gelung ineinander iiberfithren lassen.)

Ein L-Triomino besteht aus drei Kéastchen, das mittlere Késtchen hat zwei be-
nachbarte Seiten mit jeweils einem der anderen Késtchen gemeinsam:

(b) Zeigt, dass jede der im letzten Aufgabenteil gefundenen Formen mit L-
Triominos ausgelegt werden kann. Dabei soll die gesamte Fliche iiberdeckt
werden, ohne dass sich die L-Triominos iiberschneiden.

(¢) Aus einem 8 x 8-Quadrat wird ein beliebiges Késtchen entfernt. Zeigt, dass
sich die so erzeugte Form mit L-Triominos auslegen lésst.

(d) Aus einem Quadrat der Grofe 2" x 27 (also 2 x 21, 22 x 22 23 x 23 .. .)
wird ein beliebiges Késtchen entfernt. Zeigt, dass sich die so erzeugte Form
in jedem Fall mit L-Triominos auslegen lésst.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Gibt es noch mehr k& x k-Quadrate mit
dieser Eigenschaft?
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Aufgabe 4 (6+6+246 Punkte). Sei AABC ein beliebiges Dreieck und r der
Radius seines Inkreises; mit U sei der Umfang des Dreiecks bezeichnet.

(a) Zeigt: Die Fliache F' des Dreiecks ergibt sich zu

(b) Beweist: Das Dreieck AABC ist genau dann rechtwinklig mit rechtem Winkel
bei C, wenn F = r% + ¢ - r gilt, wobei ¢ = |AB] sei.

Nun wird der Inkreis des Dreiecks AABC' von drei Parallelen zu den Grundsei-
ten beriihrt (siehe Abbildung unten). Diese drei Parallelen schneiden drei kleine
Dreiecke an den Ecken ab, die ihrerseits je einen Inkreis haben.

(c) Beweist, dass das Dreieck, das sich aus den drei Parallelen ergibt (AA’B'C”
in der Abbildung unten), kongruent zum urspriinglichen Dreieck AABC' ist.

(d) Beweist: Der Radius r des urspriinglichen Inkreises ist die Summe der drei
kleinen Inkreisradien r4, g und r¢.
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Oberstufe (11, 12, 13)

C

A

Aufgabe 1 (10+10 Punkte). Das Dreieck AABC' sei gleichschenklig mit Basis
AB. Die darauf senkrecht stehende Hohe habe die Lénge he. Zur Grundseite AC
sei D der FuBBpunkt der Hohe mit Léange hp.

(a)

Sei nun he = |AB]|. Zeigt, dass sich die Seitenlingen im Dreieck ADBC
verhalten wie 3 :4 : 5.

Hinweis: Hier kann man geometrisch mit der Ahnlichkeit von Dreiecken ar-
gumentieren.

Mit natiirlichem n sei nun hg = n - @. Berechnet die Verhéltnisse der

Seiten des Dreiecks ADBC' fiir n = 3,4,...,10. Beschreibt, wie man fiir
jedes beliebige n das Verhéltnis findet.

Fiir welche n kann man die Verhéltnisse nur mit ganzen Zahlen angeben?
Fiir welche n kommt man bei den Verhéltnissen ohne irrationale Zahlen aus?
Benutzt moglichst kleine natiirliche Zahlen fiir die Verhéltnisse.
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Aufgabe 2 (4+6+10 Punkte). Fiir eine natiirliche Zahl m > 1 ist m!, genannt m
Fakultdt, definiert als
ml=1-2-3-...-m.

Diese Zahlen wachsen rasant und 100! hat schon 158 Stellen. Wir betrachten hier
noch groflere Zahlen, ndmlich Produkte der ersten k£ Fakultaten.

(a) Zeigt, dass man in
.23 4l

genau einen der Faktoren k! weglassen kann, so dass der Rest eine Quadrat-
zahl ist.

(b) Zeigt, dass es unmoglich ist, in
1r-21-3!-41.5!

genau einen der Faktoren k! wegzulassen, so dass der Rest eine Quadratzahl
ist.

(¢) Welchen Faktor k! muss man in
12030 ...-100!

weglassen, so dass der Rest eine Quadratzahl ist?
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Aufgabe 3 (3+3+5+6+3 Punkte). Dagobert Duck stellt fest, dass er seine Geld-
sicke sowohl als Dreieck (also erste Reihe mit einem Sack, zweite mit zweien usw.)
als auch als Quadrat anordnen kann.

(a)
(b)

(c)

Welche Anzahlen an Geldsécken zwischen 1 und 100 haben diese Eigenschaft?

Wir wissen aber, dass Dagobert Duck zwischen 1000 und 2000 Sécke besitzt.
Wie viele kann er dann haben?

Zeigt, dass man die ganzzahligen Losungen des Problems
m-(m+1)
— =

aus den ganzzahligen Losungen der Pellschen Gleichungen

> —2a> =1 oder b —2a°>=—1

erhalten kann.

Hinweis: Verwendet, dass m und m + 1 teilerfremd sind und iiberlegt, welche
Terme dann Quadratzahlen sein miissen.

Wenn man eine Losung (a, b) einer der beiden Pellschen Gleichungen hat, so
kann man daraus eine Losung der jeweils anderen Gleichung konstruieren. So
erhélt man rekursiv immer weitere Losungen der Gleichungen. Findet dieses
Verfahren, beschreibt und begriindet es.

Dagobert Duck ist erstaunt, dass er auch seine Miinzen als Dreieck oder
Quadrat anordnen kann. Als Milliardér besitzt er iiber 10° Miinzen. Wie
viele kénnten es sein?
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Aufgabe 4 (3+6+6+5 Punkte). Aus dem abgebildeten 4 x 4-Quadrat wurde eines
der Késtchen (ein 1 x 1-Quadrat) entfernt:

(a) Welche verschiedenen Formen kann man durch Entfernen eines Késtchens
aus einem 4 x 4-Quadrat erhalten?

(Zwei Formen sind verschieden, wenn sie sich nicht durch Drehung oder Spie-
gelung ineinander iiberfithren lassen.)

Ein L-Triomino besteht aus drei Kéastchen, das mittlere Késtchen hat zwei be-
nachbarte Seiten mit jeweils einem der anderen Késtchen gemeinsam:

(b) Zeigt, dass jede der im letzten Aufgabenteil gefundenen Formen mit L-
Triominos ausgelegt werden kann. Dabei soll die gesamte Fliche iiberdeckt
werden, ohne dass sich die L-Triominos iiberschneiden.

(¢) Aus einem 8 x 8-Quadrat wird ein beliebiges Késtchen entfernt. Zeigt, dass
sich die so erzeugte Form mit L-Triominos auslegen lésst.

(d) Aus einem Quadrat der Grofe 2" x 27 (also 2 x 21, 22 x 22 23 x 23 .. .)
wird ein beliebiges Késtchen entfernt. Zeigt, dass sich die so erzeugte Form
in jedem Fall mit L-Triominos auslegen lésst.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Gibt es noch mehr k& x k-Quadrate mit
dieser Eigenschaft?
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Losungen 7, 8

Losung 1. (a) Wenn Anna im ersten Zug den Haufen aus sechs Steinen in drei

Haufen aus je zwei Steinen zerlegt, muss in den néchsten drei Ziigen jeweils
ein Haufen aus zwei Steinen zerlegt werden. Danach ist das Spiel beendet.
Daher macht Ben dann in jedem Fall den letzten Zug und Anna gewinnt.

Bei Spielen mit 2, 3, 4, 5, 7 oder 8 Steinen kann Ben immer gewinnen, bei
Spielen mit 9 oder 10 Steinen kann Anna immer gewinnen:

Bei 2, 3, 5 oder 7 Steinen muss Anna den Haufen bereits im ersten Zug in
einzelne Steine zerlegen und hat sofort verloren.

Beim Spiel mit 4 Steinen muss Anna den Haufen in zwei Haufen aus 2 Steinen
teilen, wenn sie nicht sofort verlieren will. In den néchsten beiden Ziigen muss
dann jeweils einer der Haufen zerteilt werden, so dass Anna den letzten Zug
macht.

Beim Spiel mit 8 Steinen verliert Anna entweder sofort oder sie zerlegt den
Haufen in vier Haufen mit je 2 Steinen oder in zwei Haufen mit je 4 Steinen.
Wenn noch vier Haufen mit je zwei Steinen iibrig sind, dauert das Spiel noch
genau 4 Ziige und Anna verliert. Im letzten Fall kann Ben einen der beiden
Haufen in einzelne Steine zerlegen. Dann ist Anna an der Reihe und der
einzige Haufen mit mehr als einem Stein hat 4 Steine. Nach den Uberlegungen
zum Spiel mit 4 Steinen verliert Anna also.

Wenn mit 9 Steinen gespielt wird, kann Anna im ersten Zug drei Haufen aus
jeweils 3 Steinen erzeugen, die in den néchsten drei Ziigen in einzelne Steine
zerteilt werden miissen, so dass Ben als letztes zieht. Wird mit 10 Steinen
gespielt und Anna bildet im ersten Zug fiinf Haufen aus je 2 Steinen, so
dauert das Spiel noch fiinf Ziige, so dass Anna ebenfalls gewinnt.

Ben gewinnt, falls n eine Primzahl oder eine Zweierpotenz ist, in allen ande-
ren Fillen gewinnt Anna:

Falls n eine Primzahl ist, muss Anna den Haufen im ersten Zug in einzelne
Steine zerlegen und verliert sofort.

Wenn n ungerade, aber keine Primzahl ist, kann Anna im ersten Zug ei-
ne ungerade Anzahl von Haufen erzeugen, deren Steinanzahl eine Primzahl
ist. Danach muss in jedem Zug jeweils ein Haufen in einzelne Steine zerlegt
werden, so dass Ben den letzten Zug machen muss.

Falls n eine Zweierpotenz ist, kénnen im Spiel auch nur Haufen gebildet
werden, deren Steinanzahl eine Zweierpotenz ist: Jedes Mal, wenn ein Hau-
fen mit einer bestimmten Anzahl von Steinen zerlegt wird, haben alle neu
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Losung 2.

14

entstehenden Haufen einen Teiler dieser Zahl viele Steine und Teiler von
Zweierpotenzen sind ebenfalls Zweierpotenzen. Daher wird in jedem Zug ein
Haufen in eine gerade Anzahl von Haufen aufgeteilt. Die Anzahl von ver-
schiedenen Haufen vergroflert sich also in jedem Zug um eine ungerade Zahl.
Sie ist somit immer abwechselnd ungerade und gerade. Da sie vor dem ersten
Zug ungerade ist (ndmlich 1) und nach dem letzten Zug gerade ist, muss das
Spiel aus einer ungeraden Anzahl von Ziigen bestehen. Anna verliert also
immer, sogar unabhéngig davon, wie Ben spielt.

Wenn n eine gerade Zahl, aber keine Zweierpotenz, kann Anna den Haufen
im ersten Zug in eine ungerade Anzahl von Haufen zerlegen, die aus einer
Zweierpotenz vielen Steinen bestehen. Nach der obigen Argumentation dau-
ert das Spiel danach noch eine ungerade Anzahl von Ziigen, also verliert
Ben.

(a) Die Ecken lassen sich durch Drehungen des Quadrats ineinander
iiberfithren, die vier Felder in der Mitte ebenso. Jedes Feld am Rand, das
nicht in der Ecke liegt, lasst sich ebenfalls durch Drehungen und Spiegelungen
des Quadrats in jedes andere solche iiberfiihren. Es gibt also drei verschiedene
Formen, bei denen ein Eckfeld, ein mittleres Feld bzw. ein Randfeld, das
kein Eckfeld ist, entfernt wurde. Die Formen sind im néchsten Losungsteil
abgebildet.

Hier ist fiir jede Form eine Uberdeckung:

’,444
1
1
1

Durch Drehen und Spiegeln kann das entfernte Késtchen in das 4 x 4-Quadrat
in der unteren linken Ecke gebracht werden. Dieses 4 x 4-Quadrat wird dann
wie im vorherigen Aufgabenteil iberdeckt. Die 4 x 4-Quadrate in den iibrigen
Ecken werden ebenfalls wie im vorherigen Aufgabenteil iiberdeckt, so dass
die nicht iiberdeckten Késtchen genau in der Mitte des 8 x 8-Quadrats sind.
Die drei nicht {iberdeckten Késtchen bilden also auch ein L-Triomino, so dass
sie auch iiberdeckt werden konnen. Beispiel:
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(d) Genau wie man im vorherigen Teil von 4 x 4 zu 8 x 8 gekommen ist, kommt
man auch von 8 x 8 zu 16 x 16 usw. Es bleibt das 2 x 2-Quadrat mit einem
entfernten Késtchen; diese Form ist selbst ein L-Triomino.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Ist & durch 3 teilbar, so ist auch die Anzahl
der Késtchen des Quadrats insgesamt durch 3 teilbar, aber nach Entfernen eines
Kaéstchens nicht mehr, so dass die Form nicht mit L-Triominos ausgelegt werden
konnte, die jeweils aus 3 Késtchen bestehen.

Ist k nicht durch 3 teilbar, so ldsst die Anzahl der Késtchen des Quadrats stets
einen Rest von 1 bei der Teilung durch 3, so dass das Quadrat von der Anzahl
her nach Entfernung eines Késtchens mit L-Triominos ausgelegt werden kann.

Quadratzahlen lassen ndmlich immer einen Rest von 0 oder 1 bei der Teilung
durch 3:

(B3-4+1)2*=3-(3-2+2-0)+1 und (3-£+2?=3-3-P+4-4+1)+1

Das konkrete Auslegen fiir nicht durch 3 teilbare k ist immer méglich, solange
k # 5 gilt. Fiir k = 5 diirfen nur bestimmte Késtchen entfernt sein.

Fiir £ = 1 ist nach Entfernen des einzigen Késtchens nichts mehr auszulegen,
es ist also moglich. Die 2er-Potenzen k = 2 und k£ = 4 wurden schon behandelt,
die kleinste neu zu betrachtende Zahl ist also k& = 5. Danach kann man jeweils
kleinere Quadrate in groflere einbetten, nachdem man zeigt, wie man entlang von
zwei benachbarten Réndern auslegt. Beginnend mit den Losungen von k£ = 7 kann
man fiir alle &, die den Rest 1 bei der Teilung durch 3 lassen, eine Losung fiir das
(k+4) x (k+4)-Quadrat bekommen; beginnend mit den Losungen von k = 8 kann
man fiir alle k, die den Rest 2 bei der Teilung durch 3 lassen, eine Losung fiir das
(k+2) x (k4 2)-Quadrat bekommen. Da k = 8 als 2er-Potenz bereits bekannt ist,
ist die wesentliche Arbeit, alle Félle fiir £ = 7 zu zeigen.

9 10 11 12 13 14 15 16 17
X v v XVvvyXJvyJ
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Zunichst wird gezeigt, dass fiir £ = 5 in jeder zweiten Reihe jedes zweite Feld
entfernt sein kann:

rar rar rar X X X
Fxd - X X X
A , HAxd g x4 , also insgesamt X X X .

Ist eins der anderen Felder entfernt, kann wirklich nicht ausgelegt werden. Dies
wird am Ende noch gezeigt.

Fiir £ = 7 kann auch in jeder zweiten Reihe jedes zweite Feld entfernt sein, da
nach Abtrennen eines Randes k = 5 genutzt werden kann:

1 X X X X
XX X, X X X X
X X X X X X X

X X X also insgesamt X X X X .
Fir k = 7 konnen aber auch alle anderen Felder entfernt sein:

raorr. rrar rarr rarr. rarr,

[t | Y 0 ot iy il e
'::':_Xru ' j;ru '::"_l‘ru ::_I_I . '::"_l i
A L aXra arra s A
el
Hecdie! ot LT

x I r
L drd g Ix4rd , also auch
Fiir £ = 10 kann wie bei k = 7 ein zwei Felder breiter Rand abgetrennt werden,
somit kénnen alle Felder wie bei k = 8 = 23 entfernt sein. Fiir & = 11 kann ein vier
Felder breiter Rand abgetrennt werden, somit konnen alle Felder wie bei k = 7
entfernt sein:
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Solche Rénder lassen sich jeweils um drei Felder waagerecht und senkrecht
verldngern. Also erhélt man & = 13 aus k£ = 11 und k£ = 14 aus k = 10, danach
k=16 aus k = 14 und k = 17 aus k = 13 usw. Insgesamt kann also fiir £ > 5 bei
allen nicht durch 3 teilbaren % jedes Feld entfernt sein.

Bleibt zu zeigen, dass fiir £ = 5 bei einer Auslegung mit L-Triominos jedes
Feld der geraden Zeilen und Spalten nicht (als einziges) entfernt sein kann. Das
sind — bis auf Drehungen und Spiegelungen — drei verschiedene Felder. In einem
Fall muss — bis auf Spiegelung — ein L-Triomino so eingesetzt werden, dass eine
Ecke sofort unméglich auszulegen ist. In den anderen beiden Féllen bleibt derselbe
Rest, nachdem ein Stein platziert wurde, der nicht anders liegen kann:

.L2< L2< und I_X

)

Oberhalb des belegten Bereichs kann der verbleibende Fall nur so ausgefiillt wer-
den:

B :
ro jhas
>< , ,>< oder

Daneben kann nur noch so ausgefiillt werden:

I :
o A
Zg—l., Zgl_l., Zgr—l oder Zgl——l .

Das in jedem Fall verbleibende 3 x 3-Quadrat kann nicht ausgefiillt werden, da
beim Versuch die Mitte zu belegen, sofort mindestens eine Ecke nicht mehr belegt
werden kann:

Zg_< ng
N\ oder bzw. gedreht oder gespiegelt.

Ein k£ x k-Quadrat nach Entfernen eines Feldes mit L-Triominos auszulegen ist
also genau dann moglich, wenn k nicht durch drei teilbar ist und wenn im Fall
k =5 die Zeile und Spalte des entfernten Feldes nicht gerade ist.

Losung 3. (a) Bei der Summe 6 kann P grofler als S sein: Fallsa =b=c¢ =2
gilt, ist S =6 und P = 8.



Hamburger Tag der Mathematik, 22. November 2014 — Losungen 7, 8 18

Wenn die Summe S hochstens 5 ist, ist das Produkt P in jedem Fall kleiner
als S: Da 24+ 2+ 2 = 6, ist dann mindestens eine der Zahlen a, b und ¢
eine 1. Wenn zwei der Zahlen 1 sind, ist das Produkt der drei Zahlen gleich
der letzten Zahl, also um 2 kleiner als die Summe. Ist nur eine Zahl eine
1, dann miissen die anderen beiden Zahlen beide gleich 2 sein. Somit gilt
P=1-2-2=4und S=1+2+4 2 =25, also ist ebenfalls P < S.

Es gibt keine andere Moglichkeit mit S = 6 und P > S: Wenn nicht alle drei
Zahlen gleich 2 sind, ist mindestens eine Zahl eine 1. Wenn zwei Zahlen 1

sind, ist S grofler als P. Die einzige andere Moglichkeit ist 1, 2 und 3. Dann
gilt S =P =6.

Wenn S mindestens 7 ist, gibt es immer zumindest die Moglichkeiten 1, 2
und S — 3 bzw. 2, 2 und S — 4. Da S > 7 ist, gilt im ersten Fall

P=1-2-(5-3)=25-6=5S+(5-6)>S5
und im zweiten Fall

P=2-2-(S—4)=45—-16 =S + (35 — 16) > S.

Da es nur bei der Summe S = 6 genau ein Beispiel mit dieser Summe und
P > S gibt, weil Petrosilius nach Sarumans Aussage, dass S = 6 gilt. Weil
P < S gilt, miissen nach den Uberlegungen im vorletzten Aufgabenteil zwei
Zahlen gleich 1 sein, dann ist die dritte Zahl eine 4 und P = 4.

Losung 4. (a) Mogliche Darstellungen sind zum Beispiel:

1=(3+3% — (4> +1?)
2 =(32 +1%) — (22 +2%)
3=(22+1%) - (1* + 1%
4 =(5% +2%) — (4 + 3%
5=(3+1%) — (22 +1%)
6 =(2%+2%) — (12 + 1%
7=(4*+1%) - (3 + 1%
8 =(5*+1%) — (32 + 3%
9 =(5% +3%) — (4* +3%)
10 =(4% +2%) — (32 + 1?)
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(b)

Jede ungerade Zahl ab 3 ist die Differenz von zwei aufeinanderfolgenden
positiven Quadratzahlen: Es ist 3 = 22 — 12, 5 =32 — 22 7 =42 - 3% ..,
allgemein gilt

m+1)?—n*=n*+2n+1-n*>=2n+1.

Damit erhélt man fiir jede ungerade Zahl ab 3 eine Darstellung: Man ad-
diert zu diesen beiden Quadratzahlen jeweils eine gleiche Quadratzahl, zum
Beispiel 1:

2n+1=((n+1)*+1%) — (n* + 1?).

Da auch 1 darstellbar ist, gibt es fiir alle ungeraden Zahlen eine Darstellung.

Indem man die 12 in der vorderen Klammer durch eine 2? = 4 ersetzt, kann
man den Ausdruck um 3 vergréflern und erhélt eine Darstellung fiir alle
geraden Zahlen ab 6:

2n+4=((n+1)>+2%) — (n* + 1%).

Da auch fiir 2 und 4 schon Darstellungen angegeben wurden, sind also auch
alle geraden Zahlen darstellbar.
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Losungen 9, 10

Losung 1. (a) Die zwolfte Schicht wird aus

12 (124 1)

=178
2

1424412 = (1+12)+(24+11)+---+(64+7) =6-13 =
Kugeln gebildet, die Anzahl ist die zwolfte Dreieckszahl.

Die Anzahl der Kugeln einer Pyramide der Héhe n bezeichnen wir als n-te
Pyramidenzahl P(n). Die Pyramidenzahlen ergeben sich jeweils durch Auf-
addieren der Dreieckszahlen D(n):

Dn+1)=D(n)+n+1 und Pn+1)=Pn)+Dn+1)

Notiert man alle Zwischenergebnisse der Pyramidenzahlen, bis 1600 iiber-
schritten wird, kann man diese in der néchsten Teilaufgabe wieder benutzen:

n |12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Din)[1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105
P(n)|1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286 364 455 560

n 15 16 17 18 19 20 21
D(n)|120 136 153 171 190 210 231
P(n) | 680 816 969 1140 1330 1540 1771

Man kann ablesen, dass P(20) = 1540 < 1600 und P(21) = 1771 > 1600.
Also betragt die Hohe einer Tetraederpyramide aus maximal 1600 Kugeln 20
und es bleiben 1600 — 1540 = 60 Kugeln iibrig.

Hat eine der beiden Pyramiden die Hohe 20, so wissen wir bereits, dass 60
Kugeln iibrig sind, woraus noch eine Pyramide der Hohe 6 gebaut werden
kann. Insgesamt sind dann noch 60 — P(6) = 4 Kugeln iibrig. Wir zeigen
noch, dass keine kleinere Zahl an Kugeln iibrig bleiben kann, wenn aus 1600
Kugeln zwei Pyramiden gebaut werden sollen.

Eine Pyramide der Hohe 15 benétigt 680, also weniger als die Hélfte der
1600 Kugeln. Bei zwei solchen sind iiber 4 Kugeln {ibrig, so dass eine der
Pyramiden die Héhe 16, 17, 18 oder 19 haben miisste.

Hohe n der ersten Pyramide 16 17 18 19
P(n) 816 969 1140 1330
tibrig nach erster Pyramide 1600 — P(n) | 784 631 460 250
grofites noch mogliches P(m) 680 560 455 220
Hohe m der zweiten Pyramide 15 14 13 10
insgesamt iibrig 1600 — P(n) — P(m) 104 71 5 30
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In keinem Fall sind weniger als 4 Kugeln iibrig, so dass die Pyramiden der
Hoéhen 6 und 20 wirklich am wenigsten der 1600 Kugeln iibrig lassen.

(d) Vergleicht man die Formel fiir die Dreieckszahlen

1
D(n):1+2+---+n:n(nT+)

mit der vorgegebenen Formel fiir die Anzahl der Kugeln der Pyramide

P(n):D(1)+D(2)+---+D(n):é-n-(n+1)-(n+2)

so erhélt man dquivalent

P(n) = %D(n) “(n+2).

Es reicht also zu zeigen, dass es moglich ist, in einem Rechteck D(n) x (n+2)
jede der ersten n Dreieckszahlen dreimal unterzubringen:

—————————

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Jeweils zwei D(k) bilden ein Rechteck kx (k+1); diese Rechtecke werden trep-
penformig nebeneinander gesetzt. Die Treppe wird durch die dritten D(k)
aufgefiillt, die jeweils ein Rechteck (k- (k + 1)) x 1 bilden, jeweils auf alle
Rechtecke bis k x (k + 1) zusammen. Zusammen ergibt sich das gewiinschte
Rechteck D(n) x (n + 2).

Alternativ kann man auch mit Hilfe vollstdndiger Induktion folgern, das
heifit, man zeigt es fiir n = 1 und dann jeweils fiir jeden Nachfolger. Die
Formel gilt sicher fiir n = 1, es ist ndmlich

P(l):D(l):é-l-(1+1)-(1+2):1.
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Bei der vollstandigen Induktion wird nun vorausgesetzt, dass die Formel fiir
ein bestimmtes n gilt. Damit wird dann bewiesen, dass die Formel auch fiir
den Nachfolger n + 1 giiltig ist:

P(n+1)=P(n)+D(n+1)
n+1]-(n+1]+1)

=—-n-(n+1)-(n+2)+ 5

- ~(n+1)-(n+2)~<%+1>

cn+1]-(n+1]+1)-([n+1]+2)

DR,

Die Formel gilt also zunéchst fiir n = 1 und dann fiir jeden Nachfolger, also
fir n =2, n =3, ..., und damit fiir jede natiirliche Zahl n.

Noch eine Alternative ist, aus sechs Pyramiden, die jeweils geschert werden
miissen, einen Quader n X (n+ 1) X (n+ 2) zusammenzusetzen. Dazu zerlegt
man das oben abgebildete D(n) x (n+ 2)-Rechteck an der D(n) langen Seite
zu Rechtecken mit Seitenliangen n x (n+2), (n—1)x (n+2), ..., 1 x (n+2)
und legt die Rechtecke an der linken Kante iibereinander, so dass man ein
Prisma erhélt. Zwei solche Prismen bilden den Quader.

Losung 2. (a) Man kann zum Beispiel wie folgt neun Haufen aus je 11 Miinzen

erzeugen: Zunéchst bildet man einen Haufen mit 35 und einen Haufen mit
64 Miinzen:

Haufen  Zug

134145 13+445=258

41 58 58 =2-29

412929 41429=170

70 29 70=2-35

353529 35+4+29=064

35 64

Den Haufen mit 64 Miinzen kann man in einzelne Miinzen zerlegen, indem
man ihn halbiert und auch jeweils alle so entstandenen Haufen immer wei-
ter halbiert. Fiigt man nacheinander 53 einzelne Miinzen zum Haufen mit
35 Miinzen, erhélt man einen Haufen mit 88 Miinzen, aus dem man durch
wiederholtes Halbieren wiederum acht Haufen mit je 11 Miinzen erzeugen
kann. Die restlichen elf einzelnen Miinzen werden zu einem neunten Haufen
mit 11 Miinzen zusammenfiigt. (Man kann mit weniger Ziigen auskommen,
wenn der Haufen mit 64 Miinzen nicht vollstéindig zerlegt wird.)

Es ist nicht moéglich aus den neun Haufen mit jeweils 11 Miinzen elf Haufen
aus je 9 Miinzen zu erzeugen: Die Summe von Vielfachen von 11 ist ebenfalls
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ein Vielfaches von 11 und die Hélfte einer geraden durch 11 teilbaren Zahl
ist ebenfalls durch 11 teilbar. Wenn einmal alle Miinzenanzahlen der Haufen
durch 11 teilbar sind, gilt das also auch nach allen weiteren Ziigen.

Zwei Haufen mit 11 und 13 Miinzen miissen im ersten Zug zu einem Haufen
mit 24 Miinzen zusammengefasst werden. 24 ist durch die ungerade Zahl 3
teilbar, in den weiteren Ziigen kénnen also nur Haufen mit durch 3 teilba-
ren Miinzenanzahlen entstehen. Daher sind keine anderen Verteilungen mit
gleich groflen Haufen erzeugbar als ein Haufen mit 24 Miinzen, zwei Haufen
mit je 12 Miinzen, vier Haufen mit je 6 Miinzen oder acht Haufen mit je 3
Miinzen. Diese sind tatséchlich alle erreichbar, man erhalt jeweils die néchste
Verteilung in der Aufzéhlung, indem man jeden Haufen einmal halbiert.

Da 15 und 18 ebenfalls durch 3 teilbar sind, lassen sich auch hier nur durch 3
teilbare Miinzenanzahlen erhalten. Elf Haufen mit je 3 Miinzen erzeugt man
zum Beispiel wie folgt: Aus den 18 Miinzen bildet man zwei Haufen mit je 9
Miinzen, einen davon vereinigt man mit den 15 Miinzen zu einem Haufen mit
24 Miinzen, den man schrittweise in Haufen mit 3 Miinzen zerlegen kann.
Fiigt man wiederum einen zu dem Haufen mit 9 Miinzen und halbiert so
lange Haufen, bis es keinen mit einer geraden Anzahl mehr gibt, haben alle
Haufen 3 Miinzen. Auflerdem kann man im ersten Zug beide Haufen zu einem
Haufen mit 33 Miinzen zusammenfiigen. Da 3 und 33 die einzigen durch 3
teilbaren Teiler von 33 sind, gibt es keine weiteren Moglichkeiten.

Falls @ und b ungerade sind, ist es genau dann moglich, wenn a + b eine Zwei-
erpotenz ist: Im ersten Zug miissen beide Haufen zusammengefasst werden.
Jeder ungerade Teiler von a+b teilt also auch alle danach erzeugten Miinzen-
anzahlen. Falls Haufen mit nur einer Miinze erzeugbar sind, muss a + b also
eine Zweierpotenz sein. Ist a + b eine Zweierpotenz, so kann man den Haufen
mit a + b Miinzen vollstindig in einzelne Miinzen zerlegen, indem man in
jedem Zug einen Haufen halbiert, so lange das moglich ist. Dabei erhélt man
ausschlieBlich Zweierpotenzen als Anzahlen, also hat am Ende jeder Haufen
nur eine Miinze.

Falls mindestens eine der beiden Zahlen gerade ist, ist es genau dann méglich,
wenn der grofite gemeinsame Teiler von a und b eine Zweierpotenz ist: An-
dernfalls haben a und b einen gemeinsamen ungeraden Teiler v > 1 und alle
erzeugten Haufen haben durch u teilbare Anzahlen. Wenn der ggT(a,b) ei-
ne Zweierpotenz ist, kann man hingegen wie folgt vorgehen, um alle Haufen
vollstandig in einzelne Miinzen zu zerlegen: So lange es moglich ist, halbiert
man jeweils einen Haufen. Wenn dabei nur Haufen mit ungerader Miinzen-
anzahl entstanden sind, aber nicht alle Haufen gleich grof§ sind, nimmt man
einen der beiden gleich grofen Haufen, die beim letzten Halbieren entstanden
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sind, und fiigt ihn zu einem Haufen mit einer anderen Anzahl von Miinzen
hinzu. Bei keinem dieser Ziige verédndert sich der gréfite gemeinsame ungerade
Teiler aller Miinzenanzahlen: Beim Halbieren verdndert er sich nicht, da jede
ganze Zahl n die gleichen ungeraden Teiler wie 2n hat. Gibt es zwei Haufen
mit k£ Miinzen und einer davon wird zu einem Haufen mit [ Miinzen hinzu-
gefiigt, so bleibt der ggT aller Miinzenanzahlen gleich: Eine Zahl ist genau
dann ein gemeinsamer Teiler von k£ und [, wenn sie ein gemeinsamer Teiler
von k und k41 ist. Sofern man mit diesem Verfahren eine Verteilung mit nur
gleich groflen Haufen mit ungeraden Anzahlen erreicht, enthalten dann alle
Haufen also nur eine Miinze. Es reicht also zu zeigen, dass immer nur eine
endliche Anzahl solcher Ziige moglich ist. Dazu betrachten wir die Summe
der Quadrate aller Miinzenanzahlen und zeigen, dass diese bei den beschrie-
benen Ziigen immer kleiner wird (zumindest nach jeweils zwei Ziigen). Beim
Halbieren von einem Haufen mit 2n Miinzen wird in der Summe der Quadra-
te der Miinzenanzahlen der Summand 4n? durch n?+4n? ersetzt. Werden zwei
Haufen mit verschieden groflen ungeraden Miinzenanzahlen k£ und [ zusam-
mengefiigt, so wird der daraus gebildete Haufen im néchsten Zug halbiert zu
zwei Haufen mit % Miinzen. Es ist

2
1
k2+12—2(%) :k2+12—§(k2+l2+2k1)

1 1
= 5(14;2 + 12 —2kl) = §(k —1)?>0.

Also wird auch dabei die Summe der Quadrate der Miinzenanzahlen kleiner.
Da diese Summe immer positiv sein muss, kénnen nur endlich viele der be-
schriebenen Ziige durchgefiihrt werden. Also wird zwangslaufig ein Zustand
mit nur gleich groflen Haufen mit ungeraden Miinzenanzahlen erreicht, die
nach dem obigen Argument aus jeweils nur einer Miinze bestehen konnen.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Falls mindestens einer der Haufen eine gera-
de Anzahl von Miinzen hat und der groite gemeinsame Teiler der drei Miinzenan-
zahlen eine Zweierpotenz ist, kann man mit dem im letzten Aufgabenteil beschrie-
benen Verfahren alle Haufen in einzelne Miinzen zerlegen. Haben die Miinzenan-
zahlen einen groflieren gemeinsamen ungeraden Teiler als 1, so teilt er auch alle
neu gebildeten Haufen, und es ist nicht moglich.

Wenn alle Miinzenanzahlen ungerade sind, miissen zunéchst zwei Haufen zu-
sammengefasst werden. Nach dem letzten Aufgabenteil ist es also genau dann
moglich, wenn es eine Miinzenanzahl gibt, deren gréfiter gemeinsamer ungerader
Teiler mit der Summe der beiden anderen 1 ist (oder dquivalent: mit der Summe
aller Miinzenanzahlen). Da die Miinzenanzahlen ungerade sind und nur ungerade
Teiler haben, ist das in diesem Fall gleichbedeutend damit, dass mindestens eine
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der Zahlen teilerfremd zur Gesamtzahl der Miinzen ist. Wie das Beispiel 5, 49 und
51 zeigt, reicht nicht, dass der ggT aller Miinzenanzahlen 1 ist, auch wenn diese
Bedingung natiirlich notwendig ist.

Losung 3. Siehe Losung 2 der Klassenstufe 7, 8.

Losung 4. (a) Betrachtet man die Dreiecke AABI, ABCI und ACAI, so sind

die jeweiligen Hohen zu den Grundseiten AB, BC' bzw. C'A immer r, die
Flicheninhalte also 3 -7 |AB|, 5 - 7|BC| und 1 - r|CA|. Da U = |AB| +
|BC| + |AB]| gilt, ergibt sich addiert wie gewiinscht ' = -r-U.

Es ist zu zeigen, dass %U = r + ¢ genau bei rechtem Winkel ZACB gilt,
genau dann stimmen die Formeln nadmlich {iberein.

Seien Psp, Pgc und Pg4 die Projektionen des Inkreismittelpunktes I auf
die Seiten AB, BC' bzw. C'A. Damit gilt in jedem Dreieck |APca| = |APag],
|BPag| = |BPpc| und |CPpc| = |CPpal, da Absténde von einem Punkt
zu Beriihrpunkten von Tangenten an einen bestimmten Kreis stets gleich
sind (eine Tangente ist die Spiegelung der anderen an der Verbindung von
gemeinsamem Punkt und Kreismittelpunkt). Da

U = |APac| + |APag| + |BPag| + |BPsc| + |CPpc| + |C Pcal

ist, gilt U =2+ |C'Poa| 4+ 2 - |AB, also dquivalent 1 - U = |CPca| + c.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass r = |C'Pc 4| genau bei rechtem Winkel
ZACB gilt. Ist einerseits ZACB ein rechter Winkel, so ist Poal PgcC' ein
Rechteck mit zwei gleichlangen benachbarten Seiten, also ein Quadrat; es
gilt deshalb r = |C'Pgal. Ist andererseits r = |C' Pcal, so ist Poal PpcC' eine
Raute mit zwei gegeniiberliegenden rechten Winkeln, also ein Quadrat; somit
ist ZAC'B ein rechter Winkel.

Die Parallelen sind jeweils gegeniiberliegende Tangenten am Inkreis, also
Punktspiegelungen am Inkreismittelpunkt. Das gesamte Dreieck AA'B'C’
ist somit als Punktspiegelung kongruent zum Dreieck AABC.

Die durch die Parallelen abgetrennten kleinen Dreiecke sind jeweils dhnlich
zu AABC, da die Winkel jeweils Stufenwinkel sind. Sie sind als Punktspie-
gelungen auflerdem jeweils kongruent zum jeweils gegeniiberliegenden abge-
trennten kleinen Dreieck von AA’B’C’. Die Grundseiten der kleinen Dreiecke
bei A, C' und B erginzen sich also zur Grundseite AB des grofien Dreiecks
AABC'. Da die Inkreisradien jeweils proportional zu den Grundseiten sind,
ergédnzen sich also auch ra, ro und rg zu r.
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Losungen 11, 12, 13

Losung 1. (a) Die Losung des niichsten Aufgabenteils kann mit n = 2 hier

benutzt werden. Hier ist noch eine etwas kiirzere dargestellt:

Sei F' der Fulpunkt der Hohe iiber AB, dann sind die Dreiecke AF BC' und
ADAB &dhnlich (je ein rechter Winkel und gleiche Winkel bei B bzw. A).
Es sei s = |BC| die Seitenldange des Dreiecks und x = |CD|. Dann gilt
s—x = %hB. Nach Pythagoras ist z? + h% = s?. Einsetzen von z = s — %hB
fithrt auf

1

5
4h23+h2 =0 < s=hp.

1
(3—§h]3)2—|—h2 =5’ <= —shp+ 1

Ersetzen von s fithrt in dhnlicher Weise auf z = %h B. Somit
r:hg:s=3:4:5.

Es seien g = ‘A—Qm die halbe Grundlinie, s = | BC| die Seitenldnge des Dreiecks

und z = C'D. Nach Voraussetzung und nach dem Satz des Pythagoras gelten:

hc=mn-g, 2 Pt he + 9% = (n® +1)¢%, hy + 2” Pyth. 2
und

2 2 Pyth. ,2.a. 4,

- (_n2+1>82_2‘m+x2+h23=0
4

= <1— 3 >32—23x—|—s2:0
n*+1
2

— 1_n2+1 s

N r  n’—1

s n2+1

und damit dann

e G -1 (55) -
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Also gilt fiir das Verhéltnis 2n : (n? — 1) : (n? +1).

Jedes Verhiltnis kann nur mit ganzen Zahlen und insbesondere ohne irratio-
nale Zahlen dargestellt werden. Fiir n = 2,...,10 sind die Verhéltnisse:

n=2: 4:3:5

=3: 3:4:5 n=4: 8:15:17

=5 5:12:13 n==6: 12:35:37
n="7: T7:24:25 n=238: 16:63:65
n=9: 9:40:41 n=10: 20:99:101

Lésung 2. (a) Da 4! = 3! -4 ist, ist 3! - 4! = 31? . 22 bereits eine Quadratzahl.
Man kann noch 2! = 2 weglassen. Also ist 1!- 3! - 4! eine Quadratzahl.

(b) Da 2! = 2 keine Quadratzahl ist, folgt aus dem vorherigen Teil, dass 1! -
2! - 3! - 4! keine Quadratzahl ist. Also bleibt nach Weglassen von 5! keine
Quadratzahl iibrig. Da 5! aber genau einen Primfaktor 5 beinhaltet, der
sonst nicht vorkommt, bleibt nach Weglassen eines anderen k! auch keine
Quadratzahl iibrig, da solche nur eine gerade Anzahl jedes Faktors haben.

(c) Wie oben kann man zu jedem ungeraden k je zwei aufeinanderfolgende Fak-
toren zusammenfassen zu k!- (k+1)! = k!?- (k+1). Der gesamte Ausdruck ist
also Produkt von Quadratzahlen 1!2-3!2....-99!2 mit 2-4-8-...-100 = 2°°.50!.
Da 2% = (225)? selbst eine Quadratzahl ist, kann man den Faktor 50! weg-
lassen und erhélt die Quadratzahl

1203000491 511 - 521 - 53! - ... - 100!.

Losung 3. (a) Die Dreieckszahlen unter 100 sind 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,
55, 66, 78 und 91. Darunter sind nur zwei Quadratzahlen, 1 und 36.

(b) Man ermittelt, welche Dreieckszahlen D(m) = m(@ﬂ) in Frage kommen und
findet

D(44) =990 < 1000 < D(45) = 1035

und
D(62) = 1953 < 2000 < D(63) = 2016.

Da m und m + 1 teilerfremd sind, muss der ungerade Faktor der beiden eine

Quadratzahl sein und die Hélfte des geraden ebenfalls. Zwischen 45 und 62
gibt es nur eine ungerade Quadratzahl, ndmlich die 49. Zwischen 42—6 =785

und % = 31 gibt es nur eine Quadratzahl, ndmlich die 25. Der ungerade
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Faktor muss also 49 betragen und der gerade 2 - 25 = 50. Dagobert Duck
kann also nur D(49) = 25 - 49 = (5 - 7)? = 1225 Geldsécke besitzen.

Alternativ kann man sich natiirlich auch (fleiflig) alle Dreieckszahlen und alle
Quadratzahlen zwischen 1000 und 2000 aufschreiben und vergleichen.

(c) Da m und m + 1 teilerfremd sind, muss es ganze Zahlen a und b geben mit

%zcﬂ und m+1=b?

fiir gerade m oder anderenfalls

9 m+1 9

m=>b° und —— =a".

Elimination von m liefert
26> =m=0"—1 oder bV =m=2d>—-1
was dquivalent ist zu den Pellschen Gleichungen

¥ —2a> =1 oder b —2d%=—1.

(d) Fiir die bekannten Losungen

8 50
1-2=1%, =.9=6% und 49 - — =35°
2 2
des urspriinglichen Problems sind die Paare (a, b) der Pellschen Gleichungen
(1,1) (2. P. GL), (2,3) (1. P. GL.) und (5, 7) (2. P. Gl.). Um noch weitere Paare
(a,b) zu finden, untersucht man fiir ungerade b, ob 5)22& eine Quadratzahl
1st:

b |5 9 11 13 15 17
P-l112 40 60 84 112 144

V41193 41 61 85 113 145

Das néchste Losungspaar ist also (12,17) (1. P. G1.). Man kann deswegen die
Vermutung aufstellen, dass nach (a,b) fiir die eine Gleichung jeweils auch
(a + b,2a + b) ein Losungspaar fiir die andere Gleichung ist. Um das zu
iiberpriifen, setzt man ein:

(2a +0)* — 2(a +b)* = +£1 ©2a* — b* = £1
ob? -2 =71

Die Vermutung trifft also zu.
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(e) Es soll ein Losungspaar (a,b) gefunden werden, fiir das a?b? > 109 gilt, also
ab > 10000+/10. Die Iteration (a,b) — (a + b, 2a + b) liefert:
(1,1) = (2,3) = (5,7) = (12,17) = (29,41) = (70,99) > (169,239)

Da 169 - 239 = 40391 und 70 - 99 < 7000, ist (a,b) = (169,239) das erste
Losungspaar mit a?b* > 10°. Dagobert Duck kénnte also

(169 - 239)% = 40391% = 1631432881

Miinzen besitzen. Vielleicht besitzt er auch 55420693056, 1882672131025,
63955431761796, 2172602007770041, 73804512832419600 oder mehr Miinzen.

Losung 4. Siehe Losung 2 der Klassenstufe 7, 8.



