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Klassenstufen 7, 8

Aufgabe 1 (44+4+6+4+2 Punkte). Ihr kennt vermutlich schon Dreieckszahlen:
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Wir betrachten Windmiihlenzahlen: Drei gleich grofle gleichseitige Dreiecke
iiberschneiden sich in der Mitte in einem kleineren Dreieck. Die dufleren Drei-
ecke sollen doppelt so grofle Seitenldngen haben wie das kleinere. Wir legen die
Dreiecke aus Kreisen, die wir zédhlen.

00000000

W, =2

(a) Gebt die ersten 6 Windmiihlenzahlen an.

(b) Berechnet jeweils die Differenzen aufeinanderfolgender Windmiihlenzahlen.
Was, vermutet ihr, gilt immer?

(¢c) Warum kann man die Windmiihlenzahl W, immer durch n teilen?
(d) Berechnet %, %, %, c %. Was vermutet ihr allgemein fiir %?

(e) Stellt mit der Vermutung aus dem vorherigen Teil eine Formel fiir W,, auf.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt).
e Begriindet alle Aussagen, die ihr aufgestellt habt.

e Findet andere Herleitungen fiir die Formel fiir die Windmiihlenzahlen W,
zum Beispiel auch geometrische.
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Aufgabe 2 (444444444 Punkte). Primzahlen sind natiirliche Zahlen grofler
als 1, die nur 1 und sich selbst als Teiler haben. Man kann zeigen: Ist eine Primzahl
ein Teiler eines Produktes zweier natiirlicher Zahlen, so ist sie auch Teiler einer
der beiden Faktoren.

Jede natiirliche Zahl gréfer 1 kann als Produkt von Primzahlen geschrieben
werden. Dieses nennen wir Primfaktorzerlegung. Ordnen wir die Faktoren der
GroBe nach, ist die Primfaktorzerlegung eindeutig.

Unter den gemeinsamen Vielfachen von zwei (oder mehreren) Zahlen gibt es
ein kleinstes: Wir nennen es also das kleinste gemeinsame Vielfache und kiirzen es
ab mit kgV.

Unter den gemeinsamen Teilern von zwei (oder mehreren) Zahlen gibt es einen
grofften: Wir nennen ihn also den gréfsten gemeinsamen Teiler und kiirzen ihn ab
mit gg'T'.

Beispiel: Die Primfaktorzerlegungen 6 = 2-3 und 9 = 3- 3 helfen, das kgV und
den ggT dieser beiden Zahlen zu bestimmen:

kgV(6,9) =2-3-3=18  goT(6,9) =3

(a) Schreibt fiir jede Zahl die Primfaktorzerlegung auf und berechnet das kgV
und den ggT fiir jedes Zahlenpaar sowie das Produkt aus kgV und ggT"

24 und 36 500 und 121
625 und 25 140 und 105

(b) Gebt die genaue Voraussetzung dafiir an, dass das kgV von zwei Zahlen mit
dem Produkt dieser Zahlen iibereinstimmt. Begriindet.

(c) Gebt die genaue Voraussetzung dafiir an, dass der ggT von zwei Zahlen mit
einer dieser Zahlen {ibereinstimmt. Begriindet.

(d) Kann man fiir zwei Zahlen das Produkt aus deren kgV und ggT bestimmen,
ohne vorher das kgV oder den ggT auszurechnen? Begriindet.

(e) Berechnet die kleinste positive Zahl, die durch alle einstelligen Primzahlen
teilbar ist.
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Aufgabe 3 (6+2+2+43+2+243 Punkte). FuBballturniere bestehen oftmals aus
zwei Phasen. Zuerst findet eine Gruppenphase statt, in der jede Mannschaft einer
Gruppe genau einmal gegen jede andere Mannschaft dieser Gruppe spielt. Hier
gehen wir davon aus, dass alle Gruppen gleich grofl sind und aus mindestens drei
Mannschaften bestehen und dass am Ende der Gruppenphase immer ein eindeu-
tiger Gruppensieger bestimmt wird. Nur die Gruppensieger spielen in der zweiten
Phase, der sogenannten K.-o.-Phase, weiter. Die K.-0.-Phase besteht aus mehre-
ren Runden. In jeder Runde trifft jeder Gruppensieger auf genau einen anderen
Gruppensieger. Nur die Gewinner qualifizieren sich fiir die néchste Runde. In der
letzten Runde, dem Finale, wird dann der Sieger des Turniers ermittelt.

Bei diesem einfachen Modell gibt es keine Freilose und auch keine weiteren
Spiele um Platz 3 oder andere Platzierungen. Es soll aber erlaubt sein, dass gar
keine Gruppenphase stattfindet. Auch kann die K.-o.-Phase entfallen, wenn der
Sieger in einem Turnier mit nur einer Gruppe am Ende der Gruppenphase feststeht.

(a) Fiir Turniere mit 6, 7 oder 8 teilnehmenden Mannschaften:

e Bestimmt alle moglichen Gruppengrofien.
e Gebt an, falls ein Turnierverlauf ohne Gruppenphase moglich ist.

e Ermittelt fiir jeden moglichen Turnierplan die Anzahl aller Spiele und
die Anzahl der Spiele, die der Gewinner spielt.

(b) Fiir welche Anzahlen von Mannschaften sind Turniere ohne Gruppenphase
moglich?

(c) Fir welche Anzahlen von Mannschaften sind nur Turniere ohne K.-o.-Phase
moglich?

(d) Wie ermittelt man fiir eine gegebene Anzahl von Mannschaften den Turnier-
plan mit den wenigsten Spielen? (Begriindet.)

Bei dem Brettspiel Halma kénnen zwei oder drei Gegner gleichzeitig gegenein-
ander spielen. Bei der Hallenhalmaweltmeisterschaft sollen in der Gruppenphase
immer nur zwei Gegner aufeinandertreffen, aber in der K.-o.-Phase besteht jede
Runde entweder nur aus Spielen mit zwei oder nur aus Spielen mit drei Gegnern.

(e) Fiir welche Anzahlen von Teilnehmern sind solche Turniere ohne Gruppen-
phase moglich?

(f) Fiir welche Anzahlen von Teilnehmern sind nur solche Turniere ohne K.-o.-
Phase moglich?

(g) Wie ermittelt man fiir eine gegebene Anzahl von Teilnehmern einen Turnier-
plan mit den wenigsten Spielen?
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Aufgabe 4 (5+4+4+47 Punkte). In Sechseckstadt verlaufen die Strafien entlang
den Linien eines Sechseckgitters. Punkte sind die Gitterpunkte. Jeder Punkt hat
drei Nachbarn, einen (schrég) links, einen (schrig) rechts und einen entweder oben
oder unten, wobei wir die Richtungen mit ,L“, ,R*, ,O* und ,, U* abkiirzen wollen.
Zu jedem Nachbarn ist der Abstand 1.

Pfade sind kiirzeste Wege zwischen zwei Punkten, von denen es zu zwei Punkten
mehrere geben kann. Die Lénge eines Pfades gibt die Entfernung der Endpunkte
an. Beispiel:

Vom Punkt A zum Punkt B gibt es 3 Pfade, einen RORRRR, einen RRRORR
und einen RRRRRO. Sie haben jeweils die Lénge 6, also ist 6 die Entfernung von
A und B.

(a) Welche Entfernung haben A und B in folgendem Beispiel?
Gebt alle Pfade von A nach B an.
(Ihr erhaltet Sechseckpapier zum Ausprobieren, das ihr auch
fiir die Losungen verwenden koénnt.)

(b) Die Einwohner von Sechseckstadt sind sehr umweltbewusst. Daher miissen
alle Ziele, die mit dem Auto angefahren werden, mindestens 4 Einheiten
entfernt sein; ansonsten muss man zu Fufl gehen.

Markiert in einem Gitternetz einen Punkt A und tragt alle Punkte ein, die
man von A aus zu Fuf3 erreichen muss.

(c) Ein (Sechseck-)Kreis sind die Punkte, die dieselbe Entfernung zu einem Mit-
telpunkt haben, also denselben (Sechseck-)Radius.

e Markiert jeweils den Mittelpunkt und jeweils die Punkte eines Kreises
mit Radius 4 bzw. 7.

e Wie viele Punkte gehoren zu einem Kreis mit Radius 4 bzw. 77 Wie ist
es allgemein bei Radius n?

(d) Tragt in einem Kreis mit Radius 7 an jedem Punkt ein, wie viele Pfade
vom Mittelpunkt zu dem jeweiligen Punkt fithren. Benutzt dabei zwei Far-
ben: jeweils eine fiir Punkte mit ungerader bzw. gerader Entfernung zum
Mittelpunkt. (Fiir eine Losung mit kleinerem Radius gibt es einen Teil der
Punkte.)

Beschreibt (kurz) das Verfahren, die Anzahl der Pfade zu bestimmen.
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Klassenstufen 9, 10

Aufgabe 1 (54+5+5+5 Punkte). In der Abbildung ist ein Quadrat gezeigt, in dem
ein regelméfiger Stern liegt. Die Kantenldnge des Quadrats moge 1 betragen.
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(a) Bestimmt den Flidcheninhalt des Dreiecks mit den blauen Seiten.
(b) Bestimmt den Flidcheninhalt des Dreiecks mit den roten Seiten.

(c) Gebt ein Drachenviereck an, das mit dem blauen Dreieck flachengleich ist
und das aus bereits eingezeichneten Linien besteht.

(d) Bestimmt den Flécheninhalt des gelben Drachenvierecks.
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Aufgabe 2 (242424648 Punkte). Ein n-Ecken-Graph besteht aus n Ecken
(Punkten) und etlichen Kanten (Wegen), die je zwei Ecken verbinden.

In dieser Aufgabe betrachten wir nur zusammenhéngende Graphen, das heif3t,
dass zwischen je zwei Ecken eine Verbindung iiber Kanten existieren muss.

Beispiel eines 5-Ecken-Graphen (zweimal derselbe), bei dem von
zwei Ecken jeweils genau drei Kanten ausgehen, von zwei Ecken
jeweils genau vier und von einer Ecke genau zwei.

(a) Zeichnet einen 7-Ecken-Graphen mit 12 Kanten, bei dem von sechs der Ecken
jeweils genau drei Kanten ausgehen.

(b) Zeichnet einen 7-Ecken-Graphen mit 12 Kanten, bei dem von vier Ecken je
drei Kanten ausgehen und von den anderen drei Ecken je vier Kanten.

(c) Zeichnet einen 7-Ecken-Graphen mit 12 Kanten, bei dem von drei Ecken je
fiinf Kanten ausgehen, von weiteren drei Ecken je zwei Kanten und von der
siebenten Ecke genau drei Kanten.

(d) e Welche minimale Zahl von Kanten hat ein 7-Ecken-Graph? Begriindet!
e Welche minimale Zahl von Kanten hat ein n-Ecken-Graph? Begriindet!

(e) Ein Kreis in einem Graphen ist ein ,Rundweg®, also eine Abfolge verschiede-
ner Kanten, bei der aufeinanderfolgende Kanten jeweils eine Ecke gemeinsam
haben, wobei die letzte wieder mit der ersten eine Ecke gemeinsam hat; je-
de Ecke soll dabei nur einmal durchlaufen werden. (Ein Kreis braucht also
mindestens drei Ecken und drei Kanten.)

e Zeichnet einen 7-Ecken-Graphen mit genau drei verschiedenen Krei-
sen und der minimalen Anzahl an verwendeten Kanten und begriindet,
warum nicht weniger Kanten verwendet werden kénnen.

e Welches ist die minimale Zahl von Kanten eines n-Ecken-Graphs, der
zwei Kreise enthélt? Begriindet!
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Aufgabe 3 (5+5+5+5 Punkte). Zwei Primzahlen, die eine Differenz von 2 auf-
weisen, nennt man einen Primzahlzwilling; Beispiele dafiir sind 5 und 7 oder 29
und 31 oder 101 und 103.

Ein echter Primzahldrilling sind dann drei aufeinanderfolgende Primzahlen mit
jeweils Abstand 2. (Wir wollen dies einen (2, 2)-Drilling nennen.)

(a) Ein echter Primzahlfiinfling wéren fiinf aufeinanderfolgende Primzahlen mit
jeweils Abstand 2. Beweist, dass es keinen echten Primzahlfiinfling gibt.

(b) Beweist, dass es nur einen echten Primzahldrilling gibt, und gebt ihn an.
(¢) Nun kann man sich fragen, ob man weitere solche , Drillinge* finden kann,

wenn die Abstande nicht beide 2 sein miissen.

Wir fordern jetzt, dass von drei aufeinanderfolgenden Primzahlen die beiden
Absténde, von der mittleren Primzahl aus gerechnet, einmal 2 und einmal 4
sein sollen; wir suchen also nach (4, 2)-Drillingen bzw. (2, 4)-Drillingen.

Gebt davon jeweils vier an.

(d) Beweist, dass es keine (4, 4)-Drillinge gibt.
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Aufgabe 4 (3+2+3+3+3+42+44 Punkte). Hier geht es um quadratische Funktio-
nen f, mit f,(x) = —x - (x — q). Beispielsweise gehoren die Funktionen fi(z) =
—x-(x—1), falr)=—x- (z+2) und fr(x) = —x - (z — ) zu diesem Typ.

(a) Welche Nullstellen haben fi, fo und allgemein f,?
(b) Gebt eine solche Funktion an, die eine Nullstelle bei = —5 hat.

(¢) Nun kann man zwei solche Funktionen auch addieren:

(fa+ fo)(@) = fa(@) + fo(2) = =z (z —a) —z - (x = D).
Gehort diese Summenfunktion auch zur Klasse der Funktionen f,?
(d) Welche Nullstellen hat f; + f2?
(e) Ermittelt die Funktion f,, fir die f; + f, eine Nullstelle bei x = 4 hat.
(f) Ermittelt die Funktion f,, fir die fo + f, nur eine Nullstelle bei x = 0 hat.

(g) Wie konnte man die Summe der beiden Funktionen so verdndern, dass die
Summenfunktion wieder vom Typ f, ist?

Uberpriift fiir euren Vorschlag, ob die Summe das Assoziativ- und das Kom-
mutativgesetz erfiillt.
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Oberstufe (11, 12, 13)

Aufgabe 1 (10+5+5 Punkte). Wir betrachten die Multiplikationstabelle der
natiirlichen Zahlen. Aus dieser wihlen wir einen rechteckigen Teilbereich mit un-
gerader Breite b = 2k + 1 und ungerader Hohe h = 2¢ + 1. Links oben in dem
Rechteck steht das Produkt x -y und rechts unten (z + 2k) - (y 4 2¢). Wir betrach-
ten nun den Rand des Rechtecks und férben diesen abwechselnd blau und rot ein,
wobei das Feld z - y blau gefarbt wird. In diesem Beispiel ist x =3, y =2, k =2
und ¢ = 1:

|1 2 3 4 5 6 7 8
11 2 3 4 5 6 7 8
212 4 6 810 1214 16
313 69 NG 21 2 .
4| 4 8 |12 16 [20] 24 [28 32 ...
515 10 15 20 25 30 35 40 ...

Wir bezeichnen mit B die Summe der Zahlen in den blauen Kéastchen und mit R
der Summe der Zahlen in den roten Késtchen.

(a) Zeigt, dass B= R fir k=(=1 (also b = h = 3).
Welchen Wert nimmt B (bzw. R) fir k =¢ =1 an?

(b) Zeigt, dass allgemein B = R fiir k, £ > 1 beliebig.
(c) Welchen Wert nimmt B (bzw. R) fiir k, ¢ > 1 an?

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Sei nun das ganze Rechteck schachbrettartig
blau und rot gefarbt. Was kann nun iiber die Differenz der Summen der Zahlen in
den blauen und in den roten Késtchen ausgesagt werden?
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Aufgabe 2 (5+5+5+5 Punkte). Fiir n > 3 ganzzahlige Gewichte soll gelten:
Nimmt man ein beliebiges Gewicht weg, so kann man die restlichen so auf zwei
Waagschalen verteilen, dass diese im Gleichgewicht sind.

(a) Gebt je eine Menge von Gewichten an, die diese Eigenschaft hat bzw. nicht
hat.

(b) Fiir welche natiirlichen Zahlen n > 3 gibt es eine solche Menge von Gewich-
ten? (Beweist, dass es fiir diese Zahlen eine solche Menge gibt und fiir alle
anderen nicht.)

(c) Gebt ein Beispiel solcher Gewichte an, bei dem mindestens zwei verschiedene
Gewichte vorkommen. Fiir welche Zahlen n > 3 gibt es so ein Beispiel?

(d) Gebt ein Beispiel solcher Gewichte an, bei dem mindestens drei verschiedene
Gewichte vorkommen. Fiir welche Zahlen n > 3 gibt es so ein Beispiel?

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Gibt es fiir jede natiirliche Zahl n eine
solche Menge mit mindestens n verschiedenen Gewichten?
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Aufgabe 3 (10410 Punkte). Vier Orte auf den Ecken eines Quadrats der Kan-
tenldnge 1 sollen so durch Straflen verbunden werden, dass man jeden Ort von
jedem anderem aus erreichen kann. Zunéchst betrachten wir die folgenden Konfi-
gurationen:

4. D.

Die Figuren 3, 4 und 5 sind jeweils horizontal und vertikal symmetrisch.

(a) Berechnet die Gesamtlénge der Stralennetze fiir jede Konfiguration (bei der
fiinften abhéngig vom Parameter a).

(b) Welches Strafiennetz hat die kiirzeste Gesamtlange?

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Kann es bei anderen Konfigurationen noch
kiirzere Straflennetze geben?
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Aufgabe 4 (5+5+10 Punkte). Ein Wiirfel der Kantenlénge n ist aus n x n x n
Einheitswiirfeln aufgebaut. In jedem Einheitswiirfel steht eine Zahl, so dass die
Summe der Zahlen in jeder kantenparallelen Reihe 1 ergibt.

(a) Gebt ein Beispiel fiir n = 3 an, in dem nur die Zahlen 0 und 1 vorkommen.

(b) Gebt ein Beispiel fiir n = 3 an, bei dem in einer Ecke die Zahl 2012 steht.

2012

(c) Wir betrachten nun einen Wiirfel mit Kantenldnge n = 10, bei dem in ei-
ner Ecke die Zahl 2012 steht. Berechne die Summe aller Zahlen der drei
Wiirfelebenen, die diese Ecke enthalten.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Zeichnet fiir das Beispiel aus dem ersten
Teil die 3 x 3 Késtchen der Wiirfelunterseite auf und tragt in jedes Késtchen die
Hohe der Zahl 1 iiber der Unterseite ein. Welche Eigenschaften hat dieses Quadrat?
Warum trifft das immer zu (fiir jeden n x n x n-Wiirfel mit Reihensumme 1, in
dem nur die Zahlen 0 und 1 vorkommen)?
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Losungen 7, 8
Losung 1. (a) Wy =7, Wy =24, W3 =51, Wy = 88, W5 = 135 und Wy = 192.

(b) WQ—Wl = 17, W3_W2 = 27, W4—W3 = 37, W5—W4 =47 und Wﬁ_W5 = 7.
Vermutlich gilt W, .1 —W,, =10-n+ 7.

(c) Da die Dreieckszahl D,, = % ist, ist 2 - D,, immer durch n teilbar. Die
Windmiihlenzahl W,, entsteht aus drei Dreiecken der Seitenlénge 2 - n von
denen noch zweimal ein Dreieck der Seitenldnge n abgezogen wird, weil sich
drei iiberlappen. Die Dreieckszahl D, ist als die Hélfte eines Vielfachen von
2n durch n teilbar. Das Doppelte der Dreieckszahl D,, ist auch ein Vielfaches
von n. Also lasst sich W,, als Summe von Vielfachen von n schreiben und ist
daher selbst durch n teilbar.

Hinweis: Wenn man méochte, kann man dies auch als Formel schreiben:

2-n-(2-n—|—1)_2 n-(n+1)
2 2
=3-n-(2-n+1)—n-(n+1)

W,=3-Dyp—2-D,=3-

(d) % = g %;212, We =17, M1 =22, %5 =27 und ¢ = 32. Vermutlich gilt
St =0-'n .

(e) Durch Multiplikation der vermuteten Gleichung mit n erhdlt man W, =
n-(5-n+2).

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Wie im dritten Teil angedeutet, kann man
die Windmiihlenzahl W), als drei Dreiecke doppelter Liange D,., abziiglich zweier
Dreiecke D,, aus der Uberlappung bekommen:

W,=3-Dyp,—2-D,=3-n-2-n+1)—n-(n+1)
=n-3-2-n+1)—(n+1))
=n-(6-n+3—-—n—1)=n-(5-n+2)

Alternativ kann man in den drei Ecken der Windmiihle
W,, noch Rauten mit n - n Kreisen ergénzen, so dass

5 man ein Dreieck der Seitenlénge 2 - n + n + n erhélt:
R TARAPR Dy, = W, + 3 -n? Daraus berechnet man:

00000000 =8-n*4+2-n—-3-n2=n-(5-n+2)
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Eine weitere Alternative ist, einen Windmiihlenfliigel in eine
Raute aus n - n Kreisen und ein Dreieck D,, zu zerlegen. Mit
der Raute ergénzt man den Rest der Windmiihle zu einem
Dreieck der Seitenldnge 3 - n. Also berechnet man:

Wy = D3y + Dy
3n-(3-n+1) n-(n+1)

2 * 2
_9-n2+3-n+n2+n
N 2
10-n?+4-
:%:n.(ng_g)

Mit der Formel W,, = n - (5 n + 2) kann man berechnen

Wi —Wo=Mn+1)-Gb-(n+1)+2)—n-(5-n+2)
=n+1)-G-n+7)—n-(5-n+2)
=50 4+7-n+5-n+7-5-n"-2-n=10-n47.

An der Formel fiir W,, sieht man zudem sofort, dass W,, durch n teilbar ist, es
bleibt bei Division durch n nédmlich % =5H-n+2.

Losung 2. (a) Mit 24 =2-2-2-3 und 36 =2-2-3- 3 erhélt man:
kgV(24,36) =2-2-2-3-3 = 72 und ggT(24,36) =2-2-3 = 12,

also kgV (24, 36) - ggT(24,36) =2-2-2-3-3-2-2-3 = 864.
Mit 500 = 22 - 5% und 121 = 112 erhélt man:

kgV(500,121) = 2% - 5% . 112 = 60500 und ggT(500,121) = 1,

also kgV (500, 121) - ggT(500,121) = 22.5%.112 -1 = 60500.
Mit 625 = 5% und 25 = 52 erhilt man:

kgV(625,25) = 5* = 625 und ggT(625,25) = 5% = 25,

also kgV (625, 25) - ggT(625,25) = 56 = 15625.
Mit 140 =22 -5-7 und 105 = 3 - 5 - 7 erhélt man:

kgV(140,105) = 22357 = 420 und ggT(140,105) = 5- 7 = 35,

also kgV(140, 105) - ggT(140, 105) = 22-3-5-7- 5.7 = 14700.
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(b)

Das kgV von zwei Zahlen stimmt genau dann mit deren Produkt {iberein,
wenn die Zahlen teilerfremd sind, also keine Primzahl in beiden Primfaktor-
zerlegungen vorkommt.

Begriindung: Jeder Faktor der beiden Zahlen muss im kgV vorkommen. Gibt
es keine gemeinsamen Faktoren, so ergibt sich genau das Produkt fiir das
kgV. Ist umgekehrt das kgV das Produkt, so kann kein Primfaktor in beiden
Zahlen vorkommen, da er sonst im kgV nur so héufig vorkommen wiirde, wie
er maximal in beiden Zahlen vorkommt; im Produkt wére es ja die Summe
der Haufigkeiten, die grofler ist als das Maximum.

Das ggT zweier Zahlen stimmt genau dann mit einer von diesen {iiberein,
wenn eine Zahl durch die andere teilbar ist.

Begriindung: Ist eine Zahl durch die andere teilbar, so sind natiirlich beide
Zahlen durch diese teilbar. Einen grofferen gemeinsamen Teiler kann es auch
nicht geben, da kein Teiler grofler sein kann als die Zahl selbst. Stimmt
umgekehrt der ggT mit einer der beiden Zahlen {iberein, so sind beide Zahlen
durch diesen teilbar, also auch die eine Zahl durch die andere.

Das Produkt von kgV und ggT zweier Zahlen ist einfach das Produkt die-
ser beider Zahlen, man muss weder kgV noch ggT dazu ausrechnen. Das
liegt daran, dass im ggT genau die Faktoren stecken, die in beiden Zahlen
vorkommen, wiahrend im kgV genau diese Faktoren nur einmal vorkommen
neben allen Faktoren, die die Zahlen nicht gemeinsam haben. Im Produkt
der beiden Zahlen kommen die gemeinsamen Faktoren doppelt vor neben al-
len Faktoren, die die Zahlen nicht gemeinsam haben, genau wie im Produkt
von gg'T' und kgV.

Die einstelligen Primzahlen sind 2, 3, 5 und 7. Da diese natiirlich (paarweise)
keine gemeinsamen Faktoren haben, ist das kgV genau das Produkt der
Zahlen:

kgV(2,3,5,7) =2-3-5-7 = 210.

Hinweis: Fiir alle Losungen wurde vorausgesetzt, dass die Primfaktorzerlegung
bei den natiirlichen Zahlen bis auf die Reihenfolge eindeutig ist. Aulerdem wurde
auch benutzt, dass die unzerlegbaren Zahlen, also die natiirlichen Zahlen grofier 1,
die nur 1 und sich selbst als Teiler haben, genau dieselben Zahlen sind, wie die mit
der Primeigenschaft, dass sie ein Produkt genau dann teilen, wenn sie einen der
Faktoren teilen. Diese beiden Behauptungen sind richtig, aber gar nicht so einfach
zu beweisen. Interessierte sollten das unbedingt einmal probieren.

Losung 3. (a) Im Folgenden sind die moglichen Gruppengrofien angegeben, wo-

bei * fiir ein Turnier ohne Gruppenphase steht.
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Mannschaften | Gruppengrofle | K.-o.-Runden | Spiele des Siegers | Spiele
6 6 0 5 15
6 3 1 3 7
7 7 0 6 21
8 8 0 7 28
8 4 1 4 13
8 * 3 3 7

Nur bei 8 Mannschaften ist ein Turnier ohne Gruppenphase méoglich.

Da sich nur die Hélfte der Mannschaften fiir die nachste Runde qualifiziert,
ist ein Spiel ohne Gruppenphase genau dann méglich, wenn man die Anzahl
der Mannschaften solange durch 2 teilen kann, bis 1 iibrig bleibt, also wenn
sie eine Zweierpotenz ist.

Fiir ungerade Anzahlen von Mannschaften muss auch die Anzahl der Grup-
pen ungerade sein. Dann koénnen nicht jeweils zwei Gruppensieger gegenein-
ander spielen, also kann es keine K.-o.-phase geben. Fiir gerade Zahlen sind
zumindest zwei Gruppen und ein Finalspiel zwischen beiden Gruppensiegern
moglich.

Im Folgenden werden Gruppengrofien von 1 oder 2 zugelassen, diese Turnier-
verlaufe entsprechen dann einem Turnier ohne Gruppenphase.

In jedem Turnier mit n Mannschaften ist die Gruppengréfie durch den groiten
ungeraden Teiler u von n teilbar, weil die Anzahl der Gruppen sonst ein Viel-
faches einer von 1 verschiedenen ungeraden Zahl wére und der Turniersieger
aus den Gruppensiegern nicht in einer K.-o.-Phase ermittelt werden konnte.
Da die Gruppengréfe ein Teiler von n ist, ist sie also entweder gerade oder
gleich u. Falls die Gruppengrofle eine gerade Zahl > 4 ist, erhélt man ein Tur-
nier mit weniger Spielen, indem man jede Gruppe in jeweils zwei Gruppen
aufteilt und in einer zuséitzlichen Runde der K.-o.-Phase jeweils die Grup-
pensieger der beiden Gruppen gegeneinander spielen lésst: In den grofieren
Gruppen musste jede Mannschaft gegen jede andere spielen, nun spielt keine
Mannschaft mehr gegen jede andere der grofleren Gruppe.

Daher muss die Gruppengréfle in einem Turnier mit moglichst wenigen Spie-
len gleich u sein.

Da die Anzahl der Mannschaften nach jeder K.-o.-Runde gedrittelt oder hal-
biert wird, ist genau dann ein Turnier ohne Gruppenphase moglich, wenn
die Anzahl der Mannschaften durch keine Primzahl aufler 2 und 3 teilbar ist.
(Sie ist also ein Produkt einer Zweier- und einer Dreierpotenz. Die Anzahl
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Losung 4. (a) Man muss insgesamt dreimal RO bzw. OR gehen

(b)

der Runden, bei denen jeweils 2 bzw. 3 Spieler aufeinander treffen, entspricht
der Zahl, wie haufig 2 bzw. 3 in der Primfaktorzerlegung auftritt. Die Rei-
henfolge der verschiedenen Typen von Runden kann frei gewihlt werden.)

Nur wenn die Anzahl der Mannschaften weder durch 2 noch durch 3 teilbar
ist, ist keine einzige K.-o.-Runde méglich.

Als Gruppengrofe wird der grofite Teiler der Anzahl von Teilnehmern gewéhlt,
der weder durch 2 noch durch 3 teilbar ist. (Um ihn zu ermitteln, kann man
zunéchst so oft wie moglich durch 2 teilen, bis man den grofiten ungeraden
Teiler erhélt. Wenn man anschlieend so oft wie moglich durch 3 teilt, erhélt
man am Ende die gesuchte Zahl). Die Anzahl der Gruppen ist dann durch
keine Primzahl aufler 2 und 3 teilbar, daher kann der Gruppensieger durch
eine K.-0.-Phase ermittelt werden. (Dass man dabei die kleinstmogliche An-
zahl von Spielen erhélt, kann dhnlich wie bei den Fufiballturnieren begriindet
werden.)

und einmal L, so dass 7 die Entfernung von A und
B ist. Fiir L hat man vier Moéglichkeiten: LORO-
ROR, ROLOROR, ROROLOR und ROROROL.

Es ergibt sich ein ausgefiillter Kreis mit Radius 3, da die Punkte ab der
Entfernung 4 nicht mehr dazu gehoren:
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Zum Kreis mit Radius 4 gehdéren 12 Punkte, zu dem mit Radius 7 gehoren 21
Punkte. Zu einem Kreis mit Radius n gehoren 3-n Punkte, es kommt ndmlich
immer abwechselnd bei 3 der 6 ,,Seiten“ des Kreises jeweils ein Punkt dazu.

(d) Man bestimmt nacheinander fiir die Kreise mit Radius 1, 2, ..., 7, wie viele
Pfade zu den Punkten fithren. An jedem Punkt addiert man die Anzahlen
aller Punkte des vorherigen Kreises, die einen Schritt von diesem Punkt
entfernt sind:

Hinweis: Man kann zwolf Anfinge von Pascal-Dreiecken erkennen, in jeder
Farbe sechs und jeweils von den Linien aus len begrenzt. Mit dieser Beobach-
tung, die man allerdings noch begriinden miisste, kann man relativ einfach
fiir jeden beliebigen Punkt die Anzahl der Pfade dorthin berechnen.



Hamburger Tag der Mathematik, 10. November 2012 — Lésungen 9, 10 19

Losungen 9, 10

Losung 1. (a) Im blauen Dreieck haben die Grundseite AC' und die Hohe BF
jeweils die Lange 1. Der Fldacheninhalt betriagt somit % 11 = %

(b) Es sei R der Schnittpunkt von HE und GB und S der Schnittpunkt von

HFE mit FC:
G F F
g

H D
Vv o
W '

A
B C

A’

Da GR und F'S Parallelen sind und F' der Mittelpunkt von GFE ist, ist das
Dreieck AF'SFE ahnlich zu AGRFE und hat i des Flacheninhalts. Das Dreieck
AH RG ist kongruent zu AF'SE, so dass es ebenfalls }l des Fliacheninhalts von
AGRE hat und damit % des Fldcheninhalts von AEGH. Mit der Grundseite
GFE mit Lange 1 und der Hohe GH mit Lénge % hat AEGH den Fléichenin-
halt % -1 % = 1—11. Das rote Dreieck AGRE hat % dieses Flacheninhalts, also
den Flicheninhalt £ - ; = 1.

Alternativ: Es sei A" auf der Verlangerung von H A jenseits von A im Abstand

i zu A. Weiterhin sei C” der Mittelpunkt von C'D, also im Abstand %1 zu C.

Da AH und CD Parallelen sind, geht A'C" durch den Mittelpunkt B von
AC. Der Punkt H liegt auf % der Strecke GA'. Da HE und A’C’ Parallelen
sind, ist also auch der Schnittpunkt R von HE mit GB auf % der Strecke
G'B nach Strahlensatz. Ebenfalls nach Strahlensatz hat dann auch die Hohe
iiber der Grundseite FG im roten Dreieck AREG die Lange %

Das rote Dreieck hat den Flacheninhalt % -1 % = %
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(c)

Das blaue Dreieck erhélt man durch Entfernen der Dreiecke AAFG und
AFEFC vom Quadrat. Entfernt man stattdessen die Dreiecke AAFG und
ACDA, so bleibt der Drachen ADEF', der flichengleich zum blauen Dreieck
AACF ist, da AEFC und AC DA kongruent sind (aus Symmetriegriinden).

Der Schnittpunkt V' von AD und HC hat den Abstand 411 zu AC, da AH
und C'D parallel sind und jeweils die Lange % haben. Also hat das Dreieck
AACYV den Fldcheninhalt % 1.1 =1

1738
Die Dreiecke ABW A und ABUC sind kongruent zu AH RG, haben also
auch des Fldacheninhalts des roten Dreiecks AG RE, also den Flacheninhalt

l . é . Zieht man diese vom Dreleck AACYV ab, so bleibt fiir den gelben
Drachen BUVW der Flachenlnhalt g — 2—10 — 210 = : 420 2 — 410

Alternativ: Der Schnittpunkt W von AD und GB liegt auf % der Strecke
AD, so wie R auf % von G B liegt. Analog liegt auch der Schnittpunkt U von
CH und EB auf % der Strecke C'H. Da V' der Mittelpunkt von AD ist, liegt
W also auf % von AV und analog U auf ‘—51 von C'V.

Das Dreieck AABW belegt also % der Flache von AABV, wihrend AW BV
davon % belegt. ABUV belegt analog % der Flache von ABCYV. Der gel-
be Drachen BUVW belegt also insgesamt auch % der Fléche des Dreiecks
AACYV , hat also den Flacheninhalt % A1

8 40"

Losung 2. (a) (b) (c)

(d)

Ein zusammenhéngender 7-FEcken-Graph hat mindestens sechs Kanten. Baut
man ihn dadurch auf, dass man beginnend mit einer Ecke jeweils eine Kante
zu einem bestehenden zusammenhéngenden Graphen hinzufiigt, so kann man
mit jeder Kante nur eine Ecke hinzubekommen.

Mit derselben Argumentation hat ein zusammenhéngender n-Ecken-Graph
mindestens n — 1 Kanten.
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(e)

Dieser T7-Ecken-Graph hat genau drei Kreise, den
LauBleren“, den ,oberen“ und den ,unteren“. Er be-
steht aus acht Kanten. Wenn man nacheinander je-
weils eine Ecke verbindet, ohne dass ein Kreis ent-
steht, benotigt man sechs Kanten, damit der Graph
zusammenhédngend wird. Eine weitere Kante erzeugt
den ersten Kreis, jedoch noch keinen zweiten: Da es zu-
vor keinen Kreis gab, muss jeder Kreis die neue Kante
enthalten. Lége die neue Kante in zwei Kreisen, gébe
es aber auch einen Kreis, der nur aus anderen Kan-
ten dieser beiden Kreise besteht. Erst die achte Kante
kann daher den zweiten und dritten Kreis erzeugen.

Mit derselben Argumentation erhélt man fiir einen n-Ecken-Graph mindes-
tens n + 1 Kanten, damit er zwei Kreise enthélt.

Losung 3. (a) Da es nur eine gerade Primzahl gibt und entweder alle Zahlen

des Primzahlfiinflings gerade oder alle ungerade sein miissten, miisste ein
Primzahlfiinfling aus 5 ungeraden Zahlen bestehen. Unter fiinf aufeinander-
folgenden ungeraden Zahlen kommt jeweils eine Zahl mit der Endziffer 1, 3,
5, 7 bzw. 9 vor. Da die Zahl mit der Endziffer 5 durch 5 teilbar ist, kann
sie nur eine Primzahl sein, falls sie gleich 5 ist. Ein Primzahlfiinfling miisste
also die Zahl 5 enthalten. Da 3 die einzige ungerade Primzahl unter 5 ist,
miissten zu einem Primzahlfiinfling dann in jedem Fall auch die Zahlen 7, 9
und 11 gehoren. Das ist nicht moglich, da 9 keine Primzahl ist.

Fiir jede ganze Zahl n ist eine der Zahlen n, n + 2 und n + 4 durch 3 teilbar:
Es ist klar, dass eine der Zahlen n, n 4+ 1 oder n + 2 durch 3 teilbar ist und
n+4 = (n+1)+3 ist genau dann durch 3 teilbar, wenn das fiir n+1 gilt. Ein
Primzahldrilling muss also die Zahl 3 enthalten. Da 3 die kleinste ungerade
Primzahl ist, gibt es nur den Primzahldrilling aus 3, 5 und 7.

Die ersten fiinf (2, 4)-Drillinge sind:

5, 7, 11; 11, 13, 17, 17, 19, 23; 41, 43, 47; 101,103, 107.
Die ersten fiinf (4, 2)-Drillinge sind:

7, 11, 13; 13, 17, 19; 37, 41, 43; 67, 71, 73; 97,101, 103.
(Es reichen jeweils schon vier Beispiele.)

Auch ein (4,4)-Drilling miisste die Zahl 3 enthalten, denn fiir eine ganze
Zahl n folgt ausn+4 = (n+1)+3 und n+ 8 = (n + 2) + 6, dass eine der
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Zahlen n, n+4 und n+8 durch 3 teilbar ist. Als kleinste ungerade Primzahl
miisste 3 die kleinste Zahl des (4, 4)-Drillings sein, aber die néchste Primzahl
nach 3 ist 5 und die Differenz von 5 und 3 ist 2. Also gibt es keine drei
aufeinanderfolgenden Primzahlen, so dass benachbarte jeweils den Abstand
4 haben. Bemerkung: Es gibt aber drei Primzahlen, so dass die grofite und
die kleinste jeweils den Abstand 4 zur mittleren haben: 3, 7 und 11. Aus
den obigen Uberlegungen folgt, dass es genau eine Menge aus drei solchen
Primzahlen gibt.

Losung 4. (a) Da ein Produkt genau dann 0 ist, wenn einer der Faktoren 0 ist,
gilt fo(x) = 0 genau dann, wenn —z = 0 oder x — a = 0 ist. Also hat f, die
Nullstellen 0 und a. Insbesondere hat f; die Nullstellen 0 und 1 und f; die
Nullstellen 0 und 2.

(b) f-5 hat die Nullstellen 0 und —5.

(c¢) Da
(fat f)(@)=—2-(r—a)—z- (v —b) = —22" + (a + b)x

und fiir jede reelle Zahl ¢ gilt
fel@)=—z-(z—c) = —2* — cz,

zeigt ein Koeffizientenvergleich, dass fiir die Funktionen f, + f, und f, fiir
kein ¢ gleich sind. f, + f, ist also keine Funktion von diesem Typ.

(d) Man faktorisiert

3

(fr + f2)(2) = =22% + (1 + 2)x = —2x(z — 5)7
also hat f; + fo die Nullstellen 0 und %
(e) Da
(fi + fu)(@) = —22° + (1 + a)x = —22(z — “;r 1)

gilt, hat (f1 + f,) die Nullstellen 0 und 251, Die Funktion (f, + f,) hat daher
genau dann eine Nullstelle bei x = 4, wenn

a+1
2

=4 bzw. dquivalent a+1 =28,

somit genau dann, wenn a = 7 gilt.
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(f) Man faktorisiert

(ot fu) () = —20% + 2+ a)r = —2u(e — 52

),

f2 + f. hat also die Nullstellen 0 und # Es gilt GTH =0 fiir a = -2.
Allgemein gilt
(g) Allg g

a+b

(fa+ fo)(x) = =222 + (a + b)z = —2x(z — ).
Statt f, + f» konnte man die Funktion —f“;f” betrachten, wobei —f“;fb (x) =

fa(x) | [o(z) ;
s~ + <5~ Dann gilt

fa;fb(x):_x<x_a+b

5) = fage(2),

also ist # eine Funktion vom Typ f,.

Bemerkung: Da f,+ f, und @ die gleichen Nullstellen haben, folgt daraus,
dass f, + f» die Nullstellen 0 und “T“) hat.

Kommutativitét ist natiirlich erfiillt, da

fa;fb _ Jal@) n fo(x) _ fol2) n fax) o+ fa

2 2 2 2 5 (@)

()

Assoziativitat dagegen ist nicht erfiillt, da

fa(w) fb(m) fc(x) 7. A. fa(x)+fb(l‘)+fc(l') _ fa + %(I)

Jatfo
JaTlJo _l_ c
2—f(x) = + + + 5 1 1 5

2
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Losungen 11, 12, 13

Losung 1. (a) Im Fall b = h = 3 stehen in der ersten Zeile des Rechtecks die
Zahlen zy, (x + 1)y und (x + 2)y, dabei ist das Feld mit (z + 1)y rot und die
anderen beiden Felder sind blau. Die zweite Zeile hat zwei Randfelder, die
beide rot gefdrbt sind und die Zahlen z(y + 1) und (z + 2)(y + 1) enthalten.
Die dritte Zeile besteht aus zwei blauen Feldern mit den Zahlen x(y +2) und
(x +2)(y + 2) und einem roten Feld (z + 1)(y + 2). Es gilt also

B=zy+(x+2y+z(y+2)+ (z+2)(y+2)
=Adry +4r + 4y + 4

und

R=@@+ly+azy+1)+(x+2)(y+1)+(x+1)(y+2)
= 4oy + 4 + 4y + 4.

Also ist B = R = 4(z + 1)(y + 1).

(b) Da die Késtchen am Rand des Rechtecks abwechselnd rot und blau geférbt
sind, gibt es gleich viele rote und blaue Késtchen. Es reicht also zu zeigen,
dass der Mittelwert der Zahlen in den roten Késtchen mit dem Mittelwert
der Zahlen in den blauen Késtchen {ibereinstimmt.

Der Mittelwert aller Zahlen in blauen bzw. roten Késtchen in der oberen
Zeile des Rechtecks ist gleich der Zahl im mittleren Feld der oberen Zeile:
Fiir jedes Késtchen der oberen Zeile links von dem mittleren Késtchen, gibt
es rechts vom mittleren Késtchen ein anderes Késtchen gleicher Farbe, das
genauso weit vom mittleren Késtchen entfernt liegt. Die Summe der Zahlen
in den beiden Késtchen ist dann doppelt so grofl wie die Zahl im mittleren
Kastchen der oberen Zeile. Die Summe aller Zahlen in den Késtchen einer
Farbe der oberen Reihe, wiirde sich also nicht verdndern, wenn man jede
Zahl durch die Zahl im mittleren Feld ersetzt.

Ebenso folgt, dass der Mittelwert aller Zahlen in den Késtchen von einer
Farbe in der unteren Zeile gleich der Zahl im mittleren Késtchen der unteren
Zeile ist. Da es jeweils gleich viele rote Felder in der oberen und unteren
Zeile gibt, sind die Zahlen in roten Késtchen der oberen und unteren Zeile
im Durchschnitt so grof3, wie der Mittelwert zwischen der Zahl im mittleren
Feld der unteren Zeile und der Zahl im mittleren Feld der oberen Zeile, also
so grof} wie Zahl in der Mitte des Rechtecks. Das gleiche gilt fiir die Zahlen
in den blauen Késtchen der oberen und der unteren Zeile.

Noch nicht beriicksichtigt sind die Zahlen in der rechten und linken Spalte
auBerhalb der Eckfelder. Fiir diese folgt analog wie zuvor, dass der Mittelwert
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aller Zahlen in roten bzw. blauen Késtchen der Zahl im mittleren Feld des
Rechtecks entspricht. Somit entspricht der Durchschnitt der Zahlen in allen
Késtchen einer Farbe jeweils der mittleren Zahl des Rechtecks.

(c) Nach den Uberlegungen zur Lésung des letzten Aufgabenteils entspricht der
Mittelwert aller Zahlen in blauen Késtchen der Zahl im mittleren Feld des
Rechtecks, das ist (x + k)(y + ¢). Um B zu bestimmen, muss (z + k)(y + {)
also nur mit der Anzahl der blauen Késtchen multipliziert werden. Der Rand
besteht aus 4(k 4 ¢) Késtchen, von denen die Hilfte blau ist. Also gilt

B=2k+0)(z+k)(y+0).

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Mit #hnlichen Uberlegungen wie zuvor
kann man zeigen, dass fiir ein schachbrettartig gefarbtes Rechteck mit ungeraden
Seitenldngen der Mittelwert aller Zahlen in den Feldern einer Farbe der Zahl im
mittleren Feld des Rechtecks entspricht. Allerdings gibt es nicht gleich viele Felder
von jeder Farbe: Wenn das Feld links oben wieder blau gefdarbt ist, gibt es ein
blaues Feld mehr als rote Felder. Somit ist B genau um die Zahl im mittleren Feld
(x +k)(y+ () groBer als R.

Losung 2. (a) Die beschriebene Eigenschaft wird zum Beispiel von einer Menge
aus drei Gewichten erfiillt, die jeweils das Gewicht 1 haben: Nimmt man eins
der Gewichte weg, dann bringt man die Waage ins Gleichgewicht, indem man
auf beide Waagschalen jeweils eins der iibrigen Gewichte legt.

Besteht die Menge hingegen aus den drei Gewichten 1, 2 und 3 und man
nimmt das Gewicht 1 weg, so konnen die beiden anderen Gewichte nur in
zwei Mengen mit den Gesamtgewichten 5 und 0 oder 2 und 3 aufgeteilt
werden. Die Menge erfiillt also nicht diese Eigenschaft.

(b) Eine solche Menge aus n Gewichten gibt es genau dann, wenn n ungerade
ist:
Falls n ungerade ist, hat jede Menge aus n gleich schweren Gewichten diese
Eigenschaft. Wenn ein Gewicht weggenommen wurde, ist eine gerade Anzahl
von gleich schweren Gewichten iibrig, so dass man jeweils die Hélfte der
Gewichte auf jede Waagschale legen kann.

Angenommen, es gibe fiir eine gerade Zahl n eine solche Menge von n Ge-
wichten mit dem Gesamtgewicht G. Wenn ein Gewicht a von dieser Menge
entfernt wird, wiegen alle iibrigen Gewichte zusammen G — a. Da man die
restlichen Gewichte auf zwei gleich schwere Mengen aufteilen kann, muss
G — a eine gerade Zahl sein. Falls G ungerade ist, muss also auch a ungera-
de sein. Ebenso muss dann jedes andere Gewicht der Menge ungerade sein.
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Dann ist G aber die Summe von einer geraden Anzahl von ungeraden Zah-
len, also eine gerade Zahl. Somit kann G nicht ungerade sein. Falls G eine
gerade Zahl ist, folgt entsprechend, dass jedes Gewicht gerade sein muss.
In diesem Fall erhélt man eine neue Menge von n positiven ganzzahligen
Gewichten mit der beschriebenen Eigenschaft und dem Gesamtgewicht %,
indem man jedes Gewicht durch ein halb so schweres Gewicht ersetzt. Falls
G

5 eine gerade Zahl ist, kann man dieses Vorgehen wiederholen und erhélt

eine Menge mit Gesamtgewicht %, ist % gerade, erhilt man nach erneutem
Ersetzen das Gesamtgewicht % und so weiter. Man kann also so oft auf diese
Weise die Gewichte ersetzen, bis man eine Menge aus n Gewichten mit un-
geradem Gesamtgewicht und der beschriebenen Eigenschaft erhéalt. Da wir
bereits gezeigt haben, dass es keine solche Menge geben kann, gibt es auch
keine Menge von n Gewichten mit dieser Eigenschaft, deren Gesamtgewicht

gerade ist.

(c) Furn = 3 gibt es keine solchen Beispiele, denn sonst konnte man ein Gewicht
wegnehmen, so dass zwei verschiedene Gewichte iibrig bleiben, mit diesen
kann man aber kein Gleichgewicht herstellen.

Fiir jede ungerade Zahl n > 5 erfiillt zum Beispiel eine Menge aus (n — 1)-
mal dem Gewicht 1 und einmal dem Gewicht n—2 die Eigenschaft: Wird eins
der Gewichte 1 entfernt, dann legt man das Gewicht n — 2 auf eine Seite und
die iibrigen n — 2 Gewichte 1 auf die andere Seite. Wird das Gewicht n — 2
weggenommen, stellt man auf jede Seite gleich viele der iibrigen Gewichte.

(d) Auch in diesem Fall gibt es fiir jede ungerade Zahl n > 5 eine solche Menge.
Zum Beispiel hat die Menge aus einmal dem Gewicht 5, zweimal dem Ge-
wicht 3 und (n—3)-mal dem Gewicht 1 diese Eigenschaft: Wird das Gewicht 5
weggenommen, so legt man auf jede Seite ein Gewicht 3 und die Hélfte der
Gewichte 1. Falls ein Gewicht 3 entfernt wurde, legt man zunéchst das Ge-
wicht 5 auf eine Seite und auf die andere Seite die Gewichte 3, 1 und 1 und
legt anschliefend jeweils die Hélfte der tibrigen Gewichte 1 dazu. Wenn ein
Gewicht 1 weggelassen wird, legt man zun&chst auf eine Seite die beiden
Gewichte 3 und auf die andere Seite das Gewicht 5 und ein Gewicht 1 und
fiigt jeweils wieder die Hélfte der iibrigen Gewichte 1 hinzu.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Es gilt sogar, dass jede beliebige Menge
aus positiven ungeraden Gewichten zu einer Menge mit der beschriebenen Eigen-
schaft erginzt werden kann: Wenn das Gesamtgewicht dieser Gewichte G betragt,
reicht es (G + 1)-mal das Gewicht 1 hinzuzufiigen. Wird ein Gewicht entfernt, so
teilt man zunéchst alle Gewichte, die schwerer als 1 sind, beliebig auf. Die Ge-
samtgewichte dieser beiden Mengen unterscheiden sich héchstens um G. Da noch
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mindestens G Gewichte 1 iibrig sind, kann man zunéchst zur leichteren Menge
so viele der Gewichte 1 dazulegen, bis beide Mengen gleich schwer sind. Da al-
le Gewichte zusammen 2G + 1 wiegen und ein ungerades Gewicht weggenommen
wurde, muss noch eine gerade Anzahl von Gewichten 1 iibrig sein. Also kann man
zu beiden Mengen gleich viele dazulegen.

Losung 3. (a) Da die Diagonale im Quadrat die Linge v/2 hat, hat das erste
Netz die Linge 3, das zweite die Linge 2++/2, das dritte die Linge 3 und das
vierte die Lénge 2v/2. Bleibt das fiinfte: Die vier nicht mit a beschrifteten
Langen kann man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnen. Sie sind die
Hypotenusen rechtwinkliger Dreiecke mit Kathetenldngen % und 1;—‘1, haben
also die Lange

2 2 - 9

(BRI

Das fiinfte Stralennetz besteht aus vier solchen Strecken und einer der Lénge a,
hat also die Gesamtlange

V2= 24+ a2
4++a+a:2\/2—2a+a2+a.

(b) Um zu bestimmen, wann die Lénge des fiinften Netzes minimal ist, kann
man sie als Funktion von a ableiten:

=+
V2 —2a+ a? V2 —2a+a?

Die Ableitung hat eine Nullstelle, wenn 2a — 2 + v/2 — 2a + a? = 0 gilt und
auBerdem 2 — 2a + a? > 0. Dies ist der Fall, wenn unter der Bedingung
2a —2 <0 gilt

/ 949 % — 242 — 24t &2
<%m—2a+ﬁ+ﬂ) +2a =0t a+a

(2a — 2)? =2 — 2a + a?, also 3a® — 6a +2 = 0.

Dies ist dquivalent zu a® —2a +1 = 1 — 2, also (a — 1)* =

Losungen sind also a = 1 £ \/Lg Da a < 1 gelten muss, bleibt nu

:. Mogliche
r

1
a=1—-—,
V3
was auch die erste Bedingung erfiillt.

Um zu iiberpriifen, dass a = 1 — % wirklich ein Minimum ist, muss man den
Wert des Ausdrucks mit dem der Randfélle a = 0 und a = 1 vergleichen, die
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zugleich die dritte und vierte Konfiguration mit Lingen 3 bzw. 2v/2 sind,
wobei der zweite Wert kleiner ist. Es ist also die Frage, ob fiir die Léangen Ly
und L5 der Konfigurationen 4 bzw. 5 gilt

1 1\? 1
Li=2¢/2—-2(1—- —)+(1-—) +1—— <L,=2V2
a2 (1- )+ (1= ) - e
Man berechnet
1 1\? 1
Ls=2/2—-2(1—-—=)+(1-—=—=) +1-—

2 2 1 1
=2,/2-2+—=+1-—F=+-+1-—
\/ V3 V3 3 V3

4 1
:2\ﬁ+1——:\/§+1.
3 V3

Man vergleicht durch zweimaliges Quadrieren:

Ly<L,oV3+1<2V2e3+42V34+41<4-22/3<4<4-3<16

Die kiirzeste Konfiguration ist also wirklich die fiinfte mit a = 1 — \/Lg, welche

die Lange v/3 + 1 hat.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Wir werden zeigen, dass die Konfiguration
mit dem kiirzesten Straflennetz vom Typ 5 bzw. Typ 5 um 90 Grad gedreht ist.

In dem Beweis benutzen wir die folgende Beobachtung: Unter allen Dreiecken
mit fester Grundseite und Hohe hat das gleichschenklige den kiirzesten Umfang
und somit die kleinste Summe der Schenkelléngen.

Diese Beobachtung kann man wie folgt beweisen. Sei z = = + y die Lénge der
Grundseite und h die Hohe des Dreiecks, wobei die Hohensenkrechte die Grundseite
in Strecken der Lénge x und y teilt. Fiir die Summe S der Schenkelldngen ergibt
sich

S = Va2 +h2+\y2 + h?

und wir erhalten

S? = 22 4 h? £ 2¢/a2y? + (22 + y2)h2 4+ bt + % + b2,

Da immer (z — y)? > 0 gilt und somit z? + y* > 2xy folgt, kénnen wir diese
Ungleichung im mittleren Term in der Wurzel substituieren und es gilt

S2 > 2% 4+ W24 2\/22y2 + 2axyh? + WA + 2 + W2 = 22+ A2 + 2(ay + B + 7 + B2,
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Dies konnen wir weiter umstellen, bis wir
S? > 2?4 22y + v + 4k = (v +y)? +4h* = 22 +4h7

erhalten. D.h. die Summe der Schenkelldingen ist immer mindestens v/z2 + 4h2.
Setzen wir auf der anderen Seite x = y = z/2, wie im gleichschenkligen Fall, dann
gilt

S2 = (2/22/4 + h?)* = 2% 4+ 4h?,

d.h. in diesem Fall wird die untere Schranke angenommen und somit minimiert
das gleichschenklige Dreieck die Summe der Schenkellingen und die Beobachtung
ist bewiesen.

Sei nun ein kiirzestes Straflennetz gegeben. Streng genommen miisste man erst
einmal zeigen, dass ein solches Netzwerk iiberhaupt existiert. Dafiir miissten wir
aber genauer spezifizieren, wie wir ein Stralennetzwerk mathematisch modellieren.
Tatséchlich gibt es aber ein solches Netzwerk minimaler Lénge, falls die Straflen
hinreichend , stetig” sind. Fiir so ein Straflennetzwerk minimaler Lénge kénnen
wir annehmen, dass alle Straflen innerhalb bzw. auf dem Rand des Quadrats ver-
laufen, da wir sonst {iber den Rand Abkiirzungen finden wiirden. Nun betrachten
wir die beiden Wege in dem Straflennetz, welche diagonal gegeniiberliegende Orte
miteinander verbinden (A mit C' und B mit D in der Graphik weiter unten). Es
scheint offensichtlich, dass sich diese Wege irgendwann einmal kreuzen miissen und
dies wollen wir hier einfach annehmen. (Tatséchlich ist ein mathematischer Beweis
dieser Tatsache gar nicht so einfach und beruht auf dem Jordan’schen Kurvensatz.)

Man sieht leicht ein, dass diese beiden Diagonalwege sich nur einmal kreuzen.
D.h. die Wege treffen sich, verlaufen dann eventuell ein Stiick gemeinsam, und
trennen sich dann wieder. Sollten sie sich ndmlich mehr als einmal kreuzen, dann
konnte man iiber die direkte Verbindung des ersten und letzten Kreuzungspunktes
ein kiirzeres Straflennetzwerk bekommen. Da die kiirzeste Verbindung zwischen
zwei Punkten die gerade Linie ist, kénnen wir weiter annehmen, dass alle Zwi-
schenstiicke gerade Strecken sind. Auf diese Weise erhalten wir eine der folgenden
Strukturen fiir das Stralennetzwerk:

D C D C

A X B A ¥ B

Sollte das Straflennetzwerk die Form wie im linken Bild haben, dann werden wir
weiter zeigen, dass es die Struktur von Typ 5 haben muss. Im anderen Fall wiirde
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mit der gleichen Argumentation ein Straflennetzwerk von Typ 5 um 90 Grad ge-
dreht herauskommen.

Als néchstes benutzen wir die oben gemachte Beobachtung. Mit Hilfe dieser
konnen wir zeigen, dass die beiden Punkte X und Y {ibereinander auf der Mitte-
lachsen liegen miissen. Sollte dies nicht der Fall sein, dann verkiirzen sich durch
das Verschieben dorthin die Summe der Schenkellingen AX und BX und der von
CY und DY. Da X und Y dabei nicht in de Hohe verschoben werden, ist die
Distanz XY am kiirzesten, wenn X und Y genau iibereinander liegen.

Damit haben wir ein Straflennetzwerk der Form

D C

Y

A X B

erzwungen und es bleibt nur noch zu zeigen, dass es auch horizontal symmetrisch
sein muss. (Wenn Y unter X wire, konnte das Netz durch Vertauschen von X
und Y verkiirzt werden.) Dafiir verwenden wir ein weiteres Mal die Beobachtung
von oben. Die Trapeze mit den Eckpunkten BC'Y X und AXY D sind gleich und
die Gesamtlinge des Straflennetzwerkes entspricht zweimal dem Trapezumfang
minus die Lange von XY minus zwei (die Strecke XY kommt nur einmal vor
und die Seiten AD und BC' gar nicht). D.h. wenn wir den Umfang des Trapezes
bei fester Liange XY durch verschieben von X und Y verkiirzen konnen, dann
bekidmen wir ein kiirzeres StraBennetzwerk. Nun folgt aus der Beobachtung, dass
die Summe der Langen X B und Y C' minimal ist, wenn die Winkel ZX BC und
/BCY gleich grof sind. Man stelle sich kurz das Dreieck mit Hohe % vor, welches
man erhélt, wenn man einen horizontalen Streifen der Breite XY herausschneidet,
so dass dann X und Y auf einen Punkt Z gegeniiber der verkiirzten Grundseite
,BC*“ zusammenfallen. Fiir diese Dreieck besagt die Beobachtung, dass die Summe
der Langen BZ und C'Z minimal ist, wenn das Dreieck ZBC' gleichschenklig ist.
Dies entspricht dann aber einem symmetrischen Trapez BCY X. Somit folgt, dass
es ein horizontal symmetrisches Netzwerk vom Typ 5 gibt, welches die kiirzeste
Gesamtldnge hat.

Bemerkung: Die Winkel an den Punkten X und Y betragen im kiirzesten Stre-
ckennetz alle 120°. Das héngt mit einem bekannten Satz {iber minimale Netze in
Dreiecken zusammen: Sind alle Innenwinkel des Dreiecks kleiner als 120°, so gibt
es genau ein minimales Netz zwischen den Eckpunkten, das aus den Verbindungs-
strecken der Ecken mit dem sogenannten Fermat-Torricelli- Punkt besteht, und die
Winkel dazwischen sind alle 120° grof. Mit diesem Satz kann man ohne Rechnung
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allein aus der ersten Uberlegung zur Grundstruktur des Streckennetzes die beiden
kiirzesten bestimmen.

Losung 4. (a) Eine Moglichkeit ist:

-== - 0110
~— - L1010 11010
0 0 1 0 0 1 0 0 ]
0110 ol 1l ol
1|00 ) - ”
(b) Eine Moglichkeit ist:
- : / 1|1 -1
== - 0] 0|1 ol ol 1
010 |1 20122011 0 ol o |1
-20112012| 0 oo11l2012! o |
20122011 o | - .

(c) Jede der drei Wiirfelebenen besteht aus 10 kantenparallelen Reihen, daher
betrégt die Summe aller Zahlen in einer Wiirfelebene jeweils 10. Die Summe
dieser drei Summen ist 30, darin kommen die Zahlen einiger Wiirfel mehrfach
vor: Der Eckwiirfel mit der 2012 liegt in allen drei Wiirfelebenen. Die anderen
Wiirfel der drei Reihen, die diesen Eckwiirfel enthalten, liegen jeweils in
zwei der drei Wiirfelebenen. Da die Summe in jeder Reihe 1 betrigt, ist die
Summe dieser Wiirfel gleich 3-(—2011) = —6033. Alle anderen Wiirfel liegen
in hochstens einer Wiirfelebene. Da 30 — 2 - 2012 — (—6033) = 2039 gilt, ist
die Summe aller Zahlen in den drei Wiirfelebenen 2039.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Fiir die hier angegebene Losung ergibt sich
das folgende Quadrat:
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2 3 1
3 1 2
1 2 3

Jede der Zahlen 1 bis 3 tritt in jeder Zeile und jeder Spalte genau einmal auf.
Entsprechend muss fiir jedes Quadrat fiir einen solchen n x n x n-Wiirfel gelten,
dass jede der Zahlen 1 bis n in jeder Zeile und jeder Spalte genau einmal auftritt
(solche Quadrate werden auch lateinische Quadrate genannt): Das bedeutet nichts
Anderes, als dass in jeder der Hohen 1 bis n in jeder Zeile und jeder Spalte genau
einmal eine 1 steht. Umgekehrt beschreibt jedes lateinische Quadrat einen nxn xn-
Wiirfel mit Reihensumme 1 und nur den Eintrdgen 1 und 0: Tragt man fiir jedes
Kastchen eine 1 in der angegebenen Hohe {iber dem Késtchen ein, so enthélt jede
vertikale Reihe genau eine 1 (ndmlich nur in der angegebenen Hohe) und das
gleiche gilt fiir alle horizontalen Zeilen und Spalten.



