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Oberstufe (11, 12, 13)

Aufgabe 1 (4+4+44+8 Punkte). Ein Rechteck der Breite m und der Hohe n be-
stehe aus m -n quadratischen Késtchen der Seitenlédnge 1. Die Seiten der Késtchen
sollen mit den Farben Rot, Griin, Blau und Schwarz so eingeféirbt sein, dass

e jedes Késtchen vier verschiedenfarbige Seiten hat und
e aneinanderliegende Seiten jeweils dieselbe Farbe haben.

Es wird nun untersucht, wann es moglich ist, dass die vier dufleren Kanten des
m x n-Rechtecks jeweils eine durchgingige Farbe haben und keine zwei der dufleren
Kanten gleichfarbig sind.

a) Zeige, dass es fiir m = 2 und n = 2 moglich ist.

(a)

(b) Zeige, dass es fiir m = 3 und n = 3 moglich ist.

(c) Zeige, dass es fiir m = 3 und n = 2 nicht moglich ist.
)

(d) Zeige, dass es fiir ein Paar (m,n) genau dann moglich ist, wenn m+n gerade
ist.
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Aufgabe 2 (20 Punkte). Bestimme alle Losungen von
(22 =3z +3)* - 3(2? —32+3)+3 =u.

(Hinweis: Es muss natiirlich auch gezeigt werden, dass es keine weiteren Losungen
gibt.)
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Aufgabe 3 (7+7+6 Punkte). Rechtecke sollen so ohne Uberlappung in ein Qua-
drat gelegt werden, dass die Rechteckseiten parallel zu den Quadratseiten sind.

(a) Gib jeweils die kleinste Seitenlidnge fiir ein Quadrat an,

e in das man vier 2 x 9-Rechtecke bzw.

e in das man vier 3 x 5-Rechtecke
hineinlegen kann. (Begriinde.)

(b) Ermittle in Abhéngigkeit von a und b die kleinste Seitenlénge fiir ein Qua-
drat, in dass man vier a x b-Rechtecke hineinlegen kann.

(c) Beweise mit den bisherigen Ergebnissen die folgende Ungleichung, welche die
einfachste Variante der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometri-

schem Mittel ist: ;
> Vab
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Aufgabe 4 (5+5+5+5 Punkte). In Sigmars Hotel gibt es fiinf Zimmer, die alle
belegt sind: Herr Eins wohnt in Zimmer 1, Herr Zwei in Zimmer 2, ..., Herr Fiinf
in Zimmer 5. Sigmar kann leider nicht richtig mit dem Computer umgehen und
erzeugt eine fehlerhafte Gésteliste: Darin sind zwar alle fiinf Herren fiir verschiede-
ne Zimmer eingetragen, aber nicht unbedingt richtig zugeordnet. Anstatt die Liste
erneut zu bearbeiten, zieht Sigmar es vor, lieber die Géste so umziehen zu lassen,
dass die Liste stimmt. Wihrend des Abendessens am Anreisetag heftet Sigmar an
die entsprechenden Zimmertiiren ein Schild, auf dem er den jeweiligen Bewohner
bittet, nach dem Abendessen in das angegebene Zimmer umzuziehen. Hierbei kann
es auch vorkommen, dass an einigen Zimmertiiren gar kein Zettel heftet und der
entsprechende Gast in dem Zimmer bleibt.

Leider vergisst er, die Schilder abzunehmen. Die Géste befolgen daher nach
jedem Abendessen die Anweisung an der Tir des Zimmers, das sie an dem Tag
bewohnt haben.

(a) Angenommen, in der zweiten Nacht ist die Verteilung der Géste wie folgt:
Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Finf
Zimmernummer ‘ 2 ‘ 1 ‘ 4 ‘ 3 ‘ 5

Gib die Gésteliste von Sigmar an, falls an der Tiir von Zimmer 1 steht: ,,Bitte
ziehen Sie nach dem Abendessen in Zimmer 4 um.*

(b) Schlafen unter derselben Annahme wie im vorherigen Aufgabenteil alle Géste
irgendwann gleichzeitig in ihren urspriinglichen Zimmern (also Herr Eins in
Zimmer 1 usw.)? Wenn ja, in welcher Nacht passiert das zum ersten Mal?

(c) Angenommen, in der zweiten Nacht ist die Verteilung der Géste wie folgt:
Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Fiinf
Zimmernummer ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ ) ‘ 1

Gib an, wie Sigmars Gésteliste in diesem Fall aussehen konnte.

(d) Kann man fiir jede mogliche Liste von Sigmar und ohne Kenntnis der Bele-
gungen in vorherigen Néchten eine Aussage iiber die Belegung in der 121ten
Nacht machen?

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Das Hotel habe jetzt n Zimmer.

e Gibt es eine Nacht, von der wir unabhéngig von Sigmars Liste wissen, dass
danach jeder Gast schon mindestens einmal in seinem urspriinglichen Zimmer
geschlafen hat? Welches ist die kleinste Zahl k, so dass dies nach der k-ten
Nacht der Fall ist?

e Gibt es eine Nacht, von der wir unabhéngig von Sigmars Liste wissen, dass
alle Géaste gleichzeitig in ihren urspriinglichen Zimmern schlafen? Welches
ist die kleinste Zahl k, so dass dies in der k-ten Nacht eintritt?
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Losungen 11, 12, 13

Losung 1. Bei allen Losungen gehen wir davon aus, dass die Randfarbung des
Rechtecks jeweils wie folgt vorgegeben ist:

der obere Rand soll also griin, der untere blau, der rechte schwarz und der linke
rot sein.

(a) Fiir ein 2 x 2-Rechteck gibt es dann genau eine Losung. Da die beiden Qua-
drate in der ersten Zeile bereits eine griine Seite vorgegeben haben und die
beiden Quadrate in der zweiten Zeile noch einen griinen Rand benétigen,
muss die gemeinsame Seite zwischen den beiden unteren Quadraten griin
sein. Genauso argumentiert man ausgehend von der blauen, schwarzen und
roten Seite und erhilt die folgende eindeutige Losung.

(b) Fiir das 3 x 3-Rechteck gibt es mehrere Moglichkeiten. In der einfachsten
Variante ,,iibernehmen® wir die Randfarbung indem die vertikalen Rénder
abwechselnd durchgéngig schwarz und rot gefdrbt werden und die horizon-
talen abwechselnd blau und griin einférben:

Bemerkung: Allerdings gibt es ist hier noch sechs weitere Losungen:

|| HE
|| ]
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(c) Nach der oben genannten Vereinbarung ist die folgende Randfiarbung vorge-

geben:

Alle drei Quadrate in der unteren Reihe benétigen noch einen griinen Rand.
Da aber die drei oberen Quadrate bereits einen griinen Rand haben, konnen
nur noch die vertikalen Seiten der unteren Quadrate griin gefarbt werden.
Wenn einer dieser Rénder griin ist, dann erhalten nur zwei der drei unteren
Quadrate einen griinen Rand und wenn beide griin gefirbt werden, dann hat
das mittlere Quadrat zwei griine Réander, was auch verboten ist. Es ist also
unmoglich die freien Rénder der unteren Quadrate so einzufiarben, dass jedes

Quadrat genau eine griine Seite bekommt.

(d) Wir zeigen zuerst, dass es immer eine Losung gibt, falls m + n gerade ist.
Hierbei unterscheiden wir zwei Falle. Entweder ist sowohl m als auch n un-

gerade oder beide Zahlen sind gerade.

Falls m und n ungerade sind, dann kénnen wir die erste Losung des 3 x 3-
Falles aus Aufgabenteil b verallgemeinern. D. h. wir farben abwechselnd die
vertikalen Rénder schwarz und rot und die horizontalen Rénder blau und
griin. Da sowohl m als auch n ungerade sind, geht diese Einfarbung genau auf,
und da jedes Quadrat zwei hintereinander liegende vertikale und horizontale

Seiten hat, erhélt es so alle vier Farben.

Den Fall, wenn m und n gerade sind, fiihren wir auf den ungeraden Fall
zuriick. Da m und n > 2, gibt es ungerade natiirliche Zahlen my, my und n,

ngmlt
ni+n,=n und my;+my=m.

Die genaue Wahl von my, ms, n; und ns ist hier irrelevant, z. B. konnten wir

mi; =n1 =1 und my =m — 1 und ny = n — 1 wiahlen.
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Als néchstes zerlegen wir das vorgegebene n x m-Rechteck in vier Rechtecke
Ry, Ry, R3 und R4 mit den Seitenldngen nq; X my, ny X msg, ny X my und

ng X me auf und farben die Rénder wie folgt ein.

mi mo
ny R1 R2
L) Rg R4
Jedes der vier entstandenen Rechtecke Ry, ..., R4 hat ungerade Seitenldngen

und jede Seite ist mit einer anderen Farbe markiert. Wir kénnen nun den
bereits gelosten Fall (m und n ungerade) fiir jedes dieser vier Rechtecke

anwenden und erhalten somit eine Losung fiir m und n gerade.

Zum Schluss zeigen wir noch, dass es keine Losung gibt, wenn m + n unge-
rade ist. In diesem Fall ist eine Seitenldnge gerade und die andere ungerade.
Wir argumentieren hier fiir den Fall, dass die Hohe n ungerade ist. Fiir den

anderen Fall vertauscht man einfach m und n im folgenden Beweis.

Wir benutzen ein einfaches Parititsargument: Insgesamt soll das Rechteck
mit M = m -n Quadraten ausgefiillt werden. Da m gerade ist, ist auch M
gerade. Durch die vorgegebene Féarbung des Randes haben bereits n Qua-
drate einen roten Rand. Die restlichen M — n Quadrate brauchen noch eine
rote Seite und da M gerade ist und n ungerade ist, ist M —n ebenfalls unge-
rade. D. h. eine ungerade Anzahl von Quadraten benttigen noch einen roten
Rand. Da sich aber immer zwei dieser M — n Quadrate einen roten Rand

teilen, kann es keine solche Zuordnung geben.

Lésung 2. Es sind die Nullstellen von (2? — 3z +3)? — 3(2? — 3z +3) + 3 — x zu

bestimmen.
Jede Nullstelle x definiert ein y, so dass

=3z +3=y und 3’ —3y+3=u.

Auch die Umkehrung gilt: Zu jedem Losungspaar (z,y) obiger beider Gleichungen
ist = eine Nullstelle von (2? — 3z + 3)* — 3(z* — 3z + 3) + 3 — . Im Folgenden
zeigen wir, dass x = y, dann sind lediglich die Losungen von 22 — 4x + 3 = 0 zu
bestimmen; diese sind x = 1 und x = 3. Um x = y zu zeigen, multiplizieren wir

die obigen beiden Gleichungen:

r(z? -3z +3) = y(y* — 3y +3)
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Um z = y einzusehen, geniigt es zu zeigen, dass g(x) = z(2? — 3z + 3) = 23 —
3z% + 3z streng monoton wachsend ist. Da ¢'(z) = 32° — 6z +3 = 3(x — 1)?, ist g
auf den offenen Intervallen (—oo, 1) und (1, 00) streng monoton wachsend und es
gilt fiir x € (—o0,1) und y € (1,00), dass x < g(1) < y, womit ¢ streng monoton
wachsend ist.

Alternativer Beweis (Skizze): Multipliziert man (2% — 3z + 3)? — 3(2? — 3z +
3) 4+ 3 —z aus, so erhiilt man folgendes Polynom vierten Grades: f(z) = x* — 623+
1222 — 10z + 3. Also kann die Gleichung maximal vier Losungen haben. Durch
Raten erhilt man die Losungen x = 1 und & = 3. Man fiihrt eine Polynomdivision
mit x — 1 und = — 3 durch und erhiilt f(z) = (z —1)(x — 3)(z* — 2z — 1). Mit Hilfe
der 2. Binomischen Formel folgt f(z) = (z — 1)3(z — 3). Also hat die Gleichung
f(z) = 0 nur die Losungen z = 1 und =z = 3. Bemerkung: f hat an der Stelle
3 eine einfache und an der Stelle 1 eine dreifache Nullstelle, die somit auch eine
Wendestelle (ein Sattelpunkt) ist.

Losung 3. (a) Vier 2 x 9-Rechtecke kann man wie in der folgenden Abbildung
gezeigt in ein 9 x 9-Quadrat legen, vier 3 x 5-Rechtecke in ein 8 x 8-Quadrat:

Begriindung, dass keine kleineren Quadrate moglich sind: Eine kleinere Qua-
drat-Seitenlénge als die grofiere Rechteck-Seitenlédnge ist nie moglich, weshalb
auch die erste Quadrat-Seitenléinge 9 optimal ist.

Wenn eine kleinere Quadrat-Seitenlédnge als die Summe der Rechteck-Sei-
tenldngen benutzt werden soll, darf keiner kiirzeren Rechteckseite ein weiteres
Rechteck anliegen. Die Rechtecke miissen also alle entlang ihrer lingeren Sei-
ten aneinander liegen. Da aber 4 -3 > 5 4 3, wiirde man mit der Anordnung
mit zweiten Fall ein grofleres Quadrat benétigen, die Quadrat-Seitenldnge
34 5 = 8 ist also optimal.

(b) In der Begriindung im vorherigen Teil lassen sich die Zahlen sofort durch
allgemeine Rechteck-Seitenldngen a > b ersetzen: Ist a +b > 4 - b, so ist das
Maximum von a und 4 - b die optimale Quadrat-Seitenlénge. Ist a+b < 4-b,
so fithrt die zweite Anordnung auf die optimale Quadrat-Seitenldnge a + b.
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(c) Betrachtet man die Facheninhalte in der zweiten Anordnung, so kann man
ablesen, dass grundsitzlich (a + b)*> > 4 - ab gilt. Durch Wurzelziehen und

Division durch 2 erhélt man wie gewiinscht

“;bz\/@

Losung 4. (a) Sigmars Liste ist wie folgt:

Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Finf
Zimmernummer ‘ 4 ‘ 3 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 5

Das ergibt sich aus der folgenden Uberlegung: Da Herr Eins zuniichst in
Zimmer 4 umgezogen ist und nun in Zimmer 2 wohnt, steht an der Tiir
von Zimmer 4 die Aufforderung, in Zimmer 2 umzuziehen. Da Herr Vier in-
zwischen in Zimmer 3 wohnt, wird an Zimmer 2 dazu aufgefordert, in das

Zimmer 3 zu ziehen. Herr Zwei wohnt inzwischen in Zimmer 1, dorthin sollte

also Herr Drei ziehen. Damit sind die ersten vier Eintrage von Sigmars Géste-
liste ermittelt, daraus ergibt sich der fiinfte Eintrag: Herr Fiinf ist korrekt

bei Zimmer 5 eingetragen.

(b) In der vierten Nacht befinden sich zum erstem Mal alle Géste wieder in ihren

urspriinglichen Zimmern. Diese Aussage erhélt man entweder durch Auspro-
bieren oder durch die folgende Beobachtung: Die Géste aus den Zimmern 1
bis 4 tauschen ihre Zimmer ,,im Kreis“: Der Bewohner von Zimmer 1 zieht

in Zimmer 4, der Bewohner von Zimmer 4 zieht in Zimmer 2, der Bewohner

von Zimmer 2 zieht in Zimmer 3 und der Bewohner von Zimmer 3 zieht wie-

derum in Zimmer 1. Jeder dieser vier Géste wohnt also nach vier Umziigen

zum ersten mal wieder in seinem urspriinglichen Zimmer. Herr Fiinf bleibt

immer im selben Zimmer, daher wohnen in der vierten Nacht dann alle Géste

wieder im selben Zimmer wie direkt nach der Anreise.

(c) Die Liste konnte wie folgt aussehen:

Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Finf
Zimmernummer ‘ 4 ‘ 5 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3

Stellt man sich die Zimmer 1, 2, 3, 4 und 5 in dieser Reihenfolge im Kreis
angeordnet vor, so dass nach Zimmer 5 wieder Zimmer 1 folgt, so zieht jeder
Gast nach jedem Abendessen dann immer drei Zimmer weiter. Nach dem
zweiten Umzug ist jeder Gast dann sechs Zimmer weiter gezogen. Da es nur
fiinf Zimmer gibt, landet er dabei im selben Zimmer, als wenn er nur ein

Zimmer weiter gezogen wiére.
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Bemerkung: Dies ist sogar die einzige Moglichkeit fiir die Liste: Aus der
Verteilung fiir den zweiten Tag ergibt sich, dass jeder Gast im Laufe der Zeit
in alle Zimmer umzieht. Denn das gilt sogar, wenn man nur jede zweite Nacht
betrachtet. Wenn ein Gast in ein Zimmer zieht, das er vorher bereits schon
einmal bewohnt hat, erreicht er auch danach keine neuen Zimmer mehr.
Daher wohnt jeder Gast erst nach dem fiinften Umzug in einem Zimmer, das
er bereits bewohnt hat. Dies muss sein urspriingliches Zimmer sein, da man
andernfalls zwei von zwei verschiedenen Zimmern aus in dasselbe Zimmer
umziehen miisste. Also wohnen in der fiinften Nacht alle Géste in ihren
urspriinglichen Zimmern und in der sechsten Nacht ist die Verteilung wieder
wie in der ersten Nacht. Da man die Verteilung fiir jede zweite Nacht aus
der Verteilung in der zweiten Nacht ermitteln kann, gibt es nur diese eine
Moglichkeit.

(d) In der 121sten Nacht stimmt die Gésteverteilung wieder mit Sigmars Liste
iiberein: Jeder Gast zieht spétestens beim fiinften Umzug in ein Zimmer,
dass er bereits bewohnt hat. Dieses Zimmer kann nur sein urspriingliches
Zimmer sein, weil man sonst aus zwei verschiedenen Zimmern in dasselbe
Zimmer gelangen wiirde. AnschlieBend wiederholen sich alle seine Umziige
wieder. Da 120 durch jede der Zahlen 1, 2, 3, 4 und 5 teilbar ist, schlaft jeder
Gast in der 121ten Nacht wieder im selben Zimmer wie in der ersten Nacht.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). e Jeder Bewohner muss spétestens in
der n-ten Nacht wieder in ein Zimmer ziehen, dass er bereits bewohnt hat.
Mit der gleichen Argumentation wie oben folgt, dass das erste Zimmer, dass
er zum zweiten Mal bezieht, sein urspriingliches Zimmer sein muss.

e Da es fiir jeden Gast ein m zwischen 1 und n gibt, so dass sich seine Umziige
immer nach m Néchten wiederholen, wohnen fiir & = kgV(1,...,n) in der
k-ten Nacht alle Bewohner wieder in ihren urspriinglichen Zimmern. Das ist
auch das kleinste k, das diese Eigenschaft fiir jede mogliche Liste von Sigmar
hat: Fiir jede Zahl [ zwischen 1 und n gibt es eine Liste, so dass genau
in jeder [-ten Nacht alle Géste in ihren urspriinglichen Zimmern wohnen.
Zum Beispiel konnte sein, dass der urspriingliche Bewohner aus Zimmer [
bei Zimmer 1 eingetragen ist, fiir ¢ zwischen 1 und [ — 1 die urspriinglichen
Bewohner von Zimmer ¢ bei Zimmer ¢ + 1 eingetragen sind und alle anderen
Eintrage der Liste korrekt sind, so dass die entsprechenden Bewohner nicht
umziehen miissen. Daher muss jedes solche £ durch alle Zahlen von 1 bis n
teilbar sein, das kleinste solche k ist kgV(1,...,n).



