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Aufgabe 1 (4+6+4+6 Punkte). In einem n x n-Feld sind einige Zellen infiziert.
Diese Infektion breitet sich schrittweise aus: Eine gesunde Zelle wird im néchsten
Schritt infiziert, falls mindestens zwei ihrer direkten Nachbarn infiziert sind. (Die
direkten Nachbarn einer Zelle sind die Zellen, die mit ihr eine Kante gemeinsam
haben.) Bereits infizierte Zellen bleiben infiziert. Zum Beispiel:

il

In diesem Beispiel wird im néchsten Schritt keine weitere Zelle infiziert.

(a) Zeige, dass es im Fall n = 4 moglich ist, genau vier infizierte Zellen aus-
zuwihlen, welche (nach einigen Schritten) das gesamte Feld infizieren.

(b) Zeige, dass dies mit drei Zellen nicht moglich ist.

(c) Zeige, dass man allgemein stets n Zellen auswéhlen kann, welche das gesamte
Feld infizieren.

(d) Zeige, dass man hierfiir stets mindestens 7 infizierte Zellen benétigt.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Zeige, dass weniger als n infizierte Zellen
ein n x n-Feld nicht komplett infizieren konnen.
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Aufgabe 2 (44-8+8 Punkte). Es seien gerade Stockchen (mathematisch: Stre-
cken) gegeben und man soll die Stéckchen so zurechtschneiden, dass man damit
bestimmte Vielecke legen oder nicht legen kann.

(a) Wahle die Langen von vier Stockchen so, dass es unmdglich ist, ein Viereck
damit zu legen.

(b) Wihle die Léngen von vier Stockchen so, dass man damit ein Viereck legen
kann, es aber unmoglich ist, ein Dreieck zu legen, egal mit welchen drei der
vier Stockchen man es probiert.

(c) Wihle die Langen von 101 Stéckchen so, dass man damit ein 101-Eck legen
kann, es aber fiir jedes k = 3,...,100 unmoglich ist, & Stockchen, unter den
101 Stockchen auszuwéhlen, mit denen sich ein k-Eck legen l&sst.

Hinweis: Die tatsdchliche Konstruktion muss nicht angegeben oder bewiesen
werden.
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Aufgabe 3 (10+10 Punkte). Es sei ABCD ein Quadrat, M der Mittelpunkt von
BC und N der Mittelpunkt von AD. Der Punkt K liege auf der Verléngerung von
AC iiber A hinaus und L sei der Schnittpunkt von KM und AB.

D C
N M
ot
L B

K

(a) Zeige fiir den Spezialfall |KA| = |AC|, dass ZKNA = ZANL gilt (o = in
der Zeichnung).

(b) Zeige, dass stets ZKNA = ZANL gilt (also nicht nur fiir |KA| = |ACY).
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Aufgabe 4 (4+8+8 Punkte). Gesucht sind n-stellige Zahlen mit folgender Eigen-
schaft: Die letzten n Ziffern des Quadrates dieser Zahl bilden diese Zahl selbst. (Die
erste Ziffer der n-stelligen Zahl darf hier auch eine 0 sein.) Beispiele fiir dreistellige
Zahlen mit dieser Eigenschaft sind 000 und 001.

(a) Finde alle ein- und zweistelligen Zahlen mit dieser Eigenschaft.

(b) Zeige, dass es jeweils genau vier drei- bzw. vierstellige Zahlen mit dieser
Eigenschaft gibt.

(c) Zeige, dass es fiir jedes beliebige n genau vier n-stellige Zahlen mit dieser
Eigenschaft gibt.

Hinweis: Es gibt Teilpunkte, wenn statt ,genau® nur , hochstens“ oder , min-
destens gezeigt wird.
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Losungen 11, 12, 13

Losung 1. (a) Eine Moglichkeit ist die folgende. (Es gibt noch etliche weitere.)

(b) Diese Aufgabe wird durch den Zusatzteil gelost. Alternativ kann man wie
folgt argumentieren.

Betrachtet man eine der beiden dufleren Zeilen, dann hat jede Zelle darin nur
einen Nachbarn auflerhalb dieser Zeile. Sind also alle Zellen in dieser Zeile
gesund, bleiben sie es auch im néchsten Schritt. Daher konnte nie das ganze
Feld infiziert werden. Somit muss in jeder der beiden #ufleren Zeilen (und
analog in beiden &ufleren Spalten) mindestens eine Zelle zu Anfang infiziert
sein, damit schlussendlich das gesamte Feld infiziert wird.

Auch wenn wir zwei benachbarte Zeilen (oder zwei Spalten) betrachten, gilt
das gleiche: Jede Zelle hat nur einen Nachbarn auflerhalb der beiden Zeilen
und daher muss bereits am Anfang eine Zelle in ihnen infiziert sein.

Nehmen wir an, wir hatten nur drei infizierte Zellen, welche das gesamte Feld
infizieren. Da es insgesamt vier Randzeilen und -spalten gibt, muss mindes-
tens eine der drei Zellen eine Randzeile und gleichzeitig eine Randspalte
abdecken, also in einer Ecke liegen. Aus Symmetriegriinden konnen wir an-
nehmen, dass die linke untere Ecke infiziert ist. Wir betrachten nun zwei
Fille: Die rechte obere Ecke ist entweder gesund oder infiziert.

Ist sie gesund, dann ist eine Zelle in der oberen Zeile und eine andere Zelle in
der rechten Spalte infiziert. Sind diese beiden Zellen nicht diagonal benach-
bart, dann hat keine Zelle zwei infizierte Nachbarn und alle gesunden Zellen
bleiben gesund. Daher miissen die infizierten Zellen diagonal benachbart sein.
In diesem Fall werden aber nur zwei weitere Zellen infiziert:

Wir konnen also annehmen, dass die rechte obere Ecke infiziert ist. Liegt
die letzte infizierte Zelle am Rand des Feldes, sind zwei mittlere Zeilen oder
Spalten komplett gesund. Da wir dies bereits ausgeschlossen haben, muss die
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letzte infizierte Zelle eine der mittleren vier Zellen des Feldes sein. Auflerdem
muss sie diagonal zu einer der beiden infizierten Ecken benachbart sein, da
ansonsten keine weiteren Zellen infiziert werden. Aber auch in diesem Fall
werden nur zwel weitere Zellen infiziert:

Daher reichen drei Zellen nicht aus, um das gesamte Feld zu infizieren.

(c) Wie in Teil (a) kann man die Zellen einer Hauptdiagonalen nehmen. Diese
infizieren im néchsten Schritt alle Zellen auf den benachbarten Nebendia-
gonalen, welche danach die Zellen auf den hierzu benachbarten Nebendia-
gonalen infizieren und so weiter. Nach n — 1 Schritten ist das gesamte Feld
infiziert.

(d) Wie in der Losung zu Teil (b) gezeigt, muss in zwei benachbarten Zeilen stets
eine infizierte Zelle liegen. Daher liegen in mindestens der Hélfte der Zeilen
infizierte Zellen und es sind insgesamt mindestens 7 Zellen infiziert.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Ist eine beliebige Menge von Zellen infiziert,
dann zéhlen wir alle Kanten, die am Rand der infizierten Flédche liegen, also an
genau eine infizierte Zelle grenzen. Die Anzahl dieser Kanten nennen wir Umfang
der Infektion. Schreitet die Infektion wie in der Aufgabe beschrieben fort, dann
wird ihr Umfang nicht gréfer: Jede neu infizierte Zelle hatte im vorherigen Schritt
mindestens zwei infizierte Nachbarn und somit jetzt noch hochstens zwei gesunde
Nachbarn. Fiir jede neu infizierte Zelle kommen also hochstens zwei Kanten im
Rand hinzu (die Kanten zu den jetzt noch gesunden Nachbarn), es fallen aber
auch mindestens zwei Kanten im Rand weg (die zu den bereits zuvor infizierten
Nachbarn). Der Umfang wéchst also nicht.

Da der Umfang am Ende — also bei komplett infiziertem Feld — genau 4n ist,
muss er auch am Anfang mindestens 4n gewesen sein. Da jedes infizierte Feld zum
Umfang bestenfalls 4 beisteuern kann, sind mindestens n infizierte Felder notig.

Losung 2. Fiir diese Aufgabe muss man sich iiberlegen, mit welchen n Stock-
chenldngen es unmdoglich ist, ein n-Eck zu legen. Dies ist genau dann der Fall,
wenn ein Stockchen mindestens so lang ist wie alle anderen Stockchen zusammen,
da es dann unmoglich ist die Enden des ldngsten Stockchens mit den anderen
Stockchen zu verbinden und ein ,echtes® n-Eck zu erhalten.
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(b)

Zum Beispiel vier Stockchen mit den Langen 10 cm, 10 cm, 10 cm und 40 cm
haben diese Eigenschaft. Es ist unmoglich mit den drei 10 cm Stéckchen die
40 cm des langsten Stockchens zu iiberbriicken.

Hier miissen die beiden kiirzesten Stockchen zusammen kiirzer sein als das
zweitldngste Stockchen (oder gleichlang, was im Folgenden weggelassen wird),
so dass man aus den drei kiirzesten Stockchen kein Dreieck legen kann. Die
Langen 10 cm, 20 cm und 40 cm erfiillen zum Beispiel diese Bedingung. Nun
muss das langste Stockchen kiirzer sein als die gemeinsame Lénge der drei
kiirzesten Stockchen, das heifit, das vierte Stockchen muss kiirzer als 70 cm
sein. Auf der anderen Seite darf sich aber auch aus dem lingsten und zwei
der drei kiirzesten Stockchen kein Dreieck legen lassen. Also muss das ldngste
Stockchen langer sein als die gemeinsame Lénge des zweit- und drittlangsten
Stockchen, welche zusammen 60 cm lang sind. Als ldngste Lange kann man
also fiir dieses Beispiel eine beliebige Lénge zwischen 60 cm und 70 cm (zum
Beispiel 65 cm) wihlen.

Die Losung fiir Teil (b) ldsst sich wie folgt verallgemeinern. Die ersten 100
Stockchenldngen wahlen wir so, dass fiir jedes £ = 1,...,100 das ¢-te Stock-
chen lédnger ist als die ¢ — 1 vorherigen Stockchen zusammen. Wir konnen
zum Beispiel die zwei kiirzesten Langen beliebig wihlen und dann wéhlen
wir die dritte Liange als die Summe der ersten beiden plus eins, die vierte
Lange als die Summe der ersten drei plus eins usw. Eine explizite Langen-
folge die zum Beispiel dieselbe Eigenschaft erreicht, erhdlt man, indem man
dem /-ten Stockchen eine Linge von 2°cm zuordnet. Dann erhilt man die
Léngen
2cm, 4cm, 8cm, 16cm, ..., 2'%%cm.

Die Lénge des langsten Stockchens wéhlt man nun kiirzer als die Gesamtlange
der ersten 100 Stockchen (so dass sich ein 101-Eck legen ldsst), aber langer

als diese Gesamtlinge minus der Lénge des kiirzesten Stockchens. Fiir die
angegebenen Liangen konnen wir zum Beispiel

(2—1)cm +4cm+8cm + 16cm + - -+ +2'%cm = (219 — 3)em

auswahlen.

Ein 101-Eck l&sst sich nun offensichtlich legen. Sei £ mit 3 < k£ < 100 beliebig
und seien k£ Stockchen beliebig gewéhlt. Wir miissen zeigen, dass sich aus den
Stockchen kein k-Eck bilden l&asst.

Sei x die Lange des lingsten der k gewihlten Stockchen. Falls das langste
Stockchen in der Auswahl war (in unserem Beispiel also x = (2'°! — 3) cm),
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dann ldsst sich kein k-Eck legen, da k < 101 und nur die Summe aller an-
deren 100 Stockchen ldnger als die Léange des ldangsten Stockchens ist. Falls
das langste Stockchen aber nicht dabei ist, dann ist z wegen der angegeben
Konstruktion langer als die Gesamtlidnge aller kiirzeren Stockchen und insbe-
sondere ldnger als die Gesamtlénge der anderen £ — 1 gewéhlten Stockchen.
Somit kann man auch in diesem Fall kein k-Eck legen.

Losung 3. Es sei P der Schnittpunkt von AB und KN, siehe auch folgende
Zeichnung:

D C
N M
)
P/ A
L B

K

Um L/ZKNA = /ZPNA = ZANL nachzuweisen, wird |PA| = |AL| gezeigt, da die
rechtwinkligen Dreiecke APAN und ALAN dann &hnlich sind.

()

Ohne Einschrankung sei A = (1,1), B = (2,1), C = (2,2) und folglich
D = (1,2), K = (0,0), M = (2,3/2) und N = (1,3/2). Es werden nun L
und P bestimmt:

Da L und M auf einer Geraden durch den Ursprung liegen, ist L = sM.
Wegen L = (L, 1) = s(2,3/2) ist s = 2, also L = (4/3,1). Analog ist
P = (P,,1) =tN =1(1,3/2), also t = % und folglich P = (2/3,1).

Da |PA| = 1 = |AL| ist auch /ZKNA = /PNA= /ANL.

Es sei @ der Schnittpunkt von M N und AC. Da M und N Mittelpunkte ge-
geniiberliegender Quadratseiten sind und AC' Diagonale des Quadrats, ist @
der Mittelpunkt des Quadrats und somit auch von M N. Siehe auch folgende
Zeichnung:
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D C

Da M und N Mittelpunkte der Quadratseiten BC' bzw. AD sind ist NM
parallel zu AB und damit auch zu PL, da P und L auf der Geraden AB
definiert wurden. Es kann also der Dreistrahlsatz (,,dritte Strahlensatz) auf
die Strahlen KN, K@ und K M und die parallelen PL und N M angewendet
werden:

NQ| _ |PA]
QM| [AL|
Der Punkt A ist also Mittelpunkt von PL, da ) Mittelpunkt von N M ist:
INQ| = |QM| = [PA| = |AL|

Also ist auch ZKNA = /PNA = ZANL.
Bemerkung: Der Dreistrahlsatz ist eine direkte Konsequenz des Strahlensat-
zes zweimal angewandt, jeweils auf ein Paar der drei Strahlen:

NQI _ [PA] IMQ| _|LA| _ INQ| _|KQ| _ |MQ
KQI ~ KAl " [KQI T KAl T [PA] T [KA| T [LA

Losung 4. Allgemein bemerkt man, dass eine n-stellige Zahl nur dann mit den
letzten n Ziffern ihres Quadrats iibereinstimmen kann, wenn schon fiir jedes £ < n
die letzten k Ziffern der Zahl mit den letzten k Ziffern des Quadrats iibereinstim-
men.

(a) Die einstelligen Zahlen mit der Eigenschaft sind 0, 1, 5 und 6. Man kann die
40 zweistelligen Zahlen mit diesen Endziffern iiberpriifen und erhélt 00, 01,
25 und 76. (Der Beweis, dass es keine weiteren gibt, erfolgt durch die Angabe
der Quadrate oder durch den allgemeinen, letzten Teil.)

(b) Aufgabenteil (a) legt die Vermutung nahe, dass man aus jeder n — 1-stelli-
gen Zahl mit der Eigenschaft genau eine n-stellige durch Voranstellen einer
Ziffer bilden kann. Die 0 und die 1 hat man fiir jede Anzahl an Stellen. Zu 25
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findet man die dreistellige Zahl 625 mit 625% = 390625, weshalb 0625 auch
schon eine vierstellige Zahl mit der Eigenschaft ist. Zu 76 findet man 376 mit
3762 = 141376. Zu 376 findet man 9376 mit 9376% = 87909376.

Wir miissen nun noch zeigen, dass es hochstens vier drei- bzw. vierstellige
Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt. Wir geben einen Beweis fiir dreistellige
Zahlen an, der aber fiir beliebige n-stellige Zahlen verallgemeinert werden
kann (siche alternativer Beweis im letzten Teil).

Sei also a eine dreistellige Zahl mit der gesuchten Eigenschaft. Dann hat
a® —a am Ende drei Nullen, das heifit 1000 = 2353 teilt a* — a = a(a — 1),
geschrieben 2353‘a(a —1). Da a und a — 1 teilerfremd sind muss einer der
folgenden vier Félle gelten
i. 2%5%a,
i, 2°5%|a — 1,
iii. 2%ja — 1 und 5%|a,

iv. 23|a und 53’a —1.

Da 000 die einzige dreistellige Zahl ist, die durch 1000 teilbar ist, gibt es in
den Féllen i und ii genau eine Zahl a, die die entsprechenden Eigenschaften
erfiilllt (ndmlich a =0 und a = 1).

Es bleibt zu zeigen, dass es jeweils hochstens eine dreistellige Zahl a gibt,
die die Fiélle iii und iv erfiillt. Wir beschréinken uns hier auf den Fall iv, da
im Fall iii analog argumentiert werden kann. Angenommen die dreistelligen
Zahlen a und b erfiillen

23‘a und 53|a—1
2°lb und  5*[b—1.

Dann teilt 23 auch a — b und 5% auch (a — 1) — (b — 1) = a — b. Also ist
2353 = 1000 ein Teiler von |a — b|. Da aber a und b dreistellige Zahlen sind,
ist auch |a — b| eine dreistellige Zahl. Wie bereits bemerkt ist 000 die einzige
dreistellige Zahl, die durch 1000 teilbar ist. Also ist a—b = 0 und damit a = b.
Das heif3t, es gibt hochstens eine dreistellige Zahl die die Eigenschaften aus
Fall iv erfiillt.

Alternativ kann man (wie im ersten Teil) jeweils 40 Quadrate angeben, um
zu zeigen, dass es keine weiteren drei- bzw. vierstelligen Zahlen gibt.

Es soll allgemein gezeigt werden, dass es fiir jedes n genau vier n-stellige
Zahlen mit der Eigenschaft gibt. Im ersten Aufgabenteil wurde dies bereits
fiir n = 1 (Verankerung) gezeigt, fiir jedes grofiere n wird (induktiv) gezeigt:
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Hat man eine n — 1-stellige Zahl mit der Eigenschaft und stellt eine Ziffer
voran, so hat genau eine der zehn moglichen Zahlen wieder die Eigenschaft.

Sei also n > 2, sei a eine n — 1-stellige Zahl mit der Eigenschaft und z eine
Ziffer. Schreiben wir z vor a, so erhalten wir die Zahl b := 10""!. 2 +a. Nun
ist
b= (10" 2 4+a)? =10"""2. 22 +2.10" - 2. a + a*.

Der erste Summand hat keinerlei Einfluss auf die letzten n Ziffern, da er auf
2n — 2 > n Nullen endet. Der zweite Summand hat Einfluss auf die n-te
Ziffer von hinten, aber nicht auf die letzten n — 1 Ziffern, denn er endet auf
n—1 Nullen. Da a die gewiinschte Eigenschaft hat, stimmen die letzten n—1
Ziffern von b? mit denen von b iiberein, es bleibt nur die n-te Ziffer von hinten
zu iiberpriifen.

Bezeichnet ¢ die n-te Ziffer von hinten von a?, dann ist die n-te Ziffer von
hinten von b? gleich der letzten Ziffer von 2za + c¢. Demnach hat b genau
dann die gewiinschte Eigenschaft, wenn diese letzte Ziffer z ist, also wenn
2za 4+ ¢ — z durch 10 teilbar ist. Im ersten Aufgabenteil haben wir gesehen,
dass die letzte Ziffer von a eine 0, 1, 5 oder 6 ist. Ist sie eine 0 oder 5, dann ist
2za durch 10 teilbar und somit ist 2za + ¢ — 2z genau dann durch 10 teilbar,
wenn ¢ — z es ist. In diesem Fall erfiillt b also genau dann die Eigenschaft,
wenn z = c ist.

Ist die letzte Ziffer von a eine 1 oder 6, dann ist 2z(a — 1) durch 10 teilbar.
Somit ist 2za + ¢ — z genau dann durch 10 teilbar, wenn 2z +c— 2 =2z + ¢
es ist. Hier hat b also genau dann die Eigenschaft, wenn z = ¢ = 0 ist oder
c#0und z =10 —c.

Somit ist gezeigt, dass es stets genau eine Ziffer z gibt, welche durch Voran-
stellen aus a eine n-stellige Zahl b mit der gewiinschten Eigenschaft macht.

Alternativer Beweis: Sei a eine n-stellige Zahl mit der gesuchten Eigenschaft.
Dann hat a*—a am Ende n Nullen, das heifit, 10" teilt a*—a, geschrieben 10"|(a® —
a). Da a® — a sich als a(a — 1) schreiben ldsst und 10" = 25", gilt also

2"5"|a(a — 1).

Da a und a — 1 teilerfremd sind, folgt, dass eine der folgenden vier Bedingungen
erfiillt sein muss:

i 2m5"

a?
i, 2"5%a — 1,

iii. 2"ja — 1 und 5"|a,
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iv. 2"|a und 5”‘@ — 1.

Wir zeigen, dass es fiir jeden dieser Fille genau ein mogliches a gibt.

Daa—1 < a < 10" ist und 0 die einzige durch 10™ teilbare natiirliche Zahl
kleiner 10™ ist, folgt in den Féllen i und ii, dass a = 0 bzw. a = 1 sein muss.

Im Folgenden wird gezeigt, dass es genau eine n-stellige Zahl a gibt mit 5”}@
und 2”’@ — 1, Fall iv geht analog.

Es gibt 2" n-stellige a mit 5"‘&: 0-5" 1-5" ..., (2"=1)-5" da2"-5" = 10"
schon n + 1-stellig ist. Betrachtet man die Reste dieser 2" Zahlen bei der Teilung
durch 2", so kommt jeder mogliche Rest 0, 1, ..., 2" — 1 genau einmal vor (der
Beweis wird im néchsten Absatz kurz angegeben). Genau dann, wenn der Rest 1
bei der Teilung von a durch 2" herauskommt, gilt 2"‘@ — 1. Es gibt also genau eine
Zahl mit der Eigenschaft.

Beweis, dass fiir teilerfremde k und b unter 0-b, 1-b, ..., (k—1)-b jeder Rest
bei der Teilung durch k£ genau einmal vorkommt: Angenommen, ein Rest r < k
kéame doppelt vor, also 1 -b und I - b lieBen denselben Rest bei der Teilung durch &
fir Iy # I mit 13,05 € {0,1,...,k—1}. Dann teilt k auch Iy -b—1Ily-b = (I; — ) - b.
Da k und b teilerfremd sind, muss dann k‘ll — Iy gelten. Weil aber 1,1y < k gilt,
kann dies nur fiir [; — Iy = 0 der Fall sein, was fiir [; # [ ausgeschlossen ist. Dieser
Widerspruch zeigt, dass kein Rest doppelt vorkommen kann. Kommt unter den
Resten der k Zahlen keiner doppelt vor, muss jeder der £ moglichen Reste genau
einmal auftreten.



