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Oberstufe (11, 12, 13)

Aufgabe 1 (847 Punkte). (a) Die dénische Flagge besteht aus einem weiflen
Kreuz auf rotem Untergrund, vgl. die (nicht mafistabsgerechte) Zeichnung.
Dabei ist die Flagge 2 Meter hoch und 3 Meter lang, die beiden Balken des
Kreuzes sind gleich breit. Wie breit sind diese Balken, wenn die Fléache des
weiflen Kreuzes ebenso grof ist wie die des Untergrundes?

(b) Die norwegische Flagge besitzt zusitzlich noch ein blaues Kreuz im Inneren
des weilen Kreuzes, vgl. die (nicht mafistabsgerechte) Zeichnung. Wie breit
sind die Balken dieses Kreuzes, wenn die blaue Flache und die weifle Flache
gleich grof3 sind?

(Die hier angegebenen Grofienverhéltnisse entsprechen nicht den wirklichen.)
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Aufgabe 2 (30 Punkte). Es seien n verschiedene positive ganze Zahlen gegeben.
Uberpriife fir n = 1,...,10, ob es moglich ist, dass die Summe dieser n Zahlen
gleich ihrem kleinsten gemeinsamen Vielfachen ist. Es ist fiir jedes n ein Beispiel
in die unten stehende Tabelle einzutragen, beziehungsweise ein Beweis anzugeben,
dass es nicht moglich ist.

Zahlen
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Aufgabe 3 (10+10 Punkte). Ein Zug, der eine 100km lange Strecke fihrt, hat eine
Anzeige fiir die voraussichtliche Restfahrzeit. Die Restfahrzeit wird dabei unter
der Annahme berechnet, dass die Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die restliche
Fahrstrecke genau so hoch sein wird, wie sie fiir die bereits zuriickgelegte gewesen

1st.

Nach 40 Minuten wird eine Restzeit von einer Stunde angezeigt. Die néchsten

fiinf Stunden &ndert sich die Anzeige nicht.

(a) Nachfolgend sind einige Kurven angegeben, welche die zuriickgelegte Strecke
in Abhéngigkeit von der Zeit darstellen sollen. Welche Kurven kénnen die
beschriebene Situation darstellen, welche nicht? (Eine genaue Begriindung
wird nur fiir die Kurven erwartet, die nicht moglich sind.)

1. 2.
A
' ' ' ' 5:40h ' ' ' ' 5:40h
3. 4.
A
' ' ' ' 5:40h ' ' ' ' 5:40h
. 6.
A
' ' ' ' 5:40h ; ' ' 5:40h

(b) Wie viele Kilometer hat der Zug wéhrend dieser fiinf Stunden (also in der
Zeit zwischen 40 Minuten nach der Abfahrt und 5 Stunden und 40 Minuten
nach der Abfahrt) zuriickgelegt? (Mit Beweis.)
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Aufgabe 4 (10+10 Punkte). Martin und Corinna spielen ein Spiel: Martin wéahlt
ein Késtchen eines Késtchenpapiers aus und Corinna versucht herauszufinden,
um welches es sich handelt. Dazu wahlt sie in jedem Schritt eine Gerade aus
(nicht notwendig parallel zu den Seiten) und Martin teilt ihr daraufthin mit, ob
sein Késtchen von der Geraden geteilt wird (also einen inneren Punkt mit ihr
gemeinsam hat) und wenn nicht, auf welcher Seite der Geraden das Késtchen
liegt.

(a) Corinna mdochte herausfinden, ob Martins Késtchen zu einem bestimmten
5 x 5-Quadrat aus Késtchen gehort. Nach hochstens wie vielen abgefragten
Geraden kann sie das feststellen?

(b) Corinna weil bereits, dass Martins Késtchen zu einem bestimmten 5 x
5-Quadrat aus Kastchen gehort. Was ist die kleinste Anzahl an Geraden,
die sie abfragt, nach der sie Martins Késtchen sicher benennen kann?

Fiir die Losungsanzahlen muss jeweils gezeigt werden, dass es mit der Zahl an
Fragen stets moglich ist, mit weniger jedoch nicht in jedem Fall.
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Losungen 11, 12, 13

Losung 1. (a) Die Dicke der weilen Balken sei D. Schiebt man die einzelnen
Teile der roten Flidche zusammen, sieht man sofort, dass die rote Flache gleich
(2—D)(3 — D) ist. Da die Gesamtfliche der Flagge 6 ist, haben wir

(2—D)(3-D) =3

= 6—5D+D?>=3
= D?>*—-5D+3=0
5 25
= D= - — -3
2 4
5+ V13
N 2

Da offensichtlich D < 2 sein muss, folgt D = 5_;/E.

Alternativ kann man auch direkt die weifle Flache berechnen: Der horizontale
Balken hat die Fliache 3D, der vertikale Balken 2D. Beide Balken iiberschnei-
den sich auf einer Fliche von D?. Die Berechnung von D ist dann wie zuvor.

(b) Die Dicke der blauen Balken sei d. Wie im ersten Teil erhalten wir, dass das
blaue Kreuz die Fliche 5d — d? hat. Dies soll % entsprechen, also

3
5d —d> ==
2
2 3
5 25 3
d= > -
= 5 13
54+/19

2

Also d = 5_%/E.

Losung 2. Fiir n = 2 gibt es keine Losung: Fiir a; < as ist entweder kgV(ay, as) =
ay (falls ay durch ay teilbar ist) oder kgV(ai,as) > 2as (sonst). Da aber ay <
ay + ay < 2as gilt, folgt kgV(ay, az) # a1 + as.

Fiir die anderen Werte von n gibt es Losungen, zum Beispiel:
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n | Zahlen

111

311,2,3

411,3,8,12

512,3,5,20,30

61(1,2,3,4,6,8
711,3,8,12,16,24, 32
811,2,3,6,12,16,24, 32
911,2,3,4,6,8,16,24, 32
10 | 1,3,8,12,16, 24, 32,64, 96, 128

Die Losungen fiir n = 1,3,6 findet man leicht durch Probieren. Die Losung fiir
n = 4 erhélt man zum Beispiel aus der Losung fiir n = 6, indem man die Zahlen
2,4, 6 durch 12 ersetzt, was weder an der Summe noch am kgV etwas éndert. (Man
beachte, dass 2,4,6 auch eine Losung fiir n = 3 ist, also identische Summe und
kgV hat.)

An den Féllen n = 3 und n = 6 erkennt man, dass man dort ausschliefSlich mit
Zweierpotenzen sowie dem Dreifachen von Zweierpotenzen auskommt. Folgt man
diesem Muster, kann man die Losung fiir n = 9 finden, indem man zur Losung fiir
n = 6 die Zweierpotenzen 16 und 32 sowie das Dreifache 24 der Zweierpotenz 8
hinzufiigt.

Die Losung fiir n = 7 erhélt man nun aus der Lésung fir n = 9 wie zuvor
die Losung fiir n = 4 aus der Losung fiir n = 6: Man ersetze die Zahlen 2.4, 6
durch ihre Summe (und kgV) 12. Die Losung fiir n = 10 erhélt man analog aus
der fiir n = 12. (Dafiir sollte man sich Gedanken zur allgemeinen Struktur solcher
Losungen gemacht haben.)

Die Losung fiir n = 8 erhélt man, indem man in der Lésung fiir n = 9 die Zahlen
4 und 8 durch 12 ersetzt. Dies dndert die Summe nicht. Obwohl kgV (4,8) # 4 +38,
dndert sich auch nichts am kgV der (inzwischen 8) Zahlen, da der Primfaktor 3
erhalten bleibt (in den Zahlen 3, 6 und 24), ebenso wie der Primfaktor 2 in der
Héufigkeit 5 (némlich in der Zahl 32).

Die Losung fiir n = 5 findet man auf anderem Wege. Hier kann man nicht
die Losung fiir n = 6 nehmen und zwei Zahlen durch ihre Summe ersetzen. Eine
Moéglichkeit, die oben genannte Losung zu finden, ist wie folgt: Da die Summe der
Zahlen gleich ihrem kgV sein soll, muss es sich bei der Summe um eine Zahl mit
mehreren verschiedenen Teilern handeln. Es liegt daher nahe, sich eine Zahl mit
vielen Teilern auszusuchen und zu versuchen, diese als Summe zu erhalten. Eine
Zahl mit bekanntermafien vielen Teilern ist 60. Wenn man sich deren Teiler notiert
(1,2,3,4,5,6, 10, 12, 15, 20 und 30), muss man sich noch fiinf dieser Teiler heraus
suchen, die sich zu 60 summieren und auch alle Primfaktoren von 60 = 2%2-3 -5
in der richtigen Héufigkeit enthalten. Die Zahlen 12, 15, 20 oder 30 sind somit
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schon einmal gute Wahlen, da sie bereits jeweils zwei der Primfaktoren abdecken.
Man wéhlt sich nun einige dieser Zahlen aus (am besten so, dass damit bereits alle
Primfaktoren abgedeckt sind) und ergénzt mit den restlichen Zahlen zur Summe
60. Auf diese Art erhélt man 9 verschiedene Losungen, ndmlich:

1,4,5,20, 30 2, 3,5, 20,30 1,3,6,20,30
1,2,12,15,30 1,4,10,15, 30 4,5,6,15, 30
2,6, 10,12, 30 3,5,10,12,30 3,10,12, 15,20

Losung 3. (a) Da die bisherige Durchschnittsgeschwindigkeit wihrend des Zeit-
raumes von 40 Minuten nach der Abfahrt bis 5 Stunden und 40 Minuten nach
der Abfahrt stets eine verbleibende Fahrtdauer von 1 Stunde vermuten l&sst,
muss wahrend dieser Zeit die Durchschnittsgeschwindigkeit also fallen. Da-
mit sind die Kurven 1 und 5 ausgeschlossen, da dort gegen Ende (im Bereich
um 5 Stunden) die Durchschnittsgeschwindigkeit steigt.

Die Kurven 4 und 6 verlaufen so, dass die Geschwindigkeit wéhrend des ent-
scheidenden Zeitraumes konstant bleibt. Dies kann auch nicht der Fall sein:
Ist d die Durchschnittsgeschwindigkeit nach 1 Stunde und v die konstante
Geschwindigkeit des Zuges wihrend der 5 Stunden (jeweils in Kilometern
pro Stunde), so ldge die Durchschnittsgeschwindigkeit nach 2 Stunden bei
5(d 4+ v) und nach 3 Stunden bei 3(d 4 2v). Andererseits soll die Durch-
schnittsgeschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt genau so grofl sein wie die noch
zu fahrende Strecke (in Kilometern). Also miisste die Durchschnittsgeschwin-
digkeit innerhalb einer Stunde immer um genau v sinken, also nach 2 Stunden
d — v sein und nach 3 Stunden d — 2v. Wir hétten also die Gleichungen

1 1

§(d+v):d—v und §(d+20):d—2v
Lost man die erste Gleichung nach v auf, erhélt man v = %d. Bei der zweiten
Gleichung erhélt man allerdings v = id. Da dies nicht beides richtig sein
kann, haben wir einen Widerspruch erreicht. Also kénnen auch die Kurven
4 und 6 nicht den tatsichlichen Verlauf beschreiben.

Die Kurven 2 und 3 widersprechen nicht den Bedingungen: Die Durch-
schnittsgeschwindigkeit sinkt fortwihrend, ebenso die aktuelle Geschwindig-
keit wiahrend der entscheidenden 5 Stunden. Diese beiden Kurven kénnten
also beide die zuriickgelegte Strecke in Abhéngigkeit von der verstrichenen
Zeit beschreiben.

Bemerkung: Es ist wichtig, hier von Durchschnittsgeschwindigkeiten zu spre-
chen. Die Aufgabenstellung liefert nicht unmittelbar, dass die aktuelle Ge-
schwindigkeit fortlaufend fallt, nur dass die durchschnittliche Geschwindig-
keit dies tut.
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(b)

Zu jeder Zeit zwischen 40 Minuten (= 2 Stunden) nach der Abfahrt und 5
Stunden und 40 Minuten (= % Stunden) nach der Abfahrt wiirde der Zug
jeweils nach einer Stunde sein Ziel erreichen, wenn er mit der bisherigen
Durchschnittsgeschwindigkeit fahrt. Bezeichnet man die Zeit nach der Ab-
fahrt in Stunden mit ¢ und die zuriickgelegte Strecke in Kilometern mit s(¢),
folgt also fiir % <t< %:

100 — s(t) = @
& 100 -t —s(t) -t = s(t)
& 100 -t = s(t) - (1 +1)
t

Diese Gleichung liefert, dass der Zug nach 40 Minuten genau 40 Kilometer
und nach 5 Stunden und 40 Minuten genau 85 Kilometer zuriickgelegt hat.
Also ist er innerhalb der 5 Stunden 45 Kilometer gefahren.

Bemerkung: Die Funktion s(¢) kann man auch bereits im ersten Aufgabenteil
verwenden.

Losung 4. (a) Mit zwei Geraden kann Corinna nicht in jedem Fall entscheiden,

ob sich das ausgewihlte Késtchen in einem 5 x 5-Quadrat befindet, da mit
diesen kein ,,abgeschlossener Bereich“ abgegrenzt werden kann. Mit drei Ge-
raden ist es stets moglich, indem Corinna die erste durch die Diagonale des
Quadrats legt. Liegt Martins Késtchen auf einer Seite, wahlt Corinna die
anderen beiden Geraden durch die beiden Quadratseiten auf der Seite der
ersten Geraden, die Martin genannt hat. Genau wenn das Késtchen fiir bei-
de Geraden jeweils auf der Seite liegt, auf der das Quadrat ist, ist Martins
Késtchen im 5 x 5-Quadrat. Erfahrt Corinna von Martin, dass ihre erste Ge-
rade das gewdhlte Quadrat trifft, kann sie fortfahren, als ldge das Quadrat
auf einer beliebigen Seite.

Mit zwei Geraden kann Corinna nicht sicher feststellen, welches Késtchen
innerhalb eines 5 x 5-Quadrats Martin gew&hlt hat: Jede Gerade teilt die
Késtchen in drei Gruppen, auf der Geraden bzw. auf einer oder der anderen
Seite. Die grofite dieser Gruppen enthélt mindestens ein Drittel (aufgerundet)
aller Kastchen, weshalb Corinna mit zwei Geraden nur eins von 3 -3 = 9
Kastchen auszeichnen kann und nicht von 25.

Da 3% = 27 > 5.5 = 25, ist es mit drei Geraden prinzipiell mdglich, mit
folgendem Vorgehen auch praktisch:
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2a

N 3a
\\‘
\ /
1 2b 3¢

Im ersten Schritt wihlt Corinna die in 1 eingezeichnete Gerade und erfihrt,
in welchem der drei verschiedenfarbig markierten Bereichen das Késtchen
liegt. Im néchsten Schritt muss ein Bereich wie in 2a oder 2b (ggf. gedreht)
auf die gleiche Weise untersucht werden, im dritten Schritt einer wie in 3a,
3b oder 3c.



