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O Oberstufe

Aufgabe 1 (5 P.). In die Ebene sei ein Schachbrett gemalt. Pete sucht sich einen Punkt im
Inneren eines der 64 Felder aus. Nun darf Basil ein beliebiges Vieleck (ohne Uberschneidung oder
Beriihrung von Kanten) in die Ebene zeichnen, woraufhin Pete ihm sagt, ob der gewéhlte Punkt
innerhalb oder auflerhalb des Vielecks liegt. Wie oft muss Basil dies tun, um mit Sicherheit sagen
zu konnen, ob der Punkt in einem weiflen oder schwarzen Feld liegt?

Aufgabe 2 (6 P.). Bestimme alle positiven ganzen Zahlen n, fiir die gilt:

Fiir jede zwei Polynome P(z) und Q(z) vom Grad n gibt es Monome az* und bz’
mit 0 < k, £ < n, so dass die Funktionsgraphen von P(z) + az® und Q(z) + bz’ keine
gemeinsamen Punkte haben.

Aufgabe 3 (6 P.). Es sei AABC ein gleichseitiges Dreieck mit Mittelpunkt O. Eine Gerade
durch C schneidet den Umbkreis des Dreiecks AABO in den Punkten D und E. Zeige, dass A,
O und die Mittelpunkte der Strecken BD und BE auf einem gemeinsamen Kreis liegen.

Aufgabe 4 (7 P.). Ist es wahr, dass jede ganze Zahl die Summe von endlich vielen dritten
Potenzen paarweise verschiedener ganzer Zahlen ist? (Natiirlich soll ein Beweis oder Gegenbeispiel
angegeben werden.)

Aufgabe 5. Existieren Funktionen f und g, die ausschliellich ganzzahlige Werte annehmen und
die fiir jede ganze Zahl x die folgenden Bedingungen erfiillen?

(a) BP) f(f(x)==2, g(g9(x)) ==, [f(g(x))>zund g(f(z)) > x beziehungsweise

(b) G P)  f(f(2)) <z, glg(x)) <z [flg(z)) >z und g(f(z)) > 27

Aufgabe 6 (9 P.). Auf einem Tisch liegen 11 Stapel mit jeweils zehn Steinen. Pete und Basil
spielen nun das folgende Spiel, bei dem sie abwechselnd Steine nehmen: Pete darf in jedem Zug
nur von einem Stapel Steine nehmen, wéihrend Basil zwar Steine von mehreren Stapeln nehmen
darf, aber nicht mehr als einen pro Stapel. Jeder der beiden muss in jedem Zug mindestens einen
und hochstens drei Steine nehmen. Pete beginnt. Es verliert, wer zuerst nicht mehr ziehen kann.
Welcher der beiden Spieler kann unabhéngig von der Spielweise des Gegners den Sieg erzwingen?

Aufgabe 7 (14 P.). In der Ebene ist ein geschlossener Streckenzug gegeben. Jede dieser Strecken
wird (auBer an ihren Endpunkten) in genau einem Punkt von einer anderen Strecke geschnitten
und keine drei Strecken schneiden sich im gleichen Punkt. Aufierdem treten keine dieser Schnitt-
punkte an den Endpunkten der Strecken auf und keine zwei Strecken haben einen gemeinsamen
Abschnitt. Ist es moglich, dass jeder Schnittpunkt von zwei Strecken beide Strecken halbiert?

Alle Aussagen sind zu begriinden! Bitte eine lesbare Reinschrift anfertigen! An Hilfsmitteln sind
nur das ausgegebene Papier, Schreibgerit, Zirkel und Lineal zugelassen. Auf jedem Blatt sind
der Name, Vorname und die Nummer der Aufgabe einzutragen. Gewertet werden hichstens drei
Aufgaben.

Zeit: 4,5 Stunden. Viel Erfolg!



