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M Mittelstufe

Aufgabe 1 (4 P.). Jeder von 10 identischen Kriigen enthilt etwas Milch, jedoch
nicht mehr als 10 Prozent seines Fassungsvermogens. Nun darf man einen Krug
auswahlen und eine beliebige Menge seiner Milch gleichméflig auf die anderen
Kriige verteilen, danach wiederholt man diesen Vorgang mit einem anderen Krug
und so weiter. Beweise, dass man durch héchstens 10 solche Vorgénge erreichen
kann, dass alle Kriige gleich viel Milch enthalten.

Aufgabe 2 (6 P.). Mike hat 1000 identische Wiirfel. Bei jedem Wiirfel sind
je zwei gegeniiber liegende Seiten rot, blau und weifl gefarbt. Mike setzt sie so
zu einem grofien Wiirfel (10 x 10 x 10) zusammen, dass sich zwei benachbarte
Wiirfel immer mit Seiten gleicher Farbe beriihren. Zeige, dass es eine Seite des
groflen Wiirfels gibt, die vollstdndig in einer der drei Farben gefarbt ist.

Aufgabe 3 (6 P.). Bestimme alle positiven ganzen Zahlen a und b, fiir die der
Ausdruck (a + b2)(b+ a?) eine Zweierpotenz ist (also von der Form 2™ fiir eine
ganze Zahl m).

Aufgabe 4 (6 P.). Sei ABCD eine Raute. Es werden nun ein Punkt P auf der
Seite BC' und ein Punkt @ auf der Seite CD gewihlt, so dass |BP| = |CQ).
Zeige, dass der Schwerpunkt des Dreiecks AAPQ@ immer auf der Diagonalen
BD liegt.

Aufgabe 5. Gegeben sind N Gewichte von 1 Gramm, 2 Gramm, ..., N Gramm
(jedes Gewicht kommt genau einmal vor). Man soll nun einige von ihnen (mehr
als eines) auswihlen, deren Gesamtgewicht gleich dem Durchschnittsgewicht der
restlichen Gewichte ist. Zeige,

(a) (2 P.) dass diese Aufgabe immer erfiillt werden kann, falls N + 1 eine
Quadratzahl ist, und

(b) (7P.) dass umgekehrt N+1 immer eine Quadratzahl ist, falls die Aufgabe
erfiillt werden kann.

Aufgabe 6 (10 P.). Auf einem Gitter werden 2009 identische Quadrate derart
verteilt, dass ihre Kanten auf den Gitterlinien liegen. Die Quadrate diirfen sich
hierbei iiberlappen. Nun markiert man jedes Gitterkéstchen, dass von einer
ungeraden Zahl von Quadraten bedeckt wird. Zeige, dass die Zahl der markierten
Kaéstchen mindestens so grofl ist wie die Zahl der Késtchen, die ein einzelnes
Quadrat iiberdeckt.

Aufgabe 7 (14 P.). Olga und Max reisen zu einer Inselgruppe, die aus 2009
Inseln besteht. Zwischen einigen dieser Inseln gibt es Bootsrouten (die Boote
fahren dabei in beide Richtungen). Olga und Max spielen auf ihrer Fahrt fol-
gendes Spiel: Olga sucht sich aus, auf welcher Insel sie ihre Reise beginnen.
Von nun an reisen sie nur iiber die vorhandenen Bootsrouten, wobei sie sich ab-
wechselnd aussuchen, zu welcher Insel sie als néchstes reisen. Dabei darf keine
Insel mehrfach besucht werden. Max darf zuerst wihlen. Wer keine Insel mehr
wéhlen kann (weil alle iiber eine Bootsroute direkt erreichbaren Inseln bereits
besucht wurden), verliert. Zeige, dass Olga bei jeder Verteilung von Bootsrouten
so spielen kann, dass sie gewinnt (unabhiingig davon wie Max spielt).

Alle Aussagen sind zu begriinden! Bitte eine lesbare Reinschrift anfertigen! An
Hilfsmitteln sind nur das ausgegebene Papier, Schreibgerit, Zirkel und Lineal
zugelassen. Auf jedem Blatt sind der Name, Vorname und die Nummer der
Aufgabe einzutragen. Gewertet werden hochstens drei Aufgaben.

Zeit: 4,5 Stunden. Viel Erfolg!



