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Zeigen Sie fiir Ordinalzahlen o und 3, dafl a - 8 ~ « x 3. [Hinweis. Verwenden Sie die
Division mit Rest.]

In der Vorlesung hatten wir mit Zuhilfenahme des Auswahlaxioms (in der Form “abziihlbare
Vereinigungen abzihlbarer Mengen sind abziihlbar”) gezeigt, da8 fiir jede abzihlbare Ordi-
nalzahl ¢ gilt, daB w¢ abzihlbar ist. Zeigen Sie dies ohne Verwendung des Auswahlaxioms.
[Hinweis. Zeigen Sie zuniichst durch Angabe einer konkreten Bijektion, dafi die Menge
aller endlichen Folgen von Elementen von £ abzédhlbar ist.]

Hessenberg-Addition. Seien a und 8 Ordinalzahlen. Es seien o = w® + ... + w*" und
B =wh’ + ..+ wPn die Cantor-Normalformen von o und B und es sei 9 = ... = Ynim
die absteigende Folge aller in den beiden Cantor-Normalformen auftretenden Exponenten
mit korrekter Multiplizitéit. (Das heifit: wenn 4 k-mal in der Cantor-Normalform von «
auftaucht und /-mal in der Cantor-Normalform von 3, so taucht es k + ¢-mal in der Folge
der «; auf.) Dann sei
a#P = w4+ .. wntm,

Zeigen Sie, dafl die Operation # kommutativ ist und dafl a#8 > max(a+ 3, 8+«). Finden
Sie Beispiele fiir a und 3, so daf3

(a) afff=a+ B # B +a,
(b) a#f=F+a#a+p,
(¢) a#f > max(a + 3,8 + a).
Die Gédelsche Paarfunktion. Falls a, 3, a’, 8/ Ordinalzahlen sind, so definieren wir
(o, B) <* (o, 8") : &= max(a, B) < max(c/, 8') oder
(max(c, 8) = max(a’, f') und a < ') oder
(max(c, 8) = max(a’, ") und o = o’ und 8 < 3).
Zeigen Sie, daB fiir jede Ordinalzahl £ die Struktur (£ x £, <*) eine Wohlordnung ist. Wir
schreiben g(&) fiir die eindeutig bestimmte zu dieser Struktur isomorphe Ordinalzahl und
Ge : € x & — g(&) fiir den eindeutig bestimmten Isomorphismus. Zeigen Sie, da8 fiir £ <n
und «, § € & gilt, dafl
Gf(avﬁ) = Gn(avﬂ)'
Das bedeutet, daf3
G (a, 8) = Guax(a,p)+1(, B)
eine Zuordnung von Ordinalzahlen zu Paaren von Ordinalzahlen ist, die sich wie ein Iso-

morphismus zwischen (Ord x Ord, <*) und (Ord, €) verhilt. Diese Zuordnung nennt man
auch die Godelsche Paarfunktion.

Zeigen Sie per Induktion, daf fiir jede Kardinalzahl k > w gilt, dafl g(k) = &.
[Hinweis. Verwenden Sie folgende Uberlegung: angenommen, die Behauptung gelte fiir

Kardinalzahlen w < A < k. Dann gilt fiir jede Ordinalzahl w < a < k, dal a x a ~ «a.
(Warum?)]

Geben Sie mit diesen Hilfsmitteln einen Beweis des Satzes von Hessenberg fiir Ordinal-
zahlen, welcher das Auswahlaxiom nicht verwendet.



