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(29) Zeigen Sie, daß Ordinalzahladdition assoziativ und linksseitig monoton ist:

(a) @α@β@γ
�
pα� βq � γ � α� pβ � γq

�
und

(b) @α@γ@γ1
�
γ ¤ γ1 Ñ γ � α ¤ γ1 � α

�
.

(30) Zeigen Sie das rechtsseitige Distributivgesetz für die Ordinalzahladdition und
-multiplikation:

@α@β@γ
�
α � pβ � γq � α � β � α � γ

�
.

Gilt das linksseitige Distributivgesetz auch?

(31) Zeigen Sie die beiden Potenzregeln für die Ordinalzahlexponentiation:

(a) @α@β@γ
�
pαβqγ � αβ�γ

�
und

(b) @α@β@γ
�
αβ � αγ � αβ�γ

�
.

Welche der beiden entspricht dem Distributivgesetz und warum? Die rekursive De-
finition der Exponentiation aus der Multiplikation ist parallel zur rekursiven De-
finition der Multiplikation aus der Addition. Aber ist es dann nicht überraschend,
daß die Multiplikation assoziativ ist und die Exponentiation nicht? Woran liegt
das?

(32) Eine Ordinalzahl γ heißt Hauptzahl der Addition oder Gamma-Zahl, falls für alle
α, β P γ gilt, daß α�β P γ. Eine Ordinalzahl δ heißt Hauptzahl der Multiplikation
oder Delta-Zahl, falls für alle α, β P δ gilt, daß α � β P δ. Eine Ordinalzahl ε heißt
Hauptzahl der Exponentiation oder Epsilon-Zahl, falls für alle α, β P ε gilt, daß
αβ P ε. Zeigen Sie:

(a) Eine Ordinalzahl δ R t0, 1u ist eine Delta-Zahl genau dann, wenn ein ξ exi-

stiert, so daß δ � ωpωξq.

(b) Für jedes α existiert eine Epsilon-Zahl ε ¡ α.

(33) [Wiederholt von (28).] Welche der folgenden Aussagen ist korrekt (die Operationen
bezeichnen Ordinalzahloperationen)? (a) ω �2 � 2�ω �2, (b) 2�ω�3 � 2�pω�3q, (c)
pω�1q�pω�1q � ω �ω�1, (d) pω�1q�pω�1q � ω �ω�ω�1, (e) ω �2�3 � ω �p2�3q,
(f) ω � pω�1q � ω �ω�1, (g) ω � pω�1q�1 � ω �ω�1, (h) ω � p1�ωq�1 � ω �ω�1,
(i) ωω1 � 3 � ω1

ω � 3, (j) ωω1 � 3 � 2ω1 � 3, (k) ωω1 � 3 � pω � 1qω1 � 2.


