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Sei X ein perfekter polnischer Raum. In der Vorlesung haben wir gesehen, dafl es auf
X ein Cantor-Schema {Us; s € 2<%} gibt. Das Cantor-Schema gibt uns eine Injektion
f:2¥ - X. Wie in der Vorlesung definieren wir fiir eine Teilmenge A € N einen Baum
Ty € 2<%, so daf fiir s € Ty gilt:

(a) falls h(s) ¢ A, soist s70€ T4 und s71 ¢ Ty;

(b) falls Ih(s) € A, soist s70€ T4 und s™1€ Ty.

Wir definieren Py := {x € X ;3z € [Ta](z = f(2))}. Zeigen Sie:

(i) Falls A unendlich ist, so ist P4 eine perfekte Teilmenge von X.
(ii) Falls A # A’, so ist Py # Pa:.
Seien X und Y Mengen. Mit ACx (V') wollen wir das folgende Fragment des Auswahlaxioms
bezeichnen: falls f : X — o(Y)\{@&} eine Funktion ist, so gibt es eine Auswahlfunktion
g:X — Y mit g(x) € f(x).
(a) Zeigen Sie, daf} die folgenden zwei Aussagen fiquivalent sind:
(i) das Auswahlaxiom AC und
(ii) fiir alle Mengen X und Y gilt ACx(Y).
(b) Zeigen Sie: Falls X < X' und Y <Y’ so gilt: ACx(Y') impliziert ACx(Y").
In Aufgabe (47) haben Sie gezeigt, dal die Menge der Gs-Mengen eines perfekten polni-

schen Raums Kardinalitit 2% hat. Dieser Beweis verwendet ein Fragment des Auswahl-
axioms. Finden Sie X und Y, so dal ACx (Y") fiir diesen Beweis ausreichend ist.

Wir schreiben RCUC fiir “die Menge der reellen Zahlen ist eine abzédhlbare Vereinigung
von abzihlbaren Mengen”. Offensichtlich widerspricht RCUC dem Auswahlaxiom. Zeigen
Sie, dafl RCUC impliziert, dafl jede Menge reeller Zahlen Borel ist.

Sei X eine Menge und & eine reguliire Kardinalzahl. Wir nennen K € p(X) eine k-Algebra
auf X, falls gilt:

(a) 9, X ek,

(b) falls Z € K, so ist X\Z € K und

(c) falls <k und {Zg; B <o} €K, sogilt sz, Zs € K.

Fiir B € p(X) definieren Sie eine Hierarchie iiber B, die Thnen die kleinste x-Algebra,
welche B enthilt, gibt. Bestimmen Sie die Hohe dieser Hierarchie.



