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Wir werden in diesem Skript den Begri� der di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit er-

weitern auf lokalkonvexe Räume. Dazu beweisen wir zunächst die Kettenregel für die

von uns de�nierte Di�erentiation und de�nieren anschlieÿend Karte, Atlas und Mannig-

faltigkeit für (reelle) lokalkonvexe topologische Vektorräume (TVR). Dabei werden wir

re�ektieren, welche Struktur dieser Begri�e wesentlich ist und welche Eigenschaften der

Di�erentiation darin eingehen.

Zunächst aber ein nicht-metrisierbares Beispiel für einen unendlich-dimensionalen lokal-

konvexen Vektorraum:

Beispiel 1 (R∞).
Sei R∞ := {x ∈ RN | x−1(R \ {0}) ist endlich} der R-Vektorraum aller rellen Folgen mit

endlich vielen Einträgen ungleich Null, versehen mit punktweiser Addition und punkt-

weiser skalarer Multiplikation.

Auf R∞ betrachten wir die Familie P aller Halbnormen. Diese ist bestimmt eine punk-

tetrennende Familie, da die Teilfamilie (fn)n∈N mit fn : R∞ → R, x 7→ |x(n)| bereits



punktetrennend ist. Es induziert P also eine Topologie τP auf R∞, bezüglich derer R∞

ein lokalkonvexer Vektorraum ist.

Auÿerdem ist jede lineare Abbildung g von R∞ in einen lokalkonvexen Vektorraum X

stetig:

Sei nämlich U eine o�ene, konvexe und kreisförmige Nullumgebung in X. Da g linear ist,

ist auch g−1(U) konvex, kreisförmig und enthält die 0 aus R∞. Ihr Minkowski-Funktional

pg−1(U) ist also eine Halbnorm und nach Voraussetzung stetig.

Wegen g−1(U) = p−1
g−1(U)

(]− 1, 1[) ist somit g−1(U) o�en in R∞. Da ein lokalkonvexer

TVR eine Nullumgebungsbasis aus kreisfoermigen konvexen o�enen Nullumgebungen

hat, ist g also stetig.

Ferner ist (R∞, τP ) nicht metrisierbar, denn:

Angenommen es gäbe eine Metrik d auf R∞, deren induzierte Topologie τP ist. Bezeich-

ne ek mit ek(n) = δkn den k-ten Basisvektor. Dann konstruiere eine Folge (tk)k∈N mit

tk ∈ R>0 ∀k ∈ N, sodass d(0, tkek) gegen Null konvergiert, wie folgt:

Falls d(0, ek) ≤ 1
k , setze tk := 1. Andernfalls ist die Abbildung dk : R→ R, t 7→ d(0, tek)

stetig mit dk(0) = 0 und dk(1) >
1
k . Nach Zwischenwertsatz existiert also ein t′ mit

d(t′) = 1
k . Setze dann tk := t′.

Die Folge (vk)k∈N mit vk := tkek konvergiert also per Konstruktion gegen 0 ∈ R∞. Sei
nun f : R∞ → R die lineare Abbildung de�niert durch f(ek) = 1

tk
. Dann ist f stetig

(siehe oben), aber limn→∞ f(vk) = 1 6= 0 = f(limn→∞ vk). Widerspruch.

Um die Kettenregel zu beweisen, hilft es zu zeigen:

Satz 1. Seien X,Y lokalkonvexe TVR, U ⊆ X o�en und f : X → Y . Dann ist

U [1] := {(x, v, t) ∈ U ×X × R | x+ tv ∈ U}

o�en in U ×X × R und f ist C1 genau dann, wenn eine stetige Funktion f [1] : U [1] → Y

existiert, sodass

f [1](x, v, t) =
1

t
(f(x+ tv)− f(x))

für t 6= 0. In diesem Fall gilt auch df(x, v) = f [1](x, v, 0).

Beweis. Dass U [1] o�en ist, folgt daraus, dass g : U ×X × R→ X mit g(x, v, t) = x+ tv

als Verkettung stetiger Abbildungen stetig ist und U [1] = g−1(U) gilt.

Falls f [1] existiert und stetig ist, gilt für alle (x, v) ∈ U ×X:

f [1](x, v, 0) = lim
t→0

f [1](x, v, t) = lim
t→0

1

t
(f(x+ tv)− f(x)) = df(x, v)
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und somit ist f eine C1-Abbildung.

Seien nun f C1 und x ∈ U gegeben. Da U o�en ist, existiert eine o�ene konvexe

Nullumgebung Wx ⊆ X mit Wx = −Wx und x + 2Wx ⊆ U . Für y ∈ x +Wx, tv ∈ Wx

gilt dann y + [0, 1]tv ⊆ U und somit nach einem Satz aus dem vorigen Vortrag:

1

t
(f(y + tv)− f(y)) =

∫ 1

0
df(y + stv)(v) ds

Da p(
∫ b
a γ(t) dt) ≤ (

∫ b
a p(γ(t)) dt) ≤ supt∈[a,b]{p(γ(t))} · |b − a| gilt, de�niert die rechte

Seite eine stetige Funktion auf (x+Wx)×Wx × [−1, 1]. Also ist durch

f [1](x, v, t) :=

1
t (f(x+ tv)− f(x)), falls t 6= 0∫ 1
0 df(x+ stv)(v) ds, falls x+ [0, 1]tv ⊆ U

eine stetige Funktion de�niert, welche die geforderten Bedingungen erfüllt.

Satz 2 (Kettenregel). Seien X,Y, Z lokalkonvexe TVR; U ⊆ X und V ⊆ Y o�en;

f : U → V und g : V → Z C1-Abbildungen. Dann ist auch g ◦ f : U → Z eine C1-

Abbildung und es gilt:

d(g ◦ f)(x) = d(g)(f(x)) ◦ df(x)

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz 1 gilt für (x, v, t) ∈ U [1]:

1

t
((g◦f)(x+tv)−(g◦f)(x)) = 1

t
(g(f(x)+t·f [1](x, v, t))−g(f(x))) = g[1](f(x), f [1](x, v, t), t).

Da die rechte Seite eine stetige Funktion auf U [1] de�niert folgt die erste Aussage aus

Satz 1. Für t = 0 folgt damit dann auch:

d(g ◦ f)(x)(v) = (g ◦ f)[1](x, v, 0) = g[1](f(x), f [1](x, v, 0), 0) = d(g)(f(x))(df(x)(v)).

De�nition 1. Sei M ein topologischer Hausdor�-Raum und X ein lokalkonvexer TVR.

Eine X-Karte auf M ist ein Homöomorphismus ϕ : U → ϕ(U) für o�ene Teilmengen

U ⊆M , ϕ(U) ⊆ X.

Zwei X-Karten ϕ : U → ϕ(U) und ψ : U → ψ(U) heiÿen kompatibel, wenn U ∩V = ∅
gilt oder ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩V )→ ψ(U ∩V ) ein Di�eomorphismus ist (also glatt mit glattem

Inversem).

Ein X-Atlas auf M ist ein System A = {(ϕi : Ui → ϕi(Ui))}i∈I von paarweise kom-

patiblen X-Karten auf M mit
⋃

i∈I Ui =M .
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Zwei Atlanten heiÿen kompatibel, wenn ihre Vereinigung wieder ein Atlas ist.

Ein (bezüglich Teilmengenrelation)maximaler Atlas A heiÿt auch glatte X-Struktur

auf M und das Paar (M,A) dann (glatte) X-Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 1.

• Die Kettenregel versichert uns die für Di�eomorphismen wünschenswerte Eigen-

schaft, dass die Di�erentiale zueinander inverser Abbildungen wieder invers zuein-

ander sind.

• Aus der Kettenregel folgt, dass Kompatibilität von Atlanten eine Äquivalenz-Relation

ist:

Seien nämlich A1, A2 und A3 drei X-Atlanten aufM , sodass sowohl A1 und A2 als

auchA2 undA3 kompatibel sind, und seien ϕ1 : U1 → ϕ1(U1) und ϕ3 : U3 → ϕ3(U3)

Karten aus A1 und A3 mit U1 ∩ U3 6= ∅. Dann ist ϕ3 ◦ ϕ−11 : ϕ1(U1 ∩ U3) →
ϕ3(U1 ∩ U3) ein Homöomorphismen. Auÿerdem gibt es zu jedem x ∈ U1 ∩ U3 eine

Karte ϕ2 : U2 → ϕ2(U2) in A2 mit x ∈ U2. Bezeichnen g1, g2, g3 die Einschrän-

kungen von ϕ1, ϕ2, ϕ3 auf U1 ∩ U2 ∩ U3. Nach Voraussetzung sind g2 ◦ g−11 (bzw.

g3 ◦g−12 ) glatt auf ϕ1(U1∩U2∩U3) (bzw. ϕ2(U1∩U2∩U3) und aus der Kettenregel

folgt, dass g3 ◦ g−11 = (g3 ◦ g−12 ) ◦ (g2 ◦ g−11 ) glatt ist auf ϕ1(U1 ∩ U2 ∩ U3). Da x

beliebig war, folgt, dass ϕ3 ◦ ϕ−11 : ϕ1(U1 ∩ U3) → ϕ3(U1 ∩ U3) glatt ist. Analoges

folgt für das Inverse. Re�exivität und Symmetrie waren o�ensichtlich und es folgt

die Behauptung.

Jede Äquivalenzklasse A von Atlanten bezüglich Kompatibilität besitzt daher ge-

nau einen maximalen Atlanten:
⋃
A. In der Praxis wird deshalb nur ein (nicht

notwendigerweise maximaler) Atlas angegeben.

• Die De�nition benutzt also vom Di�erenzierbarkeitsbegri� imWesentlichen die Ket-

tenregel (um den oben genannten Wunschkatalog zu erfüllen) und kann daher auf

andere De�nitionen von Di�erenzierbarkeit (mit Kettenregel) angewendet werden.

• Ist X = Rn, so heiÿt n =: dim(M) die Dimension von M .

Beispiel 2 (Sphären).

Sei Sn := {x ∈ Rn+1 : ‖x‖2 = 1}. Dann ist

UN := {x ∈ Sn : x 6= (0, . . . , 0,−1)}, US := {x ∈ Sn : x 6= (0, . . . , 0, 1)}

eine o�ene Überdeckung von Sn und

φN (x1, . . . , xn+1) = (xn+1+1)−1·(x1, . . . , xn), φS(x1, . . . , xn+1) = (xn+1−1)−1·(x1, . . . , xn)
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de�nieren kompatible Karten, also einen Atlas.

De�nition 2. Sei (M,A) eine X-Mannigfaltigkeit und (N,B) eine Y -Mannigfaltigkeit.

Dann heiÿt eine Abbildung f : M → N C1-Abbildung, falls für alle Karten (ϕ : U →
ϕ(U)) ∈ A und (ψ : V → ψ(V )) ∈ B die Abbildung

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V ))(⊆ X)→ V (⊆ Y )

eine C1-Abbildung ist. Analog werden Cn-Abbildungen und glatte Abbildungen

de�niert. ψ ◦ f ◦ ϕ−1 heiÿt auch Koordinatendarstellung von f (bzgl. ϕ und ψ).

Bemerkung 2. Aufgrund der Kettenregel genügt es, die obige Bedingung für Karten von

zu A und B kompatiblen Atlanten zu veri�zieren.
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