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3. ﬂ'bungsblatt — Losungsskizze

Prasenziibungen

Aufgabe P10
(1) Wir zeigen zunéchst ||[z]|| < limsup |z,|. Fiir jedes N € N ist

[[z]]| = d(z,co) = inf [z —ylloo < sup |znl,
yeco n>N
da sup,,> v |z | = ||z — y||co wenn wir die Folge y € ¢y nehmen, fiir die y,, = z;, fiir n < N und y,, = 0.

sonst. Also ist
|[z]]| < inf sup |z, | = limsup |z,|.
N n>N

(2) Fiir die andere Richtung sei € > 0 und sei y € ¢p. Dann existiert ein N mit |y,| < € fiir allen > N.
Nach der Definition des Limes superior existiert ein £ > N derart, dass |zx| > limsup |z,| —e. Dann
gilt:

12 = ylloo > [2x — yr| > |@r] — |yr| > limsup |z, — e —e.

Diese Ungleichung gilt fiir alle y € cg, deswegen gilt sie mit dem Infimum:

inf ||z — yl|oo > limsup |z,| — 2e.
YyEco

Zusammen folgt, dass ||[z]|| = lim sup |zy,|.

Aufgabe P11

Wir zeigen, dass die Menge M = { et f2.e%, .. .} eine dichte Teilmenge aufspannt, wobei f,i =1
fir alle k > 4 und 0 sonst und efg = §;;. Offensichtlich ist M eine abzahlbare Teilmenge von c.

Sei z € ¢ und € > 0. Wir suchen eine Folge y € span M mit der Eigenschaft, dass ||z — y||cc < €. Sei
¢ =limz. Es existiert N > 0, so dass |z, — £| < € fiir alle n > N gilt. Wir definieren

N-1
yszN+ane”€M.

n=0

Dann gilt |z, — y,| < € fiir alle n, d.h. || — y|lec <e.
Offensichtlich spannt die abzihlbare Menge {e!,e?,...} eine dichte Teilmenge in dem Raum ¢ der
Nullfolgen auf.

Aufgabe P12
Da C(]0, 1], K) normiert ist geniigt es eine abzéhlbare Menge A mit C([0,1],K) = spanA anzugeben.



Da die Polynome eine Unteralgebra von C([0,1],K) bilden, die Punkte separiert, alle Konstanten
enthélt, und die beziiglich komplexer Konjugation abgeschlossen ist, folgt aus dem Satz von Stone-
Weierstra$3, daf§ die Polynome dicht in C(]0, 1], K) liegen, ihr Abschluss also C([0, 1], K) ist. Nun ist
die Menge der Monome eine abzdhlbare Menge und eine Basis der Polynome, woraus die Behauptung
direkt folgt.

Hausiibungen

Aufgabe H7

Sei (fi) eine Cauchyfolge in C*([0,1]). Da || ||ce > |- ||oo, ist (fx) auch eine Cauchyfolge in C([0,1]),
der ein Banachraum ist. Deshalb existiert eine stetige Funktion f € C([0,1]) mit || f — fx|lcc — O fiir
k — oo. Nun gilt fir alle s,t € [0,1],s # ¢, und k,l € N:

|(fi = fx)(s) — (fi = fi) ()] I(f = fu)(s) = (f = ) @)

—
|s — t|@ [ |s — t|@

Das linke Glied ist kleiner als [f; — fx]a. Also ist [f — fila < llim [fi — frla k—> 0. Somit ist f in
—00 —00
C([0,1]) und fj konvergiert gegen f fiir die Norm || - ||ca.

Aufgabe H8

Der Satz von Hahn-Banch garantiert zunéchst eine Fiille an nichttrivialen beschréankten linearen
Funktionalen auf X. Fiir v € X konnen wir zum Beispiel die ” Koordinatenabbildung” auf dem von
u erzeugten eindimensionalen Unterraum U := {cu : ¢ € K} betrachten, d. h. das Funktional

fu: U =K, fulcu) :=c||u].

Mit der Hilfe von Hahn—Banach setzen wir das Funktional f, dann zu einem Funktional F}, : X — K
mit gleicher Norm auf den ganzen Raum X fort. Andererseit definiert jedes beliebige von Null
verschiedene Element v € Y eine beschrankte lineare Abbildung durch

g K=Y, gc):=cu.

Die Komposition g, o F;, : X — Y ist somit eine nichttriviale beschrénkte lineare Abbildung von X
nach Y.

Aufgabe H9

Wir definieren
a:=sup{|A(z)] : A€ X’ und ||Allop < 1}

Wegen |[A(z)| < |[Allopllz]| < ||z|| fur beliebiges A € X' mit ||A|op < 1, folgt zunéchst o < ||z||. Sei
andererseits U := {cx : ¢ € K} und

f:U—=K, f(cx):=c|z|.

Dann gilt f € U’ und ||f|op = 1. Der Satz von Hahn-Banach liefert nun eine beschrinkte lineare
Fortsetzung F' : X — K mit ||F|[op = 1. Wegen F(z) = f(x) = ||z folgt somit die Behauptung, d. h.

2] = sup{|A(z)] : A € X" und [[Aflop < 1}.



Aufgabe H10

Wir behaupten, dass der Raum Polg ([0, 1]) der K-wertigen Polynome auf [0, 1] dicht in C*°([0, 1], K)
liegt. Sei hierzu f € C*°([0,1],K). Wir miissen zeigen, dass jede f-Umgebung einen nichttrivialen
Schnitt mit Polg([0, 1]) hat. Nach Aufgabe H2 geniigt es sogar zu zeigen, dass fiir alle € > 0 und alle
n € N ein Polynom P € Polg([0, 1]) existiert mit

pu(f = P) = [1™ = PMloe = sup [f™(t) = PU(1)] <.
te(0,1]

Der klassische Satz von Weierstrass liefert zunéchst ein Polynom @ € Polg([0,1]) mit

1™ — Qo < €.

Somit liefert n-fache Integration von @) ein Polynom P mit der gewiinschten Eigenschaft, d. h.

pu(f = P) = [|f™ = PM | = [ f™ - Q| < e.



