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8. ﬂbungsblatt

Aufgabe

Aufgabe 31

(a) Sei (X,d) ein metrischer Vektorraum mit der Eigenschaft, dass jede offene Nullumgebung U
eine offene konvexe Nullumgebung W enthilt, fiir die zusétzlich A - W C W fiir alle A € K mit
|A| = 1 gilt. Zeigen Sie, dass die Skalarmultiplikation - : K x X — X, (\,z) — A-x, dann stetig
ist.

(b) Sei (X,d) ein reeller metrischer Vektorraum und zusétzlich lokalkonvex d.h. jede offene Nul-
lumgebung enthalt eine offene konvexe Nullumgebung. Zeigen Sie, dass die Skalarmultiplikation
Kx X = X, (\x)— -z, dann stetig ist.

Aufgabe 32

Sei (¢;)ier eine Familie von komplexen Zahlen. Zeigen Sie, dass beide Aussagen dquivalent sind.
(a) Das Supremum sup{z lej|?: J C I,]J| < oo} ist endlich.
Jje€J
(b) Es gilt ¢; # 0 fiir hchstens abzihlbar viele ¢ und >, [¢]* < oo.

In (b) ist es Teil der Aufgabenstellung eine Definition von >, ;[¢;|* zu geben so dass sie fiir
abzahlbares I mit der bekannten Definition iibereinstimmt und die Wohldefiniertheit dieser Defi-
nition ist zu zeigen.

Aufgabe 33

(a) Zeigen Sie, dass eine orthonormale Basis eines Hilbertraums H keine Basis (im algebraischen
Sinn) des Vektorraums H ist, wenn H unendlich dimensional ist.

(b) Sei H ein Hilbertraum mit orthonormaler Basis S und H' ein Hilbertraum mit orthonormaler
Basis T. Zeigen Sie, dass genau dann eine surjektive Isometrie zwischen H und H' existiert
wenn |S| = |T|.

Aufgabe 34

Es seinen (e;)ier und (fj);jes Orthonormalbasen der Hilbertraume H und H'. Auflerdem sei T' der
Vektorraum der formalen Linearkombinationen v = ) «a; je; ® fj, wobei e; ® f; ausschliesslich als
abstraktes Symbol gemeint ist. Wir definieren ein Skalarprodukt auf 7" durch

(v, w) = Z @i iBi;

fir w =3 B je; ® f; und schreiben H ®H' fiir die Vervollstandigung des Pri-Hilbertraums 7.



(a) Zeigen Sie, dass die Menge (e; ® f;)icr jes eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H®H' ist.

Fiir p, ¢ € N betrachten wir nun die Hilbertriume L?(RP) und L?(RY).
(b) Zeigen Sie, dass die Multiplikationsabbildung gegeben durch
Mpq : L (RP)SL(RT) — LARPY),  myg(e; ® fi)(@,y) = ei(@) fi(y)

fiir x € RP und y € R? ein Isomorphismus von Hilbertrdumen ist.

Aufgabe 35

Zeigen Sie, dass die Funktionen ¢, : [0,1] = R, z +— /2 cos(27nz), s, : [0,1] = R, 2 — +/2sin(27nz)
fir n € N und die konstante Funktion 1 eine Orthonormalbasis von L?(u) bilden, wobei u das
Lebesgue-Maf} auf [0, 1] ist.

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass sowohl die stetigen Funktionen C([0,1],R), als
auch die periodischen stetigen Funktionen {f € C([0,1],R) | f(0) = f(1)} dicht in L?(uz) liegen.



