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12. Hausiibungsblatt — Losungsskizze

Aufgabe 53

e Wir bemerken zuerst dass pa(x) < pi(z) stets gilt. Sei U der Untervektorraum von £

so dass, Yx konvergiert. Mit Hahn-Banach definieren wir die Fortsetzung L: ¢*° — R
von z — lim ¥z bzgl. der sublinearen Abbildung ps (cf. Aufgabe 56 (3)). Deshalb ist
der Punkt (2) trivialerweise wahr (benutzen Sie Aufgabe 56 (2) fiir die erste Aussa-
ge). Die zwei letzten Ungleichungen im Punkt (a) sind auch wahr. Fiir die zwei er-
sten Ungleichungen benutzen wir den zweiten Hinweis (—f(z) = f(—z) < p(—x)) und
liminf(yy,) = — lim sup(—yy).

Fiir Punkt (1): ,, > 0 = liminfa > 0 = L(z) > 0. Fiir Punkt (2) bemerken wir,
dass 0,(Sx — x))pen eine Nullfolge ist (Teleskopsumme). Deshalb ist mit Eigenschaft
(2) L(Sx —x) =0, d.h L(Sz) = L(x).

Aufgabe 54

1) Sei e > 0. Fiir p € Nsei F, = {t € R>¢ : Vn > p,|f(nt)] < e}. Diese Mengen
P >

sind abgeschlossen, da f stetig ist. Die Verreinigung von allen F}, ist R>p. Der Satz
von Baire sagt dann, dass ein Fj,, ein nicht leeres Interval (a,b) besitzt. Deshalb ist
|f(z)] < e fiir alle x € (na,nb), wo n > po. Sobald nb > (n + 1)a (d.h. n > ;%) gilt,
gibt es kein Loch zwischen (na,nb) und ((n 4 1)a, (n 4+ 1)b). Deshalb ist |f(x)| < e fiir
x > max(poa, (1 + ;% )a).

(2) Fir alle xz € X, ||z]| <1und alle y € Y gilt ||u(z,y)|| < ||lu(-,9)| - [|z]] < ||u(-,y)|. Die

llu(-, )|l sind fiir alle y beschrénkt, deshalb gilt (Banach Steinhaus)

Aufgabe 55

sup sup [u(z, )| = sup [y = u(z,y)| < oo
lzll<1lyl<1 <1
Trivial
Trivial
Trivial
Fiir alle 0 < e < 1 gilt |Jz|| > (1 —¢)|z|| (da | 27]:[:1 bl ()b, gegen ||z| konvergiert)

(Ausserdem ist es noch wahr fiir e = 0). Wir brauchen eine solche Ungleichung eigentlich
nur fiir eines €. Ein Korollar der offenen Abbildung sagt dann, dass beide Normen
aquivalent sind, sobald (X, || - ||) ein Banachraum ist.

Wir schreiben P, (z) fiir Y ;" b (x)b;. Sei (x) eine Cauchy-Folge fiir || - || und € > 0.
Dann existiert K. so dass ||Pyzr — Phap| < e,Vk, k' > K., Vn > 1(x) gilt. Fiir ein
beliebiges n ist die Folge (P,zy)r eine Cauchyfolge, so konvergiert sie gegen ein yy,.
Die Einschrankungen von Py auf span (by,...,b,) sind stetig, deshalb gilt Ppxz; =
P, (Pyx) — Phyy, fiir m < n. d.h PLy, = ym fiir m < n. So kénnen wir y, als eine
Summe Y, &b;. Wir betrachten die Ungleichung (%) wenn &’ gegen oo strebt und
kriegen:

| Przr — ynl| <e,Vk > K.,Vn>1 (%)

Durch ein §-Argument ist auch (y,), eine Cauchyfolge. Sei dann z = limy, = > 72, &b;.
Dann ist y, = P,z und aus (x%) finden wir fiir alle n und alle k > K_:

Hpnxk - anH = ”ank - yn” <e.

So ist |Jlxp — z|| <e. d.h (X, |- |) ist ein Banachraum, was noch zu beweisen war.
Induktion fiir die Stetigkeit von b};:

Nach Definition von sup gilt ||z| > ||b5(x)b1||. Deshalb ist b} stetig (mit Norm < ||b11||>'




Dann benutzen wir [|z[| > {67 (2)b1 405 (x)ba|| > [|b3(2)ba || |67 (2)b1]| = [|b5(2)ba | [l ]]-
Deshalb gilt ||b3(x)ba|| < 2|z||. Ahnlich geht der Induktionschritt von n nach n + 1.

Aufgabe 56

(1) Ist = durch M > 0 beschréinkt, so gilt auch |& >zl < LpM < M. Daraus folgt
| £]] <1 und die konstante Einsfolge zeigt || X || = 1.

(2) Es geniigt die Aussage fiir Nullfolgen zu zeigen. Konvergiert = gegen 0, und ist € > 0,
so gilt |z, 4x| < § fiir alle & € N und m geeignet (aber fix). Also gilt

n n

1 1 & 1 mmax;—i _m|r;| €
- o= | = . _|_ - . < J [ J —.
n ; i n Z i n Z L= n + 2

= 7j=1 j=m+1

Fiir n geniigend grof} ist die rechte Seite dann kleiner als €.

(3) Fiir A > 0 ist klar, dass p1(Az) = Api(x) und p2(Az) = Ap2(x) gelten.
Aus sup(zn +yn) < Sup o, +sup yy folgt dass p1(z+y) < p1(2) +p1(y) und pa(z+y) <
p2(x) + p2(y)-

Aufgabe 57

Aus der Dreieckungleichung fiir die Operatornorm folgt ||[Id+7'|| < 1+/||T"||. Dass hier Gleichheit

gilt folgt aus einem Widerspruchbeweis: Sei ||[Id+T'|| < 14 ||T'||. Dann ist || 1IiT|LCIZ’FII | <1, und mit

der Neumannschen Reihe ist Id — % invertierbar. Somit ist auch (1 + ||7°||)(Id — %) =
IT'||Id — T invertierbar.




