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Letztes Übungsblatt – Lösungsskizzen
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1. Nein: f(x) = x ist ein Gegenbeispiel.

2. (a) Ja: Nach Satz R:7.12, da alle pn stetig sind.

(b) Nein: z.B. ist die Einschränkung von exp auf [0, 1] der gleichmäßige

Grenzwert von pn =
∑n
k=0

xk

k! . Da exp aber beliebig hohe nicht-
verschwindende Ableitungen hat ist es kein Polynom.

3. Ja: Falls |x| < R, so gilt

∞∑
n=0

|anxn+1| = |x|
∞∑
n=0

|anxn| <∞.

4. Nein: Ein Gegenbeispiel hierfür ist z.B.

f : R2 → R, (x, y) 7→
{

0 falls xy = 0
1 sonst

.

Dann existieren D1f(0, 0) = D2f(0, 0) = 0, aber f in unstetig in (0, 0).

5. Ja, eine Lösung der DGL erfülle ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) > 0 und somit ist ϕ
nach Satz 6.2.5. injektiv.
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1. [2P] Es gilt

ϕ′1(x) = −e−x sin(x) + e−x cos(x)

ϕ′′1(x) = e−x sin(x)− e−x cos(x)− e−x cos(x)− e−x sin(x)

und somit ϕ′′1(x) + 2ϕ′1(x) + 2ϕ1(x) = 0 (analog rechnet man ϕ′′2(x) +
2ϕ′2(x) + 2ϕ2(x) = 0 nach).

2. [1P] Da ϕ1 und ϕ2 die DGL erfüllen gilt

(λ1ϕ1 + λ2ϕ2)′′ + 2(λ1ϕ1 + λ2ϕ2)′ + 2(λ1ϕ1 + λ2ϕ2) =

(ϕ′′1 + 2ϕ′1 + 2ϕ1) + (ϕ′′2 + 2ϕ′2 + 2ϕ2) = 0

Also erfüllt auch (λ1ϕ1 + λ2ϕ2) die DGL.
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3. [2P] Wir suchen nach einer Lösung ϕ(x), die ϕ(0) = 1 und ϕ′(0) = 1
erfüllt. Aus Teil 1. und 2. wissen wir, dass

λ1(e−x sin(x)) + λ2(e−x cos(x)) (1)

für jedes λ1, λ2 ein Lösung ist. Wir versuchen nun für geeignete Wahlen
von λ1 und λ2 die Gleichungen ϕ(0) = 1 und ϕ′(0) = 1 zu erfüllen. Falls
ϕ(0) = 1 gelten soll, so muss λ2 = 1 sein. Soll ϕ′(0) = 1 gelten, so muss
λ1 = 2 gelten. Also ist

ϕ(x) = e−x(2 sin(x) + cos(x))

die (sogar eindeutige) Lösung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 124

1. [2P] Da x2 + 2x+ 2 = (x+ 1)2 + 1 > 0 existiert∫ c

0

1

x2 + 2x+ 2
dx =

∫ c+1

1

1

u2 + 1
du = arctan(c+ 1)− arctan(1)

(Substitution: u = x + 1) für alle c > 0. Da limc→∞ arctan(c + 1) = π
2

konvergiert das Integral. Mit arctan(1) = π
4 erhält man∫ c

0

1

x2 + 2x+ 2
dx =

π

4

2. [3P] Da e−
√

x
√
x

für x→ 0 nicht konvergiert müssen wir die beiden (einseiti-

gen) uneigentlichen Integrale∫ 1

0

e−
√
x

√
x

dx und

∫ ∞
1

e−
√
x

√
x

dx

betrachten. Die Substitution u =
√
x ergibt∫ 1

c

e−
√
x

√
x

dx = 2

∫ 1

√
c

e−u

u
u du = −2(e−1 − e−

√
c)

für c ∈ ]0, 1[. Für c→ 0 konvergiert dieses Integral also gegen 2− 2/e. Die
gleiche Substitution ergibt∫ c

1

e−
√
x

√
x

dx = 2

∫ √c
1

e−u

u
u du = −2(e−

√
c − e−1)

für c > 0. Für c→∞ konvergiert dieses Integral also gegen 2/e. Insgesamt
konvergiert ∫ ∞

0

e−
√
x

√
x

dx

also gegen 2.
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Für x < 1 ist
∑∞
n=0 x

n · (1 − x) = (1 − x)
∑∞
n=0 x

n = (1 − x) · 1
1−x = 1

(geometrische Reihe, [1P]). Für x = 1 erhalten wir
∑∞
n=0 1n · (1 − 1) = 0 [1P].

Die Reihe konvergiert demnach punktweise gegen die Funktion

f(x) =

{
1 falls x < 1,
0 falls x = 1.

Die Konvergenz kann nicht gleichmäßig sein, da die Grenzfunktion unstetig ist
[2P].
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Es genügt den Fall p(x, y) = M zu betrachten: Nehmen wir an, dass n(x, y) =
Axαyβ für ein (x, y) mit P (x, y) = px + qy < M maximal wird, so ergibt
sich ein Widerspruch wie folgt. Da px + qy < M existiert ein Paar (x′, y′) mit
px′ + qy′ < M und x′ > x, y′ > y (weil M,p, q > 0). Also gilt n(x′, y′) =
Ax′αy′β > Axαyβ = n(x, y) da A > 0 und auf Grund der Monotonie der
Funktionen z 7→ zα und z 7→ zβ [1P].
Wir suchen also nach den Extrama von n unter der Nebenbedingung P (x, y)−
M = 0. Da dP (x, y) = (p, q) für alle x, y > 0 eine surjektive lineare Abbildung
ist müssen wir nach dem Satz ueber die Lagrange-Multiplikatoren die Paare
(x0, y0) finden, für die ein λ mit dn(x0, y0) = λ dP (x0, y0) existiert. Also muss

(Aαxα−10 yβ0 , Aβx
α
0 y

β−1
0 ) = λ(p, q)

gelten, was

λ =
Aαxα−10 yβ0

p
=
Aβxα0 y

β−1
0

q

impliziert. Die impliziert wiederum qαy0 = pβx0, also x0

y0
= qα

pβ . Da gleichzeitig

px0 + qy0 = M gelten muss ist dies nur für x0 = αM
p(α+β) und y0 = βM

q(α+β) der

Fall [2P].
Da die stetige Funktion n auf der kompakten (Skizze!) Menge

{(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, P (x, y) = M}

ein Maximum annimmt und dies nicht für x = 0 oder y = 0 angenommen werden
kann, folgt hieraus dass n auf der Menge

{(x, y) : x > 0, y > 0, P (x, y) = M}

ein Maximum annimmt. Nach der obigen Rechnung muss dieses im Punk

(x0, y0) =

(
αM

p(α+ β)
,

βM

q(α+ β)

)
angenommen werden [1P].
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