Ubung zur Analysis 2, SS 2010

9. Ubungsblatt — Lésungsskizzen
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1. Ja, da 0 auf 0 abgebildet wird.
2. Nein, z.B. ist die Abbildung A(z) = 2z linear aber nicht kontrahierend.

3. Ja, denn nach Satz R:9.21 ist dann f differenzierbar auf U und somit
insbesondere stetig.
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Da U beschrinkt ist, gibt es ein R, so dass fiir alle a € U gilt |a| < R (fir U C R"™
ist das dquivalent zu Def. R:2.18). Nach dem Schrankensatz (Satz R:9.19) gilt
weiter |f(a)— f(b)] < Mla—b] < M(R+ R). Fiir ein fixes 29 € U und alle a € U
ist also | F(a)] = |f (@) (z0)+ £ (w0)] < |(@)— (0|1 (zo)| < 2MR-+]f(z0)].
Also ist f beschrénkt (vergleiche Def. R:4.13).
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Es gilt

Difi D2fi Dsfi
Difa Dafy Dsfa
Difs Dafs Dsfs
cos(a) —rsin(a) 0
= | sin(a) cos(B) rcos(a)cos(B) —rsin(a)sin(s)

o B
sin(a) sin(8) rcos(a)sin(fB)  rsin(a) cos(B)

[df (r, a, B)]

Alle partiellen Ableitungen sind stetig, und somit (Satz R:9.21) ist f auf ganz
R3 differenzierbar, mit df wie angegeben.
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1. [2P] Nach Satz R:9.21 geniigt es, zu zeigen, dass alle partiellen Ableitungen
von f auf U existieren und stetig sind. Es gilt

of y_ 90 1 Ll o 2\~ 2 _—m
) (r) = 971 /)2 £ (222 = 2(@1) + (22) ) 2r1 = EE
und
o9f ) = —*2
A

Also existierten die partiellen Ableitungen. Da 1/|x| stetig ist auf R?\ {0},
sind diese auch stetig.



2. [3P] Es gilt
g(t) = F(y(®) = (2 +1)2 +1°) 2

also

g t) = —%((tQ +1)2+1¢%) 72 (2 + 1)2t +6°) .

Uber die Kettenregel erhilt man nach Bemerkung R:9.18

g'(t) = df (v(1))Y'(¢)
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Sei {uq,...,u,} die Standardbasis von R™. Nach Voraussetzung gilt fr(z+h)—
fr(x) = Agh+ri(h) firk = 1,...,nmit Ay € L(R™,R) und limy, o |rx(h)|/|h| =
0. Dann gilt fir h+x € U,

fla+h) = f(z) =Y (fule+h) = fr(z))ux
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Ap()u + > ri(h)ug = Ah+r(h)
k=1
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wobei Ah :=>"7_ | Ap(h)uy,sodass A € L(R™,R™), und r(h) := > _; ri(h)uy.
Mit der Dreiecksungleichung gilt

[r()|/[hl <> Irk(B)[/IR
k=1

und die rechte Seite geht gegen 0 fiir h — 0. Also auch limy_,q |r(R)|/|h| = 0.
Nach Definition (siehe Bemerkung R:9.13a) ist df (x) = A.

Zusatzaufgabe: Da Projektion pr, : R” — R, (z1,...,x,) — xj linear ist,
sit sie insbesondere auch differenzierbar. Daher folgt die differenzierbarkeit von
fr = pri o f aus der Kettenregel.
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Wir schreiben h = hyey + hges + ... + hpe,, Wobel eq, ..., e, die Standard-Basis
von R” ist. Dann gilt

fa+h) = f@) =Y (fla+v) = fla+vi)) .
k=

1



wobei wir vg = 0 und v, = Zle hie; fir k = 1, ..., n setzen. Nach dem Mittel-
wertsatz gibt es ein & € ]0, h;[, so dass

fxtvg)—=f(zdvp—1) = f(atvp_1+hrer)—f(x+vi—1) = Dif(x+vp—1+Eer) Iy .
Sei
M :=sup{D;f(z)|i=1,...,n, x €U},

dann gilt nach der Dreiecksungleichung

n

[f@+h) = f@)] <D |f@+o) = fle o) <MY fop —vga]
k=1

k=1

= MY |hi| < Mnsup{|hal, .., b}
k=1

Falls € > 0 und |h| < g1-¢, so gilt |h| < g€, also sup{|hi, ..., |hn|} < §h-e
und somit

Iﬂw—f@ﬂéﬂmﬁ%aze

falls |z — y| < ﬁs. Also ist f stetig.



