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9. Übungsblatt – Lösungsskizzen
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1. Ja, da 0 auf 0 abgebildet wird.

2. Nein, z.B. ist die Abbildung A(x) = 2x linear aber nicht kontrahierend.

3. Ja, denn nach Satz R:9.21 ist dann f differenzierbar auf U und somit
insbesondere stetig.
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Da U beschränkt ist, gibt es ein R, so dass für alle a ∈ U gilt |a| ≤ R (für U ⊂ Rn
ist das äquivalent zu Def. R:2.18). Nach dem Schrankensatz (Satz R:9.19) gilt
weiter |f(a)−f(b)| ≤M |a−b| ≤M(R+R). Für ein fixes x0 ∈ U und alle a ∈ U
ist also |f(a)| = |f(a)−f(x0)+f(x0)| ≤ |f(a)−f(x0)|+|f(x0)| ≤ 2MR+|f(x0)|.
Also ist f beschränkt (vergleiche Def. R:4.13).
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Es gilt

[df(r, α, β)] =

D1f1 D2f1 D3f1
D1f2 D2f2 D3f2
D1f3 D2f3 D3f3


=

 cos(α) −r sin(α) 0
sin(α) cos(β) r cos(α) cos(β) −r sin(α) sin(β)
sin(α) sin(β) r cos(α) sin(β) r sin(α) cos(β)


Alle partiellen Ableitungen sind stetig, und somit (Satz R:9.21) ist f auf ganz
R3 differenzierbar, mit df wie angegeben.
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1. [2P] Nach Satz R:9.21 genügt es, zu zeigen, dass alle partiellen Ableitungen
von f auf U existieren und stetig sind. Es gilt

∂f

∂x1
(x) =

∂

∂x1

1√
(x1)2 + (x2)2

= −1

2

(
(x1)2 + (x2)2

)− 3
2 · 2x1 =

−x1
|x|3

und
∂f

∂x2
(x) =

−x2
|x|3

.

Also existierten die partiellen Ableitungen. Da 1/|x| stetig ist auf R2\{0},
sind diese auch stetig.
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2. [3P] Es gilt

g(t) = f(γ(t)) =
(
(t2 + 1)2 + t6

)− 1
2

also

g′(t) = −1

2

(
(t2 + 1)2 + t6

)− 3
2 · (2(t2 + 1)2t+ 6t5) .

Über die Kettenregel erhält man nach Bemerkung R:9.18

g′(t) = df(γ(t))γ′(t) =
(
∂f
∂x1

(γ(t)) ∂f
∂x2

(γ(t))
)(

γ′1(t)
γ′2(t)

)
=
(
−(t2+1)
|γ(t)|3

−t3
|γ(t)|3

)( 2t
3t2

)
=
(
(t2 + 1)2 + t6

)− 3
2 · (−2(t2 + 1)t− 3t5) .
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Sei {u1, . . . , un} die Standardbasis von Rn. Nach Voraussetzung gilt fk(x+h)−
fk(x) = Akh+rk(h) für k = 1, . . . , nmitAk ∈ L(Rm,R) und limh→0 |rk(h)|/|h| =
0. Dann gilt für h+ x ∈ U ,

f(x+ h)− f(x) =

n∑
k=1

(fk(x+ h)− fk(x))uk

=

n∑
k=1

Ak(h)uk +

n∑
k=1

rk(h)uk = Ah+ r(h) ,

wobeiAh :=
∑n
k=1Ak(h)uk, so dassA ∈ L(Rm,Rn), und r(h) :=

∑n
k=1 rk(h)uk.

Mit der Dreiecksungleichung gilt

|r(h)|/|h| ≤
n∑
k=1

|rk(h)|/|h| ,

und die rechte Seite geht gegen 0 für h → 0. Also auch limh→0 |r(h)|/|h| = 0.
Nach Definition (siehe Bemerkung R:9.13a) ist df(x) = A.

Zusatzaufgabe: Da Projektion prk : Rn → R, (x1, ..., xn) 7→ xk linear ist,
sit sie insbesondere auch differenzierbar. Daher folgt die differenzierbarkeit von
fk = prk ◦ f aus der Kettenregel.
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Wir schreiben h = h1e1 + h2e2 + ...+ hnen, wobei e1, ..., en die Standard-Basis
von Rn ist. Dann gilt

f(x+ h)− f(x) =

n∑
k=1

(
f(x+ vk)− f(x+ vk−1)

)
,
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wobei wir v0 = 0 und vk =
∑k
i=1 hiei für k = 1, ..., n setzen. Nach dem Mittel-

wertsatz gibt es ein ξk ∈ ]0, hi[, so dass

f(x+vk)−f(x+vk−1) = f(x+vk−1+hkek)−f(x+vk−1) = Dkf(x+vk−1+ξkek)·hk .

Sei
M := sup{Dif(x) | i = 1, ..., n, x ∈ U} ,

dann gilt nach der Dreiecksungleichung

|f(x+ h)− f(x)| ≤
n∑
k=1

|f(x+ vk)− f(x+ vk−1)| ≤M
n∑
k=1

|vk − vk−1|

= M

n∑
k=1

|hk| ≤Mn sup{|h1|, ..., |hn|}.

Falls ε > 0 und |h| ≤ 1
Mnε, so gilt |hk| ≤ 1

Mnε, also sup{|h1|, ..., |hn|} ≤ 1
Mnε

und somit

|f(y)− f(x)| ≤Mn
1

Mn
ε = ε

falls |x− y| < 1
Mnε. Also ist f stetig.
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