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Priasenzaufgaben:

Aufgabe P13:
Sei w = 0.31 und (zy,) eine durch

xk+1:xk®w7k:071727'“7 ZU():O

rekursiv definierte Folge von Winkeln aus S!. Berechnen Sie die ersten 10 Folgenglieder
T1,T9, ..., L10-
Losung:

0.31,0.62,0.93,0.24,0.55,0.86,0.17,0.48,0.79, 0.1

Ein linker bzw. rechter Nachbar von zy ist ein xy, fiir das kein x; mit j < k zwischen Null
und z; liegt. Geben Sie alle linken und rechten Nachbarn mit Index < 10 an.

Losung: x1 = 0.31 st linker und rechter Nachbar, o = 0.62 und x3 = 0.93 sind linke, x4 = 0.25
1st rechter Nachbar, x7 = 0.17 ebenfalls, gefolgt von x1y = 0.1.

Wie oft hat die ,,Saatmaschine“ den Kreis umrundet, wenn sie einen Samen in x1g einsetzt?
Losung: Wegen 10 -0.31 = 3.1 genau 3 mal.

Wie grofl wire w, wenn x1p = 0 nach genau dreimaligem Umrunden wére?
Losung: w = 0.3.

Aufgabe P14:
Sei (z) die durch
Tl =T Pw,k=0,1,2,..., x29=0

rekursiv definierte Folge von Winkeln mit einem unbekannten w € S*.

Es sei 11 - o ,ungefiahr 5, also w ~ % Welche Informationen iiber w erhalten Sie, wenn x1; ein
rechter (linker) Nachbar von zy = 0 ist?

Lésung: Es wire w = 2, wenn x1; = 0. Da im rechten bzw. linken Fall ein wenig weiter

11’
(weniger) gedreht wurde, muss w > % brw. w < % gelten.

Ubungsaufgaben: (Abgabe 19. Mai 2006)

Aufgabe U11
Bekanntlich (Kap. 11.4.4.3) wird eine Drehung von IR? in den IR? durch eine 2 x 2-Matrix
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Rl = (Se) sl

bestimmt. Dabei ist a der Drehwinkel im Bogenmaf}. Messen wir den Winkel in unserem Maf3
(e € St =[0,1)), so lautet die Drehmatrix

cos(2ra) —sin(27ra)

R(a) = (sin(?my) cos(2ma) )
e Zeigen Sie
R(a® B) = R(a) - R(9),
wobei das Malzeichen die Matrizenmultiplikation bezeichnet.
Losung: Man muss die beiden 2 X 2-Matrizen miteinander multiplizieren und Additions-

theoreme benutzen.

e Die Menge aller dieser Drehmatrizen bildet mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
Welches ist das neutrale Element? Welche Drehmatrix ist invers zu R(«)? Losung: Das
neutrale Element ist die Einheitsmatriz. Das inverse Element von R(a) ist R(—«) =
R(1 — a).

Aufgabe U12:
Berechnen Sie die ersten 20 Folgenglieder, die der Rekursion

£k+1:£k+wak2071727'“7 5(]:0
(eine reelle Zahlenfolge)

Tp1 =T Bw, k=0,1,2,..., x29=0

(eine Folge von Winkeln aus S*)

geniigen und zwar fiir a) w = 0.2 und b) w = 0.21.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen diesen beiden Folgen?

Loésung:
w=0.2:
& =k-02k=1,2,..20.
xk :0.2,0.4,0.6,0.8,0.0,0.2, .......
w = 0.21:

& =k-021,k=1,2,..20.
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xr +0.21,0.42,0.63, 0.84, 0.05, 0.26,0.47, 0.68, 0.89, 0.10, 0.31, 0.52, 0.73, 0.94,
0.15,0.36,0.57.0.78,0.99, 0.2

Es gilt 2 = { mod 1 (s. Vorlesung!).
Aufgabe U13:

e Betrachten Sie die Folge (1) aus Aufgabe Ul2 zu w = 0.21. Ein linker bzw. rechter
Nachbar von z ist ein zy, fiir das kein x; mit j < k zwischen Null und z;, liegt. Geben
Sie alle linken und rechten Nachbarn mit Index < 20 an.

Losung: Linke Nachbarn: xy, 2o, x3, x4 = 0.84, 29 = 0.89, 214 = 0.94, 219 = 0.99
Rechte Nachbarn: xq, x5 = 0.05

e Wenn Sie bisher richtig gerechgnet haben, erhalten Sie x99 = 0.2 in der letzten Teilaufgabe.
Welches sind die néichsten drei rechten Nachbarn von xy = 0 (gesucht sind die néchsten

k > 20, so dass xy rechter Nachbar ist; auch zy, ist gesucht.) Es wire super, wenn Sie eine
GesetzméBigkeit entdecken wiirden.

Lé')sung: Loy = 004, T43 = 003, T2 — 0.02.

Jeder Index ist die Summe des letzten rechten und des linken Indez.

e Man wisse von einer durch
Tl =T Pw,k=0,1,2,..., x29=0

rekursiv definierte Folge von Winkeln, dass 197 ein linker (rechter) Nachbar von zy = 0
ist und dass die Saatmaschine bis zum Samen Nr. 107 hierfiir (im linken Fall fast) 37
Umrundungen benétigt. Was kénnen Sie iiber w schliefen? Was ist, wenn x197 = 07

%, im rechten Fall w > 3L. Wenn x197 = 0, gilt

Losung: Im linken Fall gilt w < 107

Gleichheit.

Aufgabe U14:

e Definieren Sie mit Hilfe des Abstandsbegriffs d(«, 3) auf S! die Begriffe Grenzwert und
Hiufungspunkt einer Folge (cv,) aus S!, vgl. Def. I11.1.7 und Def. T11.1.20.

Loésung: Definition:

Eine Folge (av,) aus S* hat einen Grenzwert o € S' genau dann, wenn es zu jedem
e >0 ein ng € IN gibt mit

d(am, ) < € fir alle n > ny.
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Man schreibt auch
a = lim a,.

n—oo

Definition:

a € St heift ein Hiufungspunkt der Folge (o) aus S, wenn sich in jeder noch so kleinen
e-Nihe von o Folgenglieder o, zu unendlich vielen Indizes n aufhalten. Genauer: Fiir alle
e > 0 enthdlt die Menge M(e) := {n € IN: d(a,, a) < €} unendlich viele Elemente. Oder:
Zu jedem € > 0 und jedem ng € IN gibt es stets ein n > ng mit d(a,, ) < ¢.

Wogegen konvergiert die Folge (ov,) mit «,, := cos(1/n)? Hinweis: Sie konnen zunéchst
den Grenzwert in IR berechnen und dann diesen in einen Winkel ,,umrechnen®.
Losung:

Als reelle Zahlenfolge gegen Eins, in S* gegen a = 0.

Kann eine rekursiv definierte Folge
Tl =T Dw, k=0,1,2,...

einen Grenzwert haben? Hier geniigt eine weniger formal begriindete, richtige Antwort.

Losung: Nur, wenn w = 0.

Welche Haufungspunkte hat sie im Falle von rationalen Zahlen w = %’ und im Falle von

irrationalen Zahlen w?

Losung: Es gibt im rationalen Fall die ¢ Haufungspunkte f—],j =0,1,2,..,q — 1. Im irra-
tionalen fall sind alle Winkel Haufungspunkte, da der Orbit dicht liegt.

Definiere f : S' — S durch x + 2x mod 1 und betrachte die rekursiv definierte Folge
L4+1 = f(l’k), k= 0, 1, 2,
Fiir welche xy konvergiert diese Folge? Gegen welchen Grenzwert? Auch hier geniigt eine

Lintuitive“ Antwort.

Losung: Wenn einmal x, = 0, so bleiben alle nachfolgenden Folgenglieder bet o :== 0, d.h.
es gilt dann x; = 0,7 =k, k+1,.... Wenn x¢ eine rationale Zahl ist mit einer Zweierpotenz
im Nenner, so konvergiert (xy) also gegen o = 0.



