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1 Das Lebesgue-Integral

1.1 Zuginge zur Lebesgueschen Integrationstheorie

Wir folgen [Kl, §7.1-2.]. Wir erinnern zunéchst an den Riemannschen Integralbegriff:

Definition 1.1.1
1. Eine (reellwertige) Treppenfunktion auf einem Intervall [a,b] C R ist eine Funktion der
Form

p:la,b] > Ria=x; <z <...<z,=0b, o¢|(xi-1,2;) =¢;.
Fiir eine Funktion f: [a,b] — R ist das Oberintegral
*b b
/ f(z)dx := inf {/ o(x)dx | ¢ Treppenfunktion,Vx : p(z) > f(x)}

und das Unterintegral

/bf(x)d:p = sup {/bga(m)dx | ¢ Treppenfunktion,Vz : p(x) < f(:r)} .

Man beachte, dass hier eingeht, dass R ein geordneter Korper ist.

2. Wir haben dann definiert, dass eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R Riemann-
integrierbar heifit, genau dann, wenn Oberintegral und Unterintegral iibereinstimmen:

/a*bf(a:)dx = /*: f(z)dx

Bemerkungen 1.1.2.
1. Aus der Definition folgt sofort: ist f unbeschrénkt, so ist

/*foder f=tcc.

*

Betrachten Sie z.B.

0,x =0,

f:0,1] >R, z—<1
—,x > 0.
xXr

Fiir eine nach oben unbeschriankte Funktion gibt es keine Treppenfunktion ¢ mit ¢ > f.

1
2. Wir betrachten fiir die unbeschrankte Funktion f(z) = 72 = — das Integral
x

7
/;%dx
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als uneigentliches Integral:

/ —da; = [2v/x]! = 2V1 — 2/ —5702

Wir konnen hier nicht direkt mit dem “ersten Teilintervall” der Zerteilung des Ur-
bildbereichs umgehen und nehmen daher einen Grenzwert. Im Lebesgue-Integral wird
stattdessen der Zielbereich geteilt, —oco < y; < ... < yr < oo und man setzt

J f=1lm} y;-Lange(fyi—1,vi]).

3. Als weiterem Integral wollen wir

Udx

1 X

einen Sinn geben. Wir versuchen verschiedene Moglichkeiten:

(a)
/ dx / dac dx
-1 -1
—e 1dl’

. x .
= lim — + lim —
e=0 /) 41 e—0 e T

Die beiden Integrale existieren einzeln nicht, da lim._,qIn € nicht existiert.

(b) Wir nehmen den Grenzwert bei beiden Integralen gleichzeitig:

—& 1
d_x_h </ dm+/ dx)
1z e—0
. dx / dx
:hm
5—>0

(c¢) Das Vorgehen ist aber recht willkiirlich: wir wihlen die Grenzen links und rechts der
Null unterschiedlich, etwa:

Udz “Cdx Vdx
— = lim( —+ [ —)
1 v 20, 2 X

S _ 1 LY — lim(—
= il_r%([ Inz]; + [Inx],,) ll_r%( Ine + In2e)
=lim(—Ine+In2+1Ine) =1In2

e—0

Hétten wir ein anderes Verhiltnis fiir die Grenzen gewihlt, so hitten wir auch In 3
oder andere Werte bekommen konnen.

4. Betrachte die stetige Funktion

sin x
fir z > 0,
flx)=9 =
1 fir z = 0.

Man kann zeigen, dass das uneigentliche Integral existiert:

*sinx ) bsing T
dz = lim dr = —.
0 2

xT b—o0 0 €T
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Es existiert dann aber nicht das Integral des Absolutbetrags |f|:

o) OOC
dx > — =00
J 2

fiir eine geeignete Konstante c. Fiir Lebesgue-Integrale gilt in dieser Situation dagegen: f
ist integrierbar genau dann, wenn |f| integrierbar ist. (Hier ist also das Riemann-Integral
etwas leistungsfahiger.)

sin x

. Betrachte die Dirichlet- Funktion mit einer dichten Menge an Sprungstellen

0 fir z € R\ Q,

f: [0’1]_)R’x'_>{1fﬁr:ce@.

Ober- und Unterintegral berechnen sich zu

/0*1 f(z)dx =1 und /*: f(z)dx =

Da sie verschieden sind, ist die Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar.

Andererseits passt die Teilmenge @ C R in eine abzéhlbare Vereinigung |J,[a;, b;] von
Intervallen, die so gewihlt werden kann, dass ihre Gesamtliange kleiner als ), [b; — a;| < e
fiir jedes € > 0 ist.

Um das zu sehen, wihle eine Abzéhlung ¢, ¢o, ... von Q. Wahle ein a mit 0 < @ < 1 und
setze

1 . 1 .
la;, b] = [Qi - 50/’7% + 5042} 1

Dann ist

oo o0 o0

i i 1
E |bi—ai\:5 04:042 o' = as
i=1 i=1 i=0 -

was fur a — 0 beliebig klein wird. Man hétte daher gerne einen Integralbegriff, fiir den
f r)dr = 0 gilt.
0

. Das Riemann-Integral hat Eigenschaften, die fiir die Praxis ungiinstig sind: betrachte eine
Funktionenfolge f,: [a,b] — R. Wir wissen: konvergiert f, in der Supremumsnorm gegen
f, so konvergieren die Riemann-Integrale:

[a=]s

Dies folgt, weil || f, — f|| < € impliziert

|/fn /f|</ fa— fl <eb—al.

Punktweise Konvergenz, also f,(x) — f(z) fiir alle € [a,b] reicht aber nicht aus, um
auf Konvergenz der Integrale zu schliefen.

Fiir das Lebesgue-Integral gilt aber der Satz von der majorisierten Konvergenz: gilt
fa(z) — f(x) (sogar bis auf einer Menge vom Volumen Null) und existiert eine inte-
grierbare Funktion g mit |f,| < |g|, so ist f integrierbar und

i [ =[5



7. Wir hatten schon in der Theorie der Fourier-Reihen gesehen, dass wir durch Riemann-
quadratintegrable Funktionen keinen Hilbert-Raum erhalten.

Die Dirichlet-Funktion ist ein Beispiel einer charakteristischen Funktion:

Definition 1.1.3

Sei A C R™. Die charakteristische Funktion oder auch Indikatorfunktion der Teilmenge A ist
die Funktion

1,z e A,

14: R" R mitz—
0,z ¢ A.

Insbesondere ist die Dirichlet-Funktion die charakteristische Funktion f = lgno-

Bemerkung 1.1.4.
Es gibt zwei Vorgehensweisen fiir eine sinnvolle Integrationstheorie:

1. Uber MaBtheorie. Wir zerlegen nicht, wie beim Riemann-Integral, den Urbildbereich,
sondern den Bildbereich einer Funktion f: R™ — R

—0o < << ... < <0

und approximieren das Integral durch die endliche Summe

o

-1

¢i - p(f (e, o).

1

1

Damit vermeiden wir das Problem des Riemann-Integrals, dass die Funktion beschriankt
sein muss. Wir brauchen aber dann ein Maf, also eine Funktion, die (zumindest gewissen)
Teilmengen A C R™ ein Volumen, also eine Zahl u(A) € R>g = R, U{0} zuordnet. Solche
Mafle sind nicht ganz leicht zu konstruieren, sind aber fiir Anwendungen von unabhéngiger
Bedeutung.

2. Uber Funktionenrdume: wir approximieren wieder Funktionen durch Treppenfunkionen,
aber verwenden einen anderen Approximationbegriff, der durch die L!-Halbnorm gegeben
ist. Diesen Zugang werden wir nun fiir Funktionen auf dem R™ verfolgen.

Definition 1.1.5

1. Ein Quader () C R" ist das direkte Produkt I; x ... x I, € R"™ von n beschrinkten,
nicht-leeren Intervallen I,, C R. Diese Intervalle diirfen offen, halboffen, abgeschlossen
sein und auch aus einem einzigen Punkt bestehen. FEindimensionale Quader sind also die
Intervalle (a,b), (a,b], a,b), [a,b], wobei im letzten Fall auch a = b sein darf.

2. Das Volumen eines solchen Quaders ist die nicht-negative reelle Zahl
0(Q) == va(Q) := H 1| = H(bu — au).
pn=1 pn=1

In einer Hyperebene enthaltene Quader () haben das Volumen 0; man nennt sie ausgear-
tete Quader.



3. Eine Funktion ¢: R™ — C heifit Treppenfunktion auf R", wenn es endlich viele paarweise
disjunkte Quader (); C R™ gibt, so dass

(a) die Funktion ¢ auf jedem Quader Q) konstant ist.
(b) ¢(x) =0 fiir alle x € R™ \ UQy, gilt.

Bemerkungen 1.1.6.

1. Man beachte, dass man die Vereinigung endlich vieler Quader auch als die Vereinigung
endlich vieler disjunkter Quader darstellen kann.

2. Man zeige, dass wenn ¢, ¢ Treppenfunktionen sind, auch

(a) ihre Summe ¢ + ¢

(b) jedes skalare Vielfache Ap

(c) der Absolutbetrag |¢|

(d) im Fall von reellwertigen Treppenfunktionen: Maximum max(p, ) und Minimum

min (e, 1)

Treppenfunktionen sind. Insbesondere bilden Treppenfunktionen einen Vektorraum.

3. Treppenfunktionen lassen sich schreiben als endliche Summe charakteristischer Funktio-
nen disjunkter Quader @); C R™,

= ZcilQi mit ¢; € C und E endlich. (1)
i€E

Umgekehrt ist jede endliche Summe von charakteristischen Funktionen von Quadern eine
Treppenfunktion, auch wenn die Quader nicht disjunkt sind.

4. Wir kénnten auch Funktionen mit Werten in einem reellen oder komplexen Banachraum
betrachten.

Definition 1.1.7
Das Integral einer Treppenfunktion der Form mit disjunkten Quadern ist die komplexe Zahl

[ etadei= 3" co@)

i€E

Satz 1.1.8.

Dieses Integral ist wohldefiniert, héngt also nicht von der Darstellung der Treppenfunktion als
Linearkombination charakteristischer Funktionen von disjunkten Quadern ab.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

1. [ ist eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum der Treppenfunktionen.
2. Sei ¢ eine Treppenfunktion. Dann gilt: | [ ¢dz| < [ |¢|dz.

3. (Monotonie:) Sind ¢, ¢ reellwertige Treppenfunktionen und gilt ¢ < 1, so folgt [ pdx <
[ da.



Beweis.
Um zu zeigen, dass das Integral wohldefiniert ist, verwenden wir Induktion nach der Dimension
n; der Fall n = 1 wurde bereits im ersten Semester erledigt und ist elementar.

Fiir den Induktionssschritt zerlege R® = RP x R™P mit 0 < p < n. Wir schreiben ent-
sprechend R" 5 z = (z,y) mit z € RP? und y € R"P. Entsprechend schreiben wir Quader als
Produkte von Quadern:

Q=Q"x Q"

man beachte, dass fiir die charakteristische Funktion gilt

Lo(x,y) = 1go(7) - 1gn-»(y).

Sei ¢ Treppenfunktion wie in , dann gilt:
ole,y) = alo(@y) = Y alg (@) L (y)
k k

Fiir jedes festes y € R" 7P erhalten wir eine Treppenfunktion
k

Nach Induktionsannahme hat jede Treppenfunktion ¢, ein wohldefiniertes Integral; dies ergibt
eine Funktion auf R"~P

RP

Yy py(x)dr = Z Ckvp(QZ)lQZ—P (),
k

die eine Treppenfunktion ist und die darum, wiederum nach Induktionsannahme, das wohlde-
finierte Integral

/]Rn—p </]Rp w(x,y)dx) dy = zk: ckvp(Qr) - Unp(Q) 7)) = Zk: crv(Qr)

besitzt. Die linke Seite ist nach den Induktionsannahmen unabhéngig von der Darstellung der
Treppenfunktion ¢. Wir setzen daher

/ p(2)dz = crvn(Qu)-

k

Mit Hilfe dieser Formel beweist man auch induktiv die Rechenregeln. O

Aus dem Beweis folgt sofort:

Korollar 1.1.9 (Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen).
Mit obigen Bezeichnungen gilt:

/n p(z,y)d(z,y) = /Rn_p (/R so(x,y)dx) dy = /R (/R_ w(ny)dy) dz.



Bemerkung 1.1.10.

Wir betrachten ab jetzt — und nur im Rahmen der Integrationstheorie! — Funktionen
f: R" — CU{oo}. Dabei gelten die folgenden Konventionen:

00+ ¢ =c4 oo := o0 fiir alle c € C.

o0 - c=c-00:= o0 fiir alle ¢ € C* U {o0},

0-0=0-00:=0.

Das Integral fR f soll den Flacheninhalt unter dem Graphen von f liefern. Dazu wollen
wir den Graphen von f mit Rechtecken endlicher Gréfle {iberdecken. Da wir zulassen wollen,
dass die Funktion auf ganz R definiert und auch unbeschrénkt ist, brauchen wir moéglicherweise
abzahlbar unendlich viele Rechtecke.

Definition 1.1.11
1. Gegeben sei f: R" — C U {oc}. Eine Hiillreihe zu f ist eine Reihe

o
P = Z Ck‘le mit ¢, € RZO

wobel

(a) Qy offene Quader im R™ sind.
(b) Fiir jedes x € R™ gilt

| ( ‘ <(I) chle €R>0U{OO}
k=1
Wir definieren den Inhalt der Hiillreihe ® durch die Summe

chv Qk G R>0 U {OO}

k=1
2. Unter der L*-Halbnorm von f: R" — C U {oo} versteht man das Infimum

| f|l1 ;= inf{I(®) | ® Hiillreihe zu f}.

Bemerkung 1.1.12. Es liegt keine Norm vor: Es ist oo als Wert zugelassen, und aus || f||; = 0
folgt nicht f = 0. Ein Beispiel fiir letzere Aussage ist die charakteristische Funktion eines
Quaders A, der in einer Hyperebene enthalten ist. Man findet offene Quader beliebig kleiner
Dicke. Daher ist das Infimum Null, aber die charakteristische Funktion 1, ist nicht null.

Satz 1.1.13.
Fiir Funktionen f, fy(k > 1): R® - CU {oco} und ¢ € C gilt:

L |[e- fllo=lel - [ £]]1,
2. [AL < |l = Al < I fall1



3. die verallgemeinerte Dreiecksungleichung: sei (f;) eine Familie von Funktionen. Dann gilt
||Z|fk| I < ZkaHl-
k=1 k=1

Beweis.

Die ersten beiden Aussagen lassen sich durch Betrachtung von Mengen von Hiillreihen beweisen.
Wir zeigen nur die verallgemeinerte Dreiecksungleichung, und zwar fiir nicht-negative Funktio-
nen fi,: R* - RU{oo}. Sei e > 0. Wihle fiir jede Funktion fj eine Hiillreihe &y := )", cixlo,,
mit Inhalt

€
I(®y) < |[fill + ok
Dann ist die Summe
P = ZCI)k = Zcileik
k ik

eine Hiillreihe fir ), fi. Sie hat Inhalt

I(®) = ZCikU(Qz’k) = ZZQW(QM) < Z | fells + €.
%

ik koo
O
1.2 Das Lebesgue-Integral und zwei “kleine” Sitze
Lemma 1.2.1.
1. Fiir die charakteristische Funktion eines abgeschlossenen Quaders A C R™ gilt ||14]|; =
2. Fiir jede Treppenfunktion ¢ auf R” gilt ||¢||1 = [g. |¢|dz.
Beweis.
1. Indem man offene Quader @ mit v(Q) = v(A)+e betrachtet, stellt man fest, dass ||14]|1 <
v(A) gilt.

Unter Ausnutzung der Kompaktheit von A zeigt man, dass fiir jede Hiillreihe & = Yo clg,
zu 1, gilt, dass I(®) > v(A) (Ubg). Damit gilt auch ||14][1 > v(A).

2. Da die Treppenfunktionen |p| und ¢ die gleiche Menge von Hiillreihen und damit die
gleiche Halbnorm || - ||; besitzen, nehmen wir ¢ > 0 an. Betrachte eine Darstellung

@ = chle + ZdilRi
k=1 1=1

mittels disjunkter Quader, wobei die Quader @)}, offen sind und die Quader R; das Volumen
Null haben. Weil die Quader disjunkt sind, folgt aus ¢ > 0, dass ¢ > 0 und d; > 0 gilt.

Fiir € > 0 konnen wir fiir jeden Quader R; einen offenen Quader R} D R; mit v(R}) <€

wahlen. Dann ist
S

o = chle + idlef

k=1 i=1



eine Hiillreihe zu ¢. Es folgt

T

lolh < 1@) = 3 (@) +€ > d,

k=1 i=1

und daher .
el < ZCkU(Qk) = /gpdx.
k=1

Um die umgekehrte Abschétzung zu erhalten, betrachte einen abgeschlossenen Quader
A, so dass p(z) = 0 fiir x ¢ A. Sei ferner M := max . Dann ist die Treppenfunktion
1 := M1, — ¢ nicht negativ. Fiir ein nicht-negatives v gilt, wie wir gerade gesehen haben,

1] < / Pz,

Damit folgt
/ ol — / (M14— $)dz < |lo + 4l — 190 < llols.

Im ersten Schritt ging die Definition von v ein; im zweiten Schritt Teil 1 und die
Abschétzung fiir [ 1. Der dritte Schritt ist die Dreieckungleichung [1.1.13\3 fiir die Halb-

norm.

O

Lemma 1.2.2.
Sei f: R" — CU {0} eine Funktion, und ¢y eine Folge von Treppenfunktionen, so dass

k—o00

1f = erlls =70,

Dann konvergiert die Folge [ ¢ komplexer Zahlen gegen eine komplexe Zahl. Der Grenzwert
einer solchen Folge hingt nicht von der Wahl der Folge von Treppenfunktionen ab.

Beweis.
Seien ¢, 1 Treppenfunktionen. Dann gilt

‘/¢dx_/¢dx

Hier haben wir erst Satz [I.1.812, dann Lemma [.2.1]2 fiir Treppenfunktionen und schlielich
die Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm || - |l; benutzt. Daher ist die Folge [ ¢} eine
Cauchy-Folge komplexer Zahlen und konvergiert im vollstéindigen Korper C. Aus der gleichen
Ungleichung folgt auch die Unabhéngigkeit von der Wahl der Folge von Treppenfunktionen. O

s/lso—wldx=ll<p—¢||1§ o — £lh + 1% — L.



Definition 1.2.3
FEine Funktion f: R"™ — C U {oo} heift Lebesgue-integrierbar (kurz: integrierbar) iiber R™,
wenn es eine Folge von Treppenfunktionen ¢, gibt mit

k—o0

f =&l — 0

In diesem Fall schreiben wir

/f(flf)d"l" = /fdx = . f(z)dz := lim or(x)dz € C

k—oo Rn

Wegen Lemma ist dies wohldefiniert und das Integral eine (endliche) komplexe Zahl.

Bemerkung 1.2.4.

1. Jede Treppenfunktion ¢ ist Lebesgue-integrierbar: wéhle zur Approximation die konstante
Folge mit Gliedern ¢.

2. Wir sagen auch kurz, dass dann ¢ — f beziiglich der Halbnorm ||.||;. Daraus folgt nicht
notwendigerweise eine punktweise Konvergenz, aber wir werden sehen, dass fast tiberall
punktweise Konvergenz gilt.

Satz 1.2.5.
Ist die Funktion f: R™ — CU{oo} iiber den R"™ integrierbar, so ist auch die Funktion |f| iiber
den R" integrierbar und es gilt

I/qu;| §/|f|dfv und ||f!|1=/|f|dg;.

Wir hatten die erste Aussage fiir Treppenfunktionen in [I.1.8/2 und die zweite in [1.2.1]2
gesehen.

Beweis.

1. Da f integrabel sein soll, finde eine Folge () von Treppenfunktionen mit || f — |1 — 0.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle x € R™:

1f (@) = ler(@)|] < [f(2) = or(2)|
und somit wegen der Monotonie [1.1.132 der L'-Halbnorm

LT = lenllls < 1f = onlh

Die rechte Seite und somit auch die linke Seite gehen fiir & — oo gegen 0. Da auch |py]
eine Folge von Treppenfunktionen ist, ist |f| integrierbar und die Treppenfunktionen |py|
approximieren | f| beziiglich der Halbnorm || - ||;. Es folgt

| [ el =t [ rda] <im [ uldo = [ |7l

Die erste Gleichheit folgt aus der Definition des Integrals [ fdz, die Ungleichung ist|1.1.8/2
fiir Treppenfunktionen. Die letzte Gleichheit folgt, weil |pg| die Funktion |f| beziiglich
der Halbnorm || - ||; approximiert.
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2. Fiir die zweite Aussage betrachten wir die Ungleichungen, die aus der Dreiecksungleichung

1.1.13}3 fiir die || - ||;-Norm folgen:
(%) leulls = ILf = erlls < If Il < leells + 11 = ewlla

Nun gilt
212
el ™2 [l [ 1714z

da die Folge von Treppenfunktionen |p;| die Funktion |f| L'-approximiert. Damit folgt

aus der Ungleichung ()
[1ske <7l < [ 1s1de

Korollar 1.2.6.
Es gelten die folgenden Rechenregeln: sind f, g integrierbar, so gilt

1. Fiir alle o, 8 € C ist die Funktion af + ¢ integrierbar und es gilt
/(af+ﬁg)dx = a/fdx—i—ﬁ/gdx.

2. Die Funktion f ist integrierbar und es gilt

/fdx:m.

3. Fiir reellwertige Funktionen f, g folgt aus f < g, dass [ fdz < [ gdz (Monotonie des
Lebesgue-Integrals).

4. Ist iiberdies die Funktion g aus 3. beschrénkt, so ist auch die Funktion f - g integrierbar.

Bewelis.

1. und 2. Sind () und (33,) L'-approximierende Folgen von Treppenfunktionen fiir f bzw. g, so ist
(aupy+ Biy) eine L'-approximierende Folge fiir af + 3¢ und (@) eine L'-approximierende

Folge fiir f.
3. Nach Satz ist wegen g — f >0

/(g—f)dxz/lg—ﬂdx:Hg—f||120.

4. Sei M eine positive obere Schranke fiir |g|. Da f integrierbar ist, finde zu gegebenem € > 0
eine beschrankte Treppenfunktion ¢ mit

If =l < 577

und eine Treppenfunktion v mit

Hg _,l/jHl < a0
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wobei 4 eine positive obere Schranke der Treppenfunktion ¢ sei. Aus der fiir alle z € R"”
geltenden Abschétzung

|f9(z) — e(@)| < [(f — ) (@)] - [9(z)| + [o(z)] - [(g — P) ()]
folgt dann wegen der Monotonie [I.1.13]2 der Halbnorm

€ €
I fg—w|| <M -||f =l +pllg =) <M 517 +M2u <e

Korollar 1.2.7.

1. Eine komplexwertige Funktion f: R™ — C U {occ} ist genau dann integrierbar, wenn ihr
Real- und Imaginérteil integrierbar ist. In diesem Falle gilt

/fdx:/Refdx—i-i/Imfdx.

2. Seien die Funktionen f,g: R — R U {oo} integrierbar. Dann sind auch die Funktionen
max(f,g), min(f,g) integrierbar. Insbesondere ist der positive Anteil f* := max(f,0)
und der negative Anteil f~ := —min(f,0) integrierbar.

Beweis.
Der erste Teil folgt, weil Real- und Imaginérteil reelle Linearkombinationen sind. Wir zeigen
nur den zweiten Teil der Aussage. Es gilt

maX(f,g)—%(f + g + |f — g|) und min(f,g)—%(f + 9 = If — gl

Nach Voraussetzung sind f und g, nach Korollar ihre Differenz und nach Satz deren
Absolutbetrag integrierbar. O

Wir wollen nicht nur Funktionen integrieren, die auf ganz R" definiert sind.

Definition 1.2.8
Sei A C R™ eine Teilmenge und f eine Funktion mit Werten in CU{oo}, deren Definitionsbereich
A umfasst.

1. Eine Fortsetzung von f ist eine Funktion f, die auf dem Definitionsbereich D(f) von f
mit f iibereinstimmt. Die triviale Fortsetzung von f auf A ist die folgende Funktion:

fAI R" — CU{OO}

f(z) fir z € A,

r
0 firx € R\ A.

(Die triviale Fortsetzung f4 ist also eigentlich nur eine Fortsetzung der Einschrankung

von f auf A.)
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2. Eine solche Funktion f heifit iiber die Teilmenge A integrierbar, genau dann, wenn die
triviale Fortsetzung fa tiber R™ integrierbar ist. In diesem Fall heif3t

/ fdx = fadx
A Rn

das Lebesgue-Integral von f iiber A. Wir setzen
1l = Il fally 22 /A|f|d:c.

3. Die Menge der iiber A C R"™ integrierbaren komplexwertigen Funktionen bildet einen
komplexen Vektorraum L£'(A) mit Halbnorm || - |1 a.

Man beachte, dass die Notation f4 zu der bereits eingefithrten Bezeichnung der Funktion
14 passt. Wir vergleichen mit dem bekannten Begriff der Riemann-integrierbaren Funktion auf
kompakten Intervallen. Im allgemeinen Fall, insbesondere bei uneigentlichen Integralen, ist die
Lage subtiler.

Satz 1.2.9.
Essei A = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f eine iiber A Riemann-integrierbare Funktion.
Dann ist f iiber A Lebesgue-integrierbar und das Lebesgue-Integral und das Riemann-Integral
sind gleich.

Beweis.

Ubg. O

Der folgende Satz verschafft uns eine grofle Klasse integrierbarer Funktionen:

Satz 1.2.10 (Kleiner Satz von Beppo Levi).
Sei f: R" - R U {oo} und sei (p,) eine monoton wachsende (oder fallende) Folge von Trep-
penfunktionen, so dass

(i) (pr) punktweise gegen f konvergiert,
(i) die Folge ([ ¢xdz) der Integrale der Treppenfunktionen beschrénkt ist.

Dann ist f integrierbar und es gilt

/qu: = lim /gokdx
k—o0
Beweis.

Wir betrachten eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen. Dann gilt in jedem

Punkt
N fe’e)

[ —or= ]\}lgéo ON+1 — Pr = A}gl}m ;(901'4-1 — i) = ;(%H — ;) >0

Daraus folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung(1.1.13]3

= Lemma [[.2.1]12 -
1 =il <3 llginn — il Pommelz2 3 / i1 — gilda
1=k

i=k
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i=k

denn es existiert Z := limpy_,o0 f pn+1dx, da die Folge der Integrale monoton ist und beschrankt
sein soll. Aus

If = el <7 /gokdx ke

folgt, dass f integrierbar ist. Nach Definition des Integrals ist [ fdr = limy_o [ prda.
(I

Wir behandeln nun die Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf offenen oder kompakten
Teilmengen des R"™. Damit stellen wir eine Verbindung zwischen dem Lebesgue-Integral und
der Topologie des R™ her.

Lemma 1.2.11.
Sei K eine kompakte Teilmenge und U eine offene Teilmenge des R” mit K C U. Sei f: K — R
eine stetige positive Funktion. Zu jedem e > 0 gibt es dann Treppenfunktionen ;' > 0 mit

L. f(z) <¢(x) < f(x) + € fiir alle z € K.
2. f(z)—e<yY'(x) < f(z) fur alle x € K.
3. Y(z) =9 (x) =0 fur alle x € R\ U.

Beweis.

Auf dem Kompaktum K ist f gleichméafig stetig. Finde daher ein § > 0, so dass | f(z)— f(2')] <
¢ fiir alle , 2/ € K mit ||z —2/||max < . Uberdecke K durch endlich viele abgeschlossene Wiirfel
Wy, ..., W, der Kantenlidnge kleiner als ¢, die alle in U liegen. Sei M; das Maximum und m;
das Minimum der stetigen Funktion f auf dem abgeschlossenen Wiirfel ;. Dann setze

¢ :=max(M; - ly,,..., My 1y,) und o' := min(my - Iy, ..., ms - 1y,)

Lemma 1.2.12.
Sei A C R™ und sei f: A — R eine stetige nicht-negative Funktion. Dann gilt

1. Ist A offen, dann existiert eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen ¢, > 0,
die gegen f punktweise konvergiert, ¢ 7 f.

2. Ist A kompakt, dann existiert eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen ¢, > 0

mit o \, f punktweise.

Beweis.
1. Sei A offen. Wir wéhlen kompakte Mengen A; mit U?,;A; = A. Finde nach Lemma
1.2.11] Treppenfunktionen v, fiir A,, die auflerhalb A verschwinden und fiir die gilt

f(&) — 5 < o) < f()

und ¥, (z) = 0 fiir x € R™\ A. Dann leistet die Folge (¢r) mit ¢y := max(e)q, ..., 1) das
Gewiinschte.
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2. Sei A kompakt. Finde offene Mengen Uy, mit N2, U, = A und mit dem gleichen Hilfssatz
1.2.11] Treppenfunktionen v, mit

fx) < aho(z) < f(z) +27° fiir € A und 1y(z) = 0 fiir € R"\ Uy

Dann leistet die Folge (¢x) mit ¢ := min(¢y, ..., ¢) das Gewiinschte.

Satz 1.2.13.

1. Jede beschrinkte stetige Funktion f: U — C auf einer beschrinkten offenen Menge
U C R" ist iiber diese integrierbar.

2. Jede stetige Funktion f: K — C auf einer kompakten Menge K C R" ist iiber diese
integrierbar.

Beweis.

Wir beschrinken uns auf reellwertige nicht-negative Funktionen, f > 0. Fiir komplexwerti-
ge Funktionen betrachte die Zerlegung in Real- und Imaginérteil und zerlege diese in ihren
positiven und negativen Anteil.

1. Sei U beschréinkt und offen. Nach Lemma ist f die Grenzfunktion einer monoton
wachsenden Folge von Treppenfunktionen ¢, > 0. Um die Beschréinktheit der Folge [ ¢,
der Integrale zu sehen, wahle eine obere Schranke M fiir die beschrénkte Funktion f und
einen Quader @) mit U C . Fiir die Treppenfunktionen gilt also

vr(x) < f(x) < M fiir alle x € U und fiir alle k£ € N.

Daher ist
/g@kdx <M -v(Q).
Also folgt aus dem kleinen Satz[1.2.10] von Beppo Levi, dass f integrierbar ist.

2. Die zweite Aussage fiir kompaktes A wird analog mit einer Folge monoton fallender nicht-
negativer Treppenfunktionen aus Lemma [1.2.12] bewiesen.

O

Sei X = R? und Y = R%. Wir wollen iiber eine Teilmenge A C X x Y = RP' eine stetige
beschrinkte Funktion f integrieren. Wir bezeichnen fiir festes y € Y die “Schnittmenge” von
AznyeY mit A, :={r € X | (z,y) € A} C X. Ein Reduktionsverfahren zur Berechnung
des Integrals von f in dieser Situation liefert der folgende wichtige Satz.

Satz 1.2.14 (Kleiner Satz von Fubini).
Es sei A C X x Y entweder kompakt oder offen und beschrinkt. Es sei f: A — C eine
beschriankte stetige Funktion. Dann gilt:

1. Fiir alle y € Y mit A, # 0 ist die Funktion f,: x — f(x,y) tiber A, integrierbar.
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2. Betrachte daher die Funktion F': Y — C mit

F(y) == Ju, fy(@)dz  fiir A, #0,
7o fiir A, = 0.

Sie ist iiber Y integrierbar und es gilt

/A f(@,y)d(z,y) = /Y Fly)dy = /Y ( / y f(x,y>dx> dy.

Es gilt ebenso
/ flz,y)d(z,y) = / </ f(x,y)dy) dz mit A, = {y € Y|(z,y) € A}.
A X Az

Beweis.
Wieder reicht es, die Aussage fiir den Fall einer nicht-negativen Funktion, f > 0, zu zeigen. Wir
bringen auch nur den Beweis fiir offenes und beschrinktes A; der Fall A kompakt wird analog
behandelt.

Sei (py) eine gegen f4 konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktion auf
X x Y, deren Existenz wegen der Stetigkeit von f, durch Lemma [1.2.12]1 garantiert ist. Fiir
jedes feste y € Y bilden die Funktionen

z = iz, y)

eine gegen die Funktion
T fA (Q?, y)

punktweise konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen auf X. Man zeigt
wie im Beweis von Satz|1.2.13], dass die Folge der Integrale fX wk(x,y)dr beschriankt ist. Nach
dem kleinen Satz von Beppo Levi [1.2.10| gilt

F(y) = lim /X oz, y)da.

Die Funktionen
Y Dy(y) = / ox(a, y)da
X

sind Treppenfunktionen auf Y und die Folge (®}) konvergiert monoton wachsend gegen F. Mit
dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen [1.1.9] erhélt man wegen ¢y < fa

[/fbk(y)dy/x Ysok(m,y)d(x,y)é falz,y)d(z,y);

XxXY

also ist die Folge der Integrale fy &y (y)dy beschriankt. Wiederum nach dem kleinen Satz von
Beppo Levi [1.2.10]ist F' integrierbar. Es gilt

| P =t [ away=tim [ ae i = [ ).

XxY XxY
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Beispiel 1.2.15.

1. Sei f wie oben, und sei jetzt A C R x R"~! mit der Eigenschaft, dass fiir alle y € Y die
Menge A, entweder leer oder ein Intervall ist, A, = [z1(y), z2(y)]. Dann gilt

z2(y)
/ flz,y)d(z,y) = / </ f(af,y)dx> dy mit B := {y € Y|A, # 0}.
A B z1(y)

Speziell fiir den Fall eines Rechtecks im R? mit f: [a,b] x [¢,d] — C finden wir:

/fxy (z,7) /(/fxydx)dy_/ab(/cdf(x,y)dy)dx.

2. Betrachte eine kompakte Kreisscheibe, K = B,.(0). Wir rechnen:
v(K) = [ 1d(z,y) = [T (f” 1dx>dy—2f /T —ydy—m”

1.3 Messbarkeit, Nullmengen

Wir folgen [Kl, §7.5-6]. Das Lebesgue-Integral liefert einen allgemeinen translationsinvarianten
und normierten Volumenbegriff, das Lebesgue-Mafl. Da Mafle eine grofle Rolle spielen, wollen
wir uns zunéchst etwas allgemeiner mit ihnen beschéftigen.

Definition 1.3.1
Eine Menge A von Teilmengen einer Grundmenge 2 heifit o-Algebra, wenn gilt

1. Die Grundmenge ) ist im Mengensystem A enthalten, Q2 € A.
2. Mit jeder Menge A € A ist auch ihr Komplement Q\ A im Mengensystem A, i.e. Q\ A € A.

3. Abzéhlbare Vereinigungen von Mengen A; € A sind wieder in A: es gilt U, A; € A.

Bemerkungen 1.3.2.

1. Aus den Bedingungen 1. und 2. folgt, dass eine o-Algebra A immer das Komplement von
Q, also die leere Menge () enthélt.

2. Aufgrund der Eigenschaft 2. kann man in Eigenschaft 1. alternativ zu Q € A auch ) € A
fordern.

3. Wihlt man in Bedingung 3 die Mengen A,,, = ) fiir alle m > n, so folgt, dass die endliche
Vereinigungsmenge A; U As U--- U A, in A enthalten ist.

4. Nach den de Morgan’schen Gesetzen folgt, dass A auch abgeschlossen unter abzéhlbaren
und endlichen Durchschnitten ist.

Beispiel 1.3.3.

1. Fiir jede beliebige Menge 2 ist {0, 2} die kleinste und die Potenzmenge P(Q2) die groBte
mogliche o-Algebra mit €2 als Grundmenge.

2. Es seien Q und ' zwei beliebige Mengen, A’ eine o-Algebra in ' und 7':  — €’ eine
Abbildung. Dann ist T (A’) := {T(A") mit A’ € A’} eine o-Algebra in .
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Definition 1.3.4
1. Es sei A eine o-Algebra iiber einer nicht-leeren Grundmenge 2. Eine Funktion pu: A —
[0, 00] heiBit ein Mafl auf A, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) p(®) = 0.
(b) o-Additivitat: Fiir jede Folge (A,)nen paarweise disjunkter Mengen aus A gilt
1 (Unzy An) = 2202 1(An).

Fiir A € A heifit die reelle Zahl (A) das Mafl der Menge A.

2. Das Tripel (2, A, i) wird Mairaum genannt. Das Paar (2, A) bestehend aus der Grund-
menge und der darauf definierten o-Algebra heifit messbarer Raum. Die Teilmengen
A € A heiflen messbar.

3. Das MaB u heiBt Wahrscheinlichkeitsmaf (oder normiertes Maf3), wenn zusétzlich 1(Q) =
1 gilt. Ein MaBraum (2, A, i) mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf} i heift Wahrscheinlich-
keitsraum. Die Grundmenge ) heifit Ergebnisraum und enthélt als Elemente die mogli-
chen Ergebnisse, die ein Wahrscheinlichkeitsexperiment liefern kann. Die o-Algebra A
enthélt die Ereignisse, denen eine Wahrscheinlichkeit zwischen 0 und 1 zugeordnet wer-
den kann. In dieser Anwendung nennt man auch 2 € A das sichere Ereignis und () € A
das unmogliche Ereignis.

Beispiel 1.3.5.
1. N-facher Miinzwurf. Setze M := {0,1}. Der Ergebnisraum ist das N-fache kartesische

Produkt € := M*": der Ereignisraum ist die o-Algebra, die durch die Potenzmenge
gegeben ist. Das Wahrscheinlichkeitsmaf ist pu(A) = |A|/2V.

2. Eine wichtige Verallgemeinerung auf Wahrscheinlichkeitsrdume mit endlichem Ergebnis-
raum 2 sind Gleichverteilungen. Hier ist die o-Algebra der Ereignisse A = P(2) und das

Wahrscheinlichkeitsmaf ist p(A) = % fir A C Q.

Definition 1.3.6

Sei Q) ein metrischer Raum oder allgemeiner ein topologischer Raum (die offenen Mengen sind
festgelegt, vgl. MfP2: offene und abgeschlossene Mengen). Dann ist die Borel-Algebra definiert
als die kleinste o-Algebra, die die offenen Teilmengen von ) enthélt. (Sie enthélt dann auch als
Komplemente alle abgeschlossenen Teilmegen.)

Fiir den spéteren Gebrauch definieren wir noch:

Definition 1.3.7
Eine Menge A C R™ heifit o-kompakt, wenn sie eine Vereinigung abzéhlbar vieler kompakter
Mengen ist.

Bemerkungen 1.3.8.
Beispiele o-kompakter Mengen sind alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen des R"™.
Es sind Durchschnitte und Vereinigungen abzéhlbar vieler o-kompakter Mengen wieder o-
kompakt. Speziell ist Q C R eine o-kompakte Menge, jedoch ist R \ Q nicht o-kompakt (das
wollen wir im Rahmen der Vorlesung nicht zeigen).

Die Borel-Algebra von R enthélt unter anderem alle Intervalle und auch die Menge R \ Q.
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Wir mochten (mindestens) fiir die Borelschen Teilmengen von R” ein Mafl definieren. Wir
sprechen in der néchten Definition vom Lebesgue-Maf}, kénnen die fiir ein Maf3 geforderten
Eigenschaften, z.B. die o-Additivitédt, im Moment aber noch nicht zeigen.

Definition 1.3.9

Eine Menge A C R™ heifit (Lebesgue-)messbar (im Sinne von: messbar mit endlichem Maf),
falls die konstante Funktion 1 iiber A integrierbar ist. In dem Fall ist das Lebesgue-Maf von
A, auch das n-dimensionale Volumen von A genannt (im Fall n = 2 spricht man auch vom
Flécheninhalt von A), gegeben durch

Man setzt v(() = 0.

Beispiel 1.3.10.

1. Nach Satz [1.2.13|sind offene beschrinkte Teilmengen des R" und kompakte Teilmengen
des R™ messbar.

2. Sei g: [a,b] — R stetig. Dann ist die Menge
A= {(z,y) €R?|z € [a,],0 < y < g(x)}

der Punkte unter dem Graphen von g kompakt und somit nach Satz messbar. Nach

Beispiel [1.2.15| gilt
9(x) b
v9(A) = / / ldy | dz = / g(x)dz.
[a,b] 0 a

3. Vereinigungen A = @ U ... U Q, endlich vieler Quader ); C R" sind messbar. Ohne
Einschrankung konnen wir annehmen, dass die Quader disjunkt sind. Wir nennen eine
solche Teilmenge des R™ ab jetzt eine Figur.

Lemma 1.3.11.

1. Eine Ausschipfung einer Menge A ist eine aufsteigende Folge A; C Ay C ... von Teil-
mengen Ay C A mit A = U2, Ay.
Jede offene Teilmenge U C R™ hat eine Ausschipfung (Ax) durch Figuren.
Die offene Teilmenge U ist genau dann messbar, wenn die Folge v(Ay) der Volumina der

Figuren beschrankt ist. In dem Fall gilt

v(U) = lim v(Ag) = sup v(Ayg).

k—o0

2. Analog gilt: fiir jedes Kompaktum K C R” existiert eine absteigende Folge Ay D A D ...
von Figuren, so dass K = NA,. Mit jeder solchen Folge gilt

v(K) = lim v(Ag) = inf v(Ay).

k—o0
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Beweis.

1. Betrachte die in U enthaltenen Quader mit rationalen Mittelpunktskoordinaten und ra-
tionalen Kantenldngen. Dies ist eine abzédhlbare Menge; wéhle eine Abzéhlung @1, Qs, . . ..
Offenbar ist ihre Vereinigung U2, @, = U. Dann bilden die Figuren Ay := Q1 U...Qy ei-
ne Ausschépfung von U. Die Folge der charakteristischen Funktion 1,4, ist dann monoton
wachsend und konvergiert punktweise gehen die charakteristische Funktion 1.

Wir nehmen erst an, die offene Menge U sei messbar. Dann folgt aus 14, < 1y, dass

/1Ak /1Ud—efv < 0.

Also ist die Folge (v(Ag)) beschrankt und konvergiert als monoton wachsende Folge.

Ist umgekehrt die Folge (v(Ay)) beschrénkt, so ist die Folge der Integrale ([ 14,dz) von
Treppenfunktionen beschriankt. Nach dem kleinen Satz[1.2.10| von Beppo Levi folgt

—00

v(U) def/lde = hm 1y,dx.

v(Ag)

2. Man wihle einen offenen Wiirfel W O K und eine Folge (By) von Figuren, die die
offene Menge W \ K ausschopft. Die Komplemente Ay := W \ By sind Figuren mit der
gewiinschten Figenschaft.

Beispiel 1.3.12. Wir definieren iterativ die Cantormenge wie folgt als Durchschnitt A =[] Ag:
Aus dem Einheitsintervall A, := [0, 1] entfernt man das mittlere Drittel, um zwei abgeschlossene
Intervalle der Lange 1/3 zu erhalten. Aus jedem dieser Intervalle entfernt man jeweils wieder
das mittlere Drittel und erhélt so 4 Intervalle der Lénge 1/9. So fiahrt man fort, und fiir A4,
erhélt man man 2" Intervalle der Lénge 1/3". Es ist A abgeschlossen und beschriankt, also
kompakt und somit nach Satz [I.3.10[1 mefibar. Man erhélt

v1(A) = lim v(A,) =0.

n—0o0

1
Durch eine dhnliche Konstruktion (fiir A,, entfernt man 2"~* Intervalle der Liinge 53 =5 ) kann man

1
auch eine kompakte Menge A mit (Lebesgue-)Maf3 3 konstruieren, die kein Intervall positiver

Lénge enthélt.

Bemerkungen 1.3.13.

1. Fiir jedes MaB gilt: Sind A, B € A, so folgt aus der disjunkten Zerlegung A U B =
(A\B)U(ANB)U(B\ A) wegen der o-Additivitét, dass u(AUB) = pu(A)+u(B)—u(ANB).

2. Im Falle des Lebesgue-Mafles ergibt sich dies auch, indem man die Beziehung 14,5 =
14+ 1p — 14np integriert. (Fiir den Durchschnitt gilt 14np = 14 - 15.)

3. Jedes Maf} ist monoton: Aus A C B folgt wegen der disjunkten Zerlegung B = AU(B\ A),
dass

1(B) = p(A) + p(B\ A) = pu(A).
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4. Fiir das Lebesgue-Maf} folgt dies auch aus der Ungleichung 14 < 1p fiir A C B wegen
der Monotonie des Integrals.

5. Allgemeiner gilt: Ist f integrierbar iiber A und B eine messbare Menge, so ist f auch
iiber AN B integrierbar. Es gilt

| AmeIS/A|f|-

Denn f4 und 1p sind integrierbar und 1z ist beschrinkt, so dass nach Korollar [1.2.6/4
auch die Funktion fang = fa - 1p integrierbar ist.

Bemerkung 1.3.14 (Berechnung von Volumina).
1. Sei A C RP x RY. Bezeichne wieder fiir y € R? die Schnittmenge mit A,. Dann liefert der
kleine Satz von Fubini fir die charakteristische Funktion 14

e 4) = [ 4,)a

2. Daraus folgt das Cavalierische Prinzip: zwei messbare Mengen A, B haben das gleiche
Volumen, wenn ihre Schnittmengen A, und B, fiir alle y € R das gleiche Volumen haben,

up(Ay) = vy(By).
Beispiel 1.3.15.

1. Zylinder
Sei B C R™! eine kompakte oder beschrinkte offene Menge. Dann heifit die Menge

A=Bx|[0,h] CR"

der Zylinder mit Basis B und Hohe h. Alle Schnittmengen haben v,_1(A,) = v,—1(B),
daher ist

on(A) = /0 vn 1 (B)dy = h- v, 1(B).

2. Volumen von (allgemeinen) Kegeln:
Sei wieder B C R"! eine kompakte oder beschriinkte offene Menge. Dann heift

K(B.h) = {(z.y) e R"ly € [0.h],z € (1~ ) B}
der Kegel mit Basis B und Hohe h. Fiir y € [0, k] ist die Schnittmenge

Ay:(1—%)-8:{(1—%)~b\beB},

UA: Es gilt nun allgemein fiir beliebige Skalierungsfaktoren sq, ..., s, € (0,00) und eine
beliebige integrierbare Funktion f

/f (5101, ..., 8p2,)dw =87 -5, " / f(z)dx.

Daher hat A, das (n — 1)-dimensionale Volumen (1 — #)"~'v,_;(B) und wir finden

h

on(K) = /O va(B)(1 = Yy ay = Lo (B,
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3. Ein wichtiger Spezialfall ist der Standardsimplex:
A= {r e R"|0 < xi,in <1}
i=1

Wir finden v, (A') = v(]0,1]) = 1 und induktiv mit der Formel aus Beispiel 2.

1 1
’Un(An) = E’U(An_l) = E

4. Volumen einer (Halb-)Kugel nach Archimedes
Wir benutzen das Calvalierische Prinzip: eine Halbkugel vom Radius r hat das gleiche
Volumen wie ein Kreiszylinder vom Radius r» und Hoéhe r mit ausgeschnittenem (auf
die Spitze gestellten) Kegel, denn die Schnittmengen A, und B, sind Kreisringe bzw.
Kreischeiben mit Flicheninhalt 7(r? — 3?). Damit ist das Volumen der Halbkugel

. 2
v = v(Kreiszylinder) — v(Kegel) = r*r — gTz’/T = §7rr3.

Definition 1.3.16
Eine Teilmenge N C R™ heifit (Lebesgue)Nullmenge, wenn sie eine der beiden folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt:

1. N ist messbar mit v, (N) = 0.

2. Fiir die charakteristische Funktion gilt ||1x]|1 = 0.

Beweis.
Zum Beweis der Aquivalenz bemerken wir: Es folgt 2. aus 1. da

il ™2 [ 1yds 2o, () =0,

Fiir die umgekehrte Richtung betrachte die konstante Folge von Treppenfunktionen mit der
konstanten Funktion Null, ¢, = 0 fiir alle £ € N. Sie approximiert die charakteristische Funktion
1y beziiglich der Halbnorm ||.||;, denn es gilt

11ny — wklli = ||[1x]|1 = O fiir alle £ € N.

Also ist die charakteristische Funktion 1y integrierbar und somit die Menge N messbar. Es gilt

U(N)Im::g/lNdx@ lim prde =0,

k—o0 R™

wobei wir erst die Definition des Volumens und dann die Definition des Integrals verwendet
haben. O

Bemerkungen 1.3.17.

1. Jede Teilmenge A C N einer Nullmenge N ist Nullmenge, denn aus 0 < 1, < 1y folgt
wegen der Monotonie |1.1.13{2 der Halbnorm ||14]]; < |[1x][1 = 0.

22



2. Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge. Denn aus N = J;—, Nj,
mit Nullmengen Nj, folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung [1.1.13]3

Il <) 1w h = 0.
k=1

Insbesondere ist jede abzdhlbare Vereinigung | J;—, Qx mit ausgearteten Quadern Q) eine
Nullmenge. Jede abzéhlbare Teilmenge des R" ist daher eine Nullmenge. Insbesondere ist
Q C R eine Nullmenge. Das Beispiel der Cantormenge mit Lebesgue-Mafl Null zeigt, dass
es aber auch Nullmengen mit der gleichen Méchtigkeit wie der der reellen Zahlen gibt.

3. Sei A C R"! eine abgeschlossene oder offene Menge und g: A — R eine stetige Funktion.
Dann ist der Graph I' von g eine Nullmenge.

Denn schreibe A als abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen: eine abgeschlossene Men-

ge konnen wir als abzdhlbare Vereinigung der Schnitte AN B,,(0), wobei n € N, mit abge-
schlossenen Kugeln schreiben. Im Fall einer offenen Menge betrachten wir abgeschlossene
Kugeln um Punkte in U mit rationalen Koordinaten.

Wir konnen also A als kompakt annehmen. Dann ist der Graph als Bild der stetigen

Abbildung
A —- R”

a = (a,g(a))
kompakt. Es folgt nach dem kleinen Satz von Fubini [1.2.14

9(z)
v(T) :/ (/ 1pdy) d" 1tz :/ </ 1dy> d" 1z =0
A \JR A \Yy(z)
—— ——

=0

4. Damit ist auch jede Hyperebene als Graph einer affinen Funktion eine Nullmenge. Jeder
kompakte Teil einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ mit £ < n ist eine
Nullmenge, da jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die sich als Graph einer Funktion
schreiben lésst.

Definition 1.3.18 ["fast iiberall”,”fast alle”]

Sei E eine Eigenschaft, so dass fiir jeden Punkt x € R" erklért ist, ob x diese Figenschaft hat
oder nicht. Wir sagen, dass E fast iiberall gilt oder dass fast alle Punkte x € R™ die Eigenschaft
haben, wenn die Menge aller Punkte, fiir die E nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Bemerkungen 1.3.19 (Beispiele fiir solche Eigenschaften).

1. Gegeben eine Funktion f: R" — C U {oc}, ist £ in x die Eigenschaft, dass f in z einen
endlichen Wert annimmt.

2. Gegeben zwei Funktionen f,g: R™ — C U {oo}, so ist die Eigenschaft E in z, dass
f(z) = g(z) gilt.

Satz 1.3.20.
Jede Funktion f: R" — CU{oco} mit ||f]|; < oo ist fast iiberall endlich.
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Beweis.

Wir miissen zeigen, dass N := {x € R"|f(z) = oo} eine Nullmenge ist. Dafiir beachte, dass fiir
jedes € > 0 gilt 1y(z) < €| f(x)]. Denn ist € N, so ist 1 < €|f(z)| = oo; ist © € N, so ist
0 < ¢|f(x)]. Damit ist aber wegen der Monotonie der Halbnorm || - ||

e—0

v(N) = |inll <ellfllh =70,
weil || f|l1 nach Voraussetzung endlich ist. 0
Satz 1.3.21 (Modifikationssatz).

Seien f,g: R" — C U {00} zwei Funktionen, die fast iberall gleich sind. Dann ist mit f auch
g integrierbar und es gilt [ f = [ g.

Beweis.
Fiir den Beweis betachtet man N := {x € R"|f(z) # g(z)} und benutzt in einer Abschitzung
fiir die Approximierbarkeit durch Treppenfunktionen die Reihe "7, 1x. O

Bemerkungen 1.3.22.

1. Zu jeder integrierbaren Funktion f auf R™ existiert eine Funktion f, die fast iiberall mit
f ibereinstimmt und nur Werte # oo annimmt. Dazu setze

7oy . ) f)  fir f(z) # oo,
0o fir f(z) = oo.

2. Man kann sogar mit fast iiberall definierten Funktionen arbeiten: sei NV eine Nullmenge
und f: R"\ N — CU {oo}. Man sagt dann, f sei iiber R™ integrierbar, wenn irgendeine
Fortsetzung f: R" — C U {oo} von f iiber R" im Sinne der urspriinglichen Definition
integrierbar ist.

3. Fir f: R® — CU{oco} gilt: ||f|l1 = 0 genau dann, wenn f = 0 fast {iberall gilt. Denn
verschwindet f auflerhalb einer Nullmenge, so ersetze f durch die konstante Funktion 0
und wende den Modifikationssatz [1.3.21]

11 = [ 1710 [ oz~ 0

an. Sei umgekehrt || f||; = 0. Schreibe dann
N = {z €R" | f(z) £ 0}
als Vereinigung der abzéhlbar vielen Mengen
Ny o= A{z e R" | [f(2)] = 1/k}.
Nun gilt 1y, < k|f| und daher
v(Ni) = [ lle < Bl fll = 0;

also sind alle Mengen N, Nullmengen. Somit ist N als abzdhlbare Vereinigung von Null-
mengen nach Bemerkung [1.3.17/2 wieder eine Nullmenge.
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4. Demnach ist L}(R™) := {f: R" — C U {oc} integrierbar} mit ||.||; kein normierter Vek-
torraum. Stattdessen ist der Quotientenvektorraum

LY(R™) := LY(R™)/N mit N := {f: R" — CU {oo}|f = 0 fast iiberall }

ein normierter Vektorraum mit Norm: ||f + N[z := ||f|l;. Hierbei folgt die Wohldefi-
niertheit der Norm aus dem Modifikationssatz [1.3.21] und die Normeigenschaft aus 2.

Es gilt f — f in L'(R") fiir Funktionen f;, f: R® — C U {oo} , genau dann wenn
If = felli = 0. f heiBt L'-Grenzwert und ist als Funktion nur bis auf ein Element von
N bestimmt.

Wir wollen noch abschliefend Nullmengen charakterisieren. Zunéchst benotigen wir zwei
Sachverhalte, die wir hier nicht beweisen mochten; siehe [K], §7.6:

Lemma 1.3.23.

1. Ist N C R" eine Nullmenge, so gibt es zu jedem e > 0 eine messbare offene Menge U mit
N CU und v(U) < e

2. Jede offene Menge U C R”™ ist eine Vereinigung abzdhlbar vieler kompakter Wiirfel
Wi, Wy, ..., die hochstens Randpunkte gemeinsam haben. Ist U messbar, so gilt aufler-

dem:
o0

o(U) = u(Wh).

i=1

Satz 1.3.24 (Geometrische Charakterisierung von Nullmengen).
Eine Menge N C R" ist genau dann Nullmenge, wenn es zu jedem e > 0 abzahlbar viele Quader

Q1,Qo, ... gibt, so dass
NC|JQwud > v(@y) <e.
k=1 k=1

Bewelis.

e Sei N C R” eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass es zu jedem € > 0 solche Quader
gibt. Aus N C U Q) folgt 15y <> 77 1, . Hieraus folgt

Inll <> g lh =) (@) <e
k=1 k=1

fiir alle € > 0 und somit ||1x|[; = 0. Damit ist N nach Definition eine Nullmenge.

e Fiir eine Nullmenge finden wir zu gegebenem € > 0 mit Hilfe von Lemmal|l.3.23] 1 zunéichst
eine offene Menge U mit N C U und v(U) < e. Fiir U finden wir dann mit Hilfe von
Lemma [1.3.23|2 eine Uberdeckung mit Wiirfeln.

Korollar 1.3.25.

Sei K kompakt und f: K — C beschriankt. Es existiere eine Nullmenge N C K mit der
Eigenschaft, dass die Einschrénkung f|x\n auf das Komplement von N stetig ist. Dann ist f
iiber K integrierbar.
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Beweis.
Sei M eine obere Schranke fiir f auf K. Sei € > 0. Nach Lemma [1.3.23]1 gibt es eine offene
Menge U mit N C U und v(U) < ;7. Die Einschrankung von f auf K\ U ist nach Voraussetzung
stetig, also integrierbar. Wéhle eine Treppenfunktion ¢ mit || fx\v — ¢||1 <.

Ferner ist || fy|1 < Mv(U) < e. Somit folgt

1fe =@l < 1 fxe = @l + [ foll < 2e

Also ist f integrierbar. O

Das Lebesgue-Integral hat die wichtige Eigenschaft der Translationsinvarianz:

Satz 1.3.26.
Sei f eine integrierbare Funktion auf R” und a € R™. Dann ist auch die durch f,(z) := f(z —a)
definierte Funktion integrierbar und es gilt

fodx = fdx.
R R®
Beweis.
Das Volumen von Quadern ist translationsinvariant, v(Q + a) = v(Q). Damit gilt die Behaup-
tung fiir Treppenfunktionen und somit fiir Hiillreihen. Damit ist ||g,||1 = ||g]1 fiir jede Funktion

g. Wenn die Folge (o) von Treppenfunktionen die Funktion f L!-approximiert, so approximiert
die Folge (¢q%) von verschobenen Treppenfunktionen f,. Also ist f, integrierbar mit Integral

/fadx  Jim /gok,adx: lim /(pkd:c d:ef/fd:c.
k—o00 k—o0

(]
Korollar 1.3.27.
Ist A C R" messbar, so ist auch die Menge a + A messbar, und es gilt v(a + A) = v(A).
Beweis.
Es gilt
v(a+ A) Y / loja = /(1A)a/ 14 & u(A).
O

Bemerkungen 1.3.28.

1. Man kann zeigen, dass das Lebgesgue-Maf das eindeutige translationsinvariante Maf3 auf
R"™ ist, fiir das der Einheitswiirfel Volumen 1 hat.

2. Es gibt kein translationsinvariantes normiertes Mafl auf R mit ([0, 1]) = 1, das fiir alle
(beschrénkten) Teilmengen von R definiert ist.

Dazu wihle ein Reprisentantensystem A C [0, 1] des Quotienten R/Q. Dann ist R eine
abzéhlbare disjunkte Vereinigung

R:Uq+A.

q€Q
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Wiirde p(A) = 0 gelten, so wire u(R) = >~ o u(A) = 0. Wir nehmen also p(A4) > 0 an.
Dann ist

p€(0,1]NQ

als Mafl einer disjunkten Vereinigung unendlich vieler Mengen des gleichen endlichen
positiven Volumens unendlich. Andererseits ist Upycp,1jn0(p + A) € [0, 2] und muss wegen
der Monotonie des Mafles einen Inhalt kleiner als 2 haben.

Man beachte, dass in diesem Beweis bei der Konstruktion der Menge A das Auswahlaxiom
eingeht. Nicht-messbare Funktionen kann man nur {iber das Auswahlaxiom konstruieren.

1.4 Vollstindigkeit von L!(R"), Konvergenzsitze
Wir folgen weiter [K 8.1-8.3].

Definition 1.4.1

1. Eine Folge von Funktionen f;,: R® — C U {oc} heiit L'-konvergent gegen eine Funktion
f und diese heift ein L'-Grenzwert der Folge (f3), wenn

k—o0
I fe = flls = 0.

2. Eine Folge von Funktionen f,: R* — C U {oo} heifit L'-Cauchy-Folge, wenn es zu jedem
e >0 ein N € N gibt, so dass

| fe — filli < e fiir alle k,1 > N.

Bemerkungen 1.4.2.

1. Der L'-Grenzwert ist nicht eindeutig. Sind aber f und f beide L'-Grenzwerte, so gilt
wegen der Dreiecksungleichung || f — f|j; = 0. Also unterscheiden sich f und f nur auf
einer Nullmenge. Auch die Umkehrung dieser Aussage gilt.

2. Grenzwertbildung ist mit Summen und skalaren Vielfachen vertréglich.

3. Wie fiir Zahlenfolgen zeigt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dass L!-konvergente
Folgen auch L!-Cauchy-Folgen sind.

Theorem 1.4.3 (Riesz-Fischer).

1. Der Quotientenraum L'(R™) aus Bemerkung [1.3.22/4 ist ein Banachraum:
Ist (fx) eine Cauchy-Folge integrierbarer Funktionen, dann existiert eine Funktion f €

LY(R™) mit f “2% fin L. Dabei ist

/fdx: lim /fkdx.
k—oo
2. Eine geeignete Teilfolge von (f;) konvergiert fast iiberall punktweise gegen die Grenz-

funktion f.
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Beweis.
Wir wihlen eine Teilfolge (fx, ), der Cauchy-Folge aus, so dass

I fe — fo, lh <27 fiir alle k > k.

Wir setzen

G = frpir — fr, und g 1= |gu|.
v=1

Dann gilt nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

lglls <D e = fr i <D 277 =1
v=1 v=1

Nach Satz [1.3.20]ist somit die Menge
N :={z € R"|g(x) = o0}

eine Nullmenge. Die Reihe g konvergiert also fast iiberall absolut. Fiir = ¢ N ist auch wegen
der absoluten Konvergenz f, (z) # oo.
Wir definieren eine Funktion f durch

Flz) = lim, oo fr, (2) = fin () + > 00, gu(x) fiir o & N,
|0 firze N

Nach Konstruktion konvergiert die Teilfolge (fx,) fast iiberall punktweise gegen f. Nun priift
man noch, dass f, — f in L! gilt. Sei dazu € > 0. Sei ein Index p so gewiihlt, dass

> llgvlls < eund || fi = fi,lh < e fiir alle k > k,.

v=p

Da nach Voraussetzung fy, integrierbar ist, finden wir auch eine Treppenfunktion ¢ mit || fi, —
¢l < e. Damit gilt

f =@l S UF = il +11fi, = @l S 1D gulh + € < 2e

v=p

Also liegt f € £L'(R™). Aus der Ungleichung folgt weiter
[ fae= [ el < [ 17 = 5las"™ 7 = gl

und somit ffdx = limk_,ooffkdx. O

Beispiel 1.4.4.

Man kann im Theorem von Riesz-Fischer nicht auf die Auswahl einer Teilfolge verzichten,
um punktweise Konvergenz zu erreichen. Betrachte etwa die folgende Funktionenfolge, auch
“wandernder Buckel” genannt: schreibe k € N eindeutig als k = 2" 4+ ¢ mit 0 < g < 2”. Sei

Iy =1q27", (¢ +1)27"] und fj, =1y,

Dann gilt || filli = [ frdz = 277 — 0. Aber an keiner Stelle geht fi,(x) nach Null, da immer
wieder Buckel der Hohe eins auftauchen.
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Korollar 1.4.5.
Jede Funktion f € £Y(R") ist L'-Grenzwert einer Folge (o) von Treppenfunktionen mit:

(1) 2 llerra — ¢l < oo,
(ii) (¢x) konvergiert fast iiberall punktweise gegen f.

Beweis.

Da f integrierbar ist, gibt es eine Folge (%) von Treppenfunktionen mit || f — ¢|[s — 0. Nach
dem Beweis des Satzes von Riesz-Fischer erhalten wir eine Teilfolge () mit der Eigenschaft
(i), die fast iiberall punktweise gegen eine Funktion f konvergiert, wobei f + N = f + N in
L'(R™) := LY(R")/N . Daraus folgt die zweite Eigenschatft. O

Wir dehnen nun den kleinen Satz von Beppo Levi von Treppenfunktionen auf integrierbare
Funktionen aus.

Theorem 1.4.6 (von Beppo Levi von der monotonen Konvergenz).

Sei (fx) eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen R" — R U {oco}. Sei die
Funktion f durch f(x) = lim fx(z) als punktweiser Grenzwert definiert. Dann ist f genau dann
integrierbar, wenn die Folge der Integrale ( / fkdx) beschrankt ist. In diesem Fall gilt:

/fdx: lim /fkdx.
k—oo
Beweis.

Die Bedingung, dass die Folge ( i fkdx) beschréinkt ist, ist notwendig fiir die Integrierbarkeit
der Grenzfunktion wegen der Ungleichungen [ frdz < [ fdz.

Sei umgekehrt die Folge der Integrale beschrénkt. Da sie monoton ist, konvergiert sie. Zu
jedem € > 0 gibt es also einen Index N, so dass fiir alle m > k > N gilt

/fmd:r; — /fkdx < e.

Es folgt wegen der Monotonie von (fy), dass

||fm—fk||1/Ifm—fkldxz/fmdx—/fkdx<e.

Also ist (f3) eine L'-Cauchy-Folge. i
Nach dem Theorem von Riesz-Fischer gibt es einen L'-Grenzwert f € L. Es existiert

eine Teilfolge mit fy, — [ fast iiberall. Fast iiberall gilt somit f = f, so dass nach dem
Modifikationssatz [1.3.21] auch f integrierbar ist. O

Bemerkungen 1.4.7.

1. Sei (Ag) eine Ausschopfung einer Menge A C R"™ und f eine Funktion auf A C R", so
dass f iiber jedes Aj integrierbar ist.

Dann ist f genau dann iiber A integrierbar, wenn die Folge der Integrale ([ 4, |fldz)
beschrénkt ist. In diesem Fall gilt

/fda:: lim/ fdx.
A k—o0 Ay
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Denn ist f integrierbar, so ist auch |f| integrierbar und es gilt wegen A, C A

/Ak|f|§/A!f|-

Ist umgekehrt die Folge der Integrale beschrénkt, so zieht man sich nach Abédnderung auf
einer Nullmenge auf nichtnegative, reellwertige Funktionen zuriick. Sei also f > 0. Dann
ist die Folge (f4,) monoton wachsend mit Grenzfunktion fs. Aus dem Satz von Beppo

Levi folgt, dass f4 integrierbar ist.

2. Wir betrachten den Spezialfall der Funktion f = 1: es ist dann die Teilmenge A genau
dann messbar, wenn die Folge v(Ay) der Volumina fiir eine Ausschopfung durch messbare
Mengen beschrénkt ist. In diesem Fall gilt v(A) = sup v(Ay).

3. o-Additivitét: Ist B = |J;—, By abzihlbare Vereinigung paarweise disjunkter messbarer
Mengen By, € R" mit )2 v(By) < 00, so ist B messbar mit Lebesgue-MaB >~ | v(By).
Betrachte hierzu die Ausschépfung Ay := By U ... U By der Vereinigung U, By.

Theorem 1.4.8 (von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz).
Sei (fx) eine Folge integrierbarer Funktionen auf R”, die fast {iberall punktweise gegen eine
Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare Majorante, d.h. eine integrierbare Funktion

F mit | fy| < F fur alle k.
Dann ist die Grenzfunktion f integrierbar, und es gilt

fdz = lim | fidz
free=pm |

Der Satz gilt analog fiir die Integration {iber eine Teilmenge A C R".

Bewelis.

e Da F integrierbar ist, ist die Menge, auf der F(z) = oo gilt, nach Satz eine
Nullmenge N’. Die Menge der z € R™, fiir die fy(x) nicht gegen f(z) geht, ist nach
Annahme ebenfalls eine Nullmenge N”. Wir dndern auf der Nullmenge N := N’ U N” die
Funktionen f, f und F ab, indem wir 0 als Funktionswert setzen. (Die Integrierbarkeit,
die Ungleichung | fx| < F und die Werte der Integrale bleiben unveréndert.) Wir kénnen
daher annehmen, dass alle Funktionswerte endlich sind und dass f die Grenzfunktion ist.
Auflerdem kénnen wir wieder annehmen, dass f reellwertig und nicht-negativ ist.

e Wir betrachten die Funktion gx := sup{f; | ¢ > k}. Fiir jedes feste k ist die Funktionen-
folge
Gy = max(fr, ..., frey) mit v =0,1,2,. ..
monoton wachsend und konvergiert gegen die Funktion g. Die Funktionen g, sind als
Maxima integrierbarer Funktionen integrierbar nach Korollar [I.2.712 und die Folge ihrer
Integrale ist durch f F beschrinkt. Nach dem Satz von Beppo Levi folgt, dass alle
Funktionen g, integrierbar sind:

|/gk| = |)H§o/gk,ydx| < /Fdx.
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e Auf die monoton fallende Folge (gx), die gegen f konvergiert, und deren Integrale nach

der Abschitzung durch [ Fdz beschrinkt sind, kénnen wir wieder den Satz von Beppo
Levi anwenden. Also ist auch f integrierbar und es gilt

/fd:z: = lim [ gidzx.
k—o0
Analog betrachtet man noch die Funktion g¢; := inf{f; | i > k} und erhélt die Aussage
/fdm = lim [ g;dz.
k—o0

Aus g; < fi, < gi folgt nun die Aussage. O

Wir haben nun Hilfsmittel, um integrierbare Funktionen zu identifizieren. Wir erinnern an
den Begriff der o-Kompaktheit aus Definition ((1.3.7]) und definieren weiterhin:

Definition 1.4.9
Sei A C R™ eine o-kompakte Menge. Eine Funktion f: A — C U {oo} heifit lokal-integrierbar,
wenn sie tiber jede kompakte Teilmenge K C A integrierbar ist.

Bemerkung 1.4.10.
Jede stetige Funktion auf einer o-kompakten Menge ist nach Satz [1.2.13]2 lokal integrierbar.

Korollar 1.4.11.
Sei A eine o-kompakte Menge.

1.

Majorantenkriterium:
Sei f: A — CU{oo} eine lokal-integrierbare Funktion, die eine iiber A integrierbare
Majorante F' hat, d.h. es gilt

|f(x)] < F(x) fast iiberall auf A.
Dann ist f {iber A integrierbar.

Sei f: A — CU{oo} integrierbar, g: A — C lokal-integrierbar und beschriankt. Dann ist
auch das Produkt f - ¢ integrierbar auf A.

Die Funktion f: U — C sei fast iiberall stetig auf der offenen Menge U C R™ und habe
eine iiber U integrierbare Majorante F'. Dann ist f iiber der offenen Menge U integrierbar.

Bewelis.

1.

Sei A = Uzozl Ag, A1 C Ay C ... eine Ausschopfung durch kompakte Mengen Ay. Die Fol-
ge der Funktionen (f4,) konvergiert dann punktweise gegen f4. Da alle Einschrankungen
fa, integrierbar sind und |fa,| < Fl4, moglicherweise wieder nach einer Abéanderung auf
einer Nullmenge, folgt die Behauptung aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz

1438

. Das Produkt f - g ist lokal integrierbar. Sei M Schranke von g, also M > |g(z)| fir alle

x € A. Dann ist F := |f| - M eine integrierbare Majorante des Produkts f - g.

Wegen des Majorantenkriteriums in Teil 1 reicht es zu zeigen, dass f lokal-integrierbar
ist. Die Integrierbarkeit iiber ein beliebiges Kompaktum folgt nun aus Korollar [1.3.25 O
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Beispiel 1.4.12.

Sei f integrierbar iiber R. Fiir jedes x € R hat die Funktion ¢ +— f(t)exp(—ixt) wegen
|f(z) exp(—ixt)| = |f(x)| die integrierbare Majorante |f| und ist somit nach Korollar [1.4.11]3
iiber R integrierbar. Die durch das Integral definierte Funktion

A

fTR — C
r \/LQ_W/Rf(t)exp(—ixt)dt

heifit die Fourier-Transformierte von f.

Satz 1.4.13 (Verallgemeinerter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Sei f eine differenzierbare Funktion auf dem kompakten Intervall [xg, x|, deren Ableitung be-
schrankt ist. Dann ist die Ableitung f’ Lebesgue-integrierbar iiber dem Intervall [xg, z], und es
gilt

f(@) = fxo) = f(t)dt

[CC(),CC]

]?veweis.
Ubg. O

1.5 Parameterabhingige Integrale, der Satz von Fubini und der
Transformationssatz

Wir folgen [K], §8.4,8.5,9.1-9.3].
Sei X ein metrischer Raum und 7" C RP. Es sei die Funktion

[ XxT — C
(z,1) = flz,1)

iiber T integrierbar fiir jedes feste x € X. Wir definieren eine Funktion F auf dem metrischen
Raum X durch die Integrale

F(x) ::/Tf(x,t)dt

Theorem 1.5.1 (Stetigkeitssatz).
Zusétzlich habe der Integrand f die folgenden Eigenschaften:

1. Fiir jedes feste t € T C RP? ist die auf dem metrischen Raum X definierte Funktion
x> f(x,t) stetig.

2. Es gibt eine integrierbare Funktion ®: 7" — R, so dass |f(z,t)| < ®(¢) fir alle (z,t) €
X x T gilt. (Man beachte, dass die Schranke unabhéngig von x € X sein muss.)

Dann ist die Funktion F(z) = [, f(z,t)dt auf X stetig.

Beweis.
Zu zeigen ist, dass fiir jede Folge (x) in X mit limy_, z; = x gilt:

lim F(zy) = F(x).

k—o0
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Wir betrachten fiir die Folge (z) in X die Folge der Funktionen

kaT — C
fk(t) = f(l‘k,t)

Wegen Voraussetzung 1 gilt dann punktweise Konvergenz, also fiir jedes t € T'
lim fi(t) = lim f(ept) = f(2,1).
k—o00 k—o00

Nach Voraussetzung 2 gilt punktweise | f| < @ fiir alle £ € N. Nach dem Satz von der majori-
sierten Konvergenz folgt

I}LIEO/Tfk(t)dt:/Tf(x,t)dt

Das heifit aber limy_,o, F'(zg) = F(x). O

Beispiel 1.5.2 (Stetigkeit der Fourier-Transformierten).
Sei f integrierbar auf R, dann ist die Fourier-Transformierte aus Beispiel

~ 1 ]
fla) = <= / £(t) exp(—iat)dt

stetig. Denn die Funktion z — f(t)e ™" ist fiir jedes feste t € T stetig in x und ®(t) = |f(¢)|
ist eine von x unabhéngige integrierbare Majorante, da

|F(t) exp(—izt)| = [f(#)] - |exp(—ixt)] .

Theorem 1.5.3 (Differentiationssatz).
Neben den Voraussetzungen zu Beginn des Abschnitts sei jetzt X C R” eine offene Teilmenge.
Es habe f: X x T — C folgende Eigenschaften:

1. Fiir jedes feste t € T ist die Funktion z — f(x,t) stetig differenzierbar.
2. Es gibt eine integrierbare Funktion ®: 7" — R mit
iz

a—(x,t)‘ < ®(t) fiir alle (z,t) e X xTund v =1,...,n.
Ty

Dann ist die Funktion F(x) = [ f(z,t)dt stetig differenzierbar. Ferner ist fiir jedes x die
Funktion ¢ — 0, f(z,t) integrierbar und es gilt

0 [ of
8mVLf(x,t)dt—/Ta—%(x,t)dt.

Beweis.
Sei zp € X und r > 0 so gewihlt, dass B,(xy) C X. Dies geht, da X offen ist. Sei (hy) eine
Nullfolge reeller Zahlen mit 0 < |hg| < 7. Setze

flnt) = fzo.t)

xy = T + hre, und @i(t) = -
k
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Alle Funktionen ¢y, sind auf 7" integrierbare Funktionen. Fiir jedes t € T gilt wegen der partiellen
Differenzierbarkeit von f

. aof
Jm,oxlt) = 5, (w0 1)

Aus dem Schrankensatz der Differentiation folgt mit Voraussetzung 2

|ox(8)] < D(2).

Da @ nach Voraussetzung 1 integrierbar sein soll, ist nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz |1.4.8 die Grenzfunktion ¢ — aan(xo, t) integrierbar und es gilt

. [ of
lim Tgok(t)dt—/Taxy(mo,t)dt.

k—o0

Wegen
Fax) — F(xo)

t)dt =
/T wi(t) i
folgt daraus die partielle Differenzierbarkeit der Funktion F' und die Formel fiir die partielle

Ableitung des Integrals. Mit dem Stetigkeitssatz folgt dann auch die stetige Differenzierbarkeit
von F'. 0

Satz 1.5.4 (Newton-Potential).
Sei K C R? ein Kompaktum, p: K — R eine integrierbare Funktion, die die Interpretation

einer Ladungs- oder Masseverteilung haben kann. Das Newton-Potential zu p ist die Funktion
uw: R®\ K — R mit

u(z) = / ﬂdy fiir v € R®\ K
w7z =yl

mit der durch

auf R” definierten euklidischen Norm. Wir behaupten:

1. Die Funktion u ist harmonisch:

2. Fiir jeden Einheitsvektor a € R? gilt mit

M:—/Kp(y)dy

dass

lim r - u(ra) = M,
7—00

was wir auch in der Form u(ra) ~ M - 1 schreiben.
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Beweis.
e Wir betrachten die Funktion

flz,y) = ”;E—y?)/HQﬁir (z,y) € (R*\ K) x K.

Fiir jedes feste x € R3\ K ist die Funktion y — f(x,y) nach Korollar|1.4.11]2 integrierbar

auf K, da p integrierbar sein soll und da die Funktion =: — stetig und daher
r

2 =yl
auf dem Kompaktum K beschrinkt ist. Fiir jedes y € K ist x — f(x,y) zweimal stetig

differenzierbar auf R* \ K, also in der Variablen .

e Wir beweisen die C2-Differenzierbarkeit der Funktion u auf allen offenen Teilmengen von
R3\ K die von K einen Abstand € > 0 haben. Dies reicht aus.

0 1 1
ox, r 3

Wegen —(z, —y,) gilt

0 1
)| < ol

Man zeigt durch weiteres Ableiten die Abschéitzung

o2 f 4
- J <
Jz, 0, (I,y)‘ < Sle)l

Dies sind Abschétzungen gegen auf K integrierbare Funktionen, die nicht von x abhéngen.

Der Differentiationssatz ist also in beiden Féllen anwendbar; er liefert die C*-
Differenzierbarkeit von v und die Identitét

1
N Y T (. Y
wx lz =yl k _ \lz—yl2/

-~~~

=..=0

e Sei R > 0 so grof} gewéhlt, dass K C BR(O). Fiir r > R ist dann ra ¢ K und es gilt

= |
A A

9: 0,55 x K — R

p(y)
(ty) = Rum

ru(ra) =

Die Funktion

ist fiir jedes y in ¢ stetig. Ferner ist |g(t,y)| < 2p(y) fiir alle (¢,y) € [0, 55] X K. Mit dem
Stetigkeitssatz folgt somit

lim ru(ra) —hm/ / y)dy.
Jm lim ||a—ty|!2 W

Wir verallgemeinern nun den kleinen Satz von Fubini [1.2.14] von stetigen beschrankten
Funktionen auf integrierbare Funktionen.
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Theorem 1.5.5 (Allgemeiner Satz von Fubini).
Schreibe X :=RP und Y :=RY. Es sei f: X x Y — CU {oo} integrierbar. Dann gilt

1. Fiir fast alle y € Y, d.h. auBer fiir y in einer Nullmenge N C Y, ist die Funktion

X — Cu{oo}
= flx,y)

iiber X integrierbar.

2. Setzt man fiir y € N
Fly) = [ (oo
b'e

und F(y) := 0 fiir y € N, dann ist die Funktion F': Y — C iiber Y integrierbar und es
gilt

flz,y)d(z,y) = /YF(y)dy-

XxY

Fiir diesen Sachverhalt schreiben wir auch

[ s = [ ([ s ) a
[ taaen = [ ([ s

Die rechte Seite ist ein iteriertes Integral.

Es gilt analog

Beweis.

e Schritt 1: Ist A C X x Y eine Nullmenge, so gibt es eine Nullmenge A" C Y derart, dass
fir y € Y\ A’ alle Schnitte A, = {z € X|(z,y) € A} Nullmengen sind. (Man beachte,
dass A, nicht fiir alle y € Y eine Nullmenge sein muss. Betrachte etwa die Nullmenge
A=RxQCRxR: fir alle y € Q ist A, = R keine Nullmenge.)

Dies sieht man so:
Wir benutzen Satz|1.3.24) um zu gegebenen € > 0 abzéhlbar viele offene Quader ()1, @, . . .
zu finden, so dass

A C U Qg und Zv(@k) <€
k=1
Dann schreiben wir jeden Quader als Produkt, Q) = Q) x QY. Wir benutzen die Halbnorm

| - || beziiglich X, um die Funktion

a:Y — RU{oo}
y o= a5

einzufithren. Aus

la, > Lo lgr(y)

k=1
schliefen wir mit Hilfe der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

va Q%) 162”

k=1
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Daraus folgt nach der Definition der Halbnorm || - ||¥" iiber Treppenfunktionen

||a||¥ < Z%(Q;c)vq( ) = Zvn(ka) < €.
k=1 k=1

Also ist |la||¥ = 0. Es gibt nach Bemerkung |1.3.22|3 eine Nullmenge N C Y, so dass
a(y) = ||14, ]I = 0 und somit A, eine Nullmenge ist fiir jedes y € Y\ N.

e Schritt 2: Reduktion auf den Fall von Treppenfunktionen
Nach dem Korollar [1.4.5|zum Satz von Riesz-Fischer existiert eine Folge ¢ von Treppen-
funktionen auf X x Y mit den Eigenschaften wie in Korollar [T.4.5}

1. pr — f punktweise auBerhalb einer Nullmenge A C X x Y
2. Es gilt 3> 07 [lows1 — wnlls < oo

Wegen Eigenschaft 1 und nach der Beschreibung von Nullmengen A C X X Y in Schritt
1 folgt:

(1x) Es gibt eine Nullmenge N’ C Y, so dass pi(-,y) — f(-,y) fir y auBerhalb N’
punktweise fast iiberall auf X.

Betrachte die Treppenfunktion

Hi(y) rz/X!wH(%y)—wk(r,y)Ldf

-~

>0

Nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen folgt

/ Hily)dy = / o (1) — o, 9)ld(x ) = lorm — el
Y XxY

Aus Eigenschaft 2. folgt nun, dass
(+) Z/ Hy(y)dy = ZHSOI@H — il < o0.
k=1"Y k=1

Die Folge der Partialsummen Zizl Hi(y) wéchst monoton und die Integrale
IZ£:1 Hyi(y)dy sind beschrankt. Nach dem Satz von Beppo Levi lm ist die Funk-
tion > ,-, Hj, integrierbar. Insbesondere gilt wegen Satz [1.3.20 dass Y .-, Hy(y) < oo
fiir alle y auBlerhalb einer Nullmenge N” C Y ist. Somit haben wir

(2x) Esgilt > lort1(y)—er(-, y)|Ii* < oo fiir alle y auBerhalb einer Nullmenge N” C Y.

Also ist (¢(+,y)) eine L'-Cauchy-Folge auf X. Daher erhélt man fiir y ¢ N := N' U N”
nach Riesz-Fischer dass eine Teilfolge von @i (-,y) fast iiberall gegen eine integrier-
bare Funktion auf X konvergiert. Diese ist wegen Eigenschaft 1x gleich f(-,y) fast iiberall.
Damit ist f(-,y) iiber Y integrierbar und Aussage 1. des Satzes gezeigt.

o Schritt 3: Aus dem Satz von Riesz-Fischer folgt auBerdem fiir y € Y\ N:
() F)= [ e = i [ e
X k—oo [ x
—_—
®r(y)
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Zum Beweis des zweiten Teils der Aussage des Satzes setze

Dr(y) = /Xsok(x,y)dx-

Dies sind Treppenfunktionen auf Y mit den Eigenschaften

(1y) Die Folge (@) konvergiert auf Y\ N punktweise gegen F'. Dies ist die Aussage ().
(2y) Dope i 1Prs1 — Pill} < oo. Dies folgt aus ().

Wegen (2y) ist (@) eine L'-Cauchy-Folge von Treppenfunktionen auf Y. Nach dem Satz
von Riesz-Fischer konvergiert eine Teilfolge punktweise fast iiberall gegen eine inte-
grierbare Funktion auf Y. Wegen (1y) stimmt diese mit F iiberein. Folglich ist auch F
integrierbar {iber Y. Der Satz von Riesz-Fischer liefert schliefSlich

Jy Fly)dy = limg,e [ Pr(y)dy
= 11mk_>oo IXXY ka(xvy)d(‘ray)
=[x,y f(z,y)d(z,y) [Eigenschaft 1. der ).

Aus dem Satz von Fubini folgt sofort: Ist f iiber X X Y integrierbar, so gilt

/X(/Yf(:v,y)dy) dx:/y(/x f(x,y)dx) dy.

Im Satz von Fubini haben wir vorausgesetzt, dass die Funktion auf X x Y integrierbar ist.
Der Satz von Tonelli gibt hierfiir ein Kriterium:

Theorem 1.5.6 (Satz von Tonelli).
Sei f: X xY — C eine fast iiberall stetige (oder lokal-integrierbare) Funktion. Dann ist f
genau dann iiber X X Y integrierbar, wenn wenigstens eines der iterierten Integrale

/Y(/X’f(x,yﬂdx) dy Oder/x(/yu(x’y)‘dy) Qo

existiert. Damit ist z.B. fiir das erste Integral wie im Satz von Fubini gemeint, dass fiir jedes
y € Y auBerhalb einer geeigneten Nullmenge N C Y das Integral [, |f(z,y)|dz existiert und
dass die Funktion mit

Fy) = /X f(z,y)lde fiiry € Y\ N

und F(y) =0 fiir y € N iiber Y integrierbar ist.
In dem Fall gelten die Aussagen des Satzes von Fubini und die Vertauschungsregel.

Beweis.
Ist die Funktion f {iber X x Y integrierbar, so ist nach Satz auch die Funktion |f]
iitber X x Y integrierbar. Somit ist die angegebene Bedingung nach dem Satz von Fubini [1.5.5
notwendig.

Zum Beweis der Umkehrung zeigen wir, dass unter der angegebenen Bedingung, etwa zu
[y (Jx [f(z,y)|dz) dy , |f| iiber X X Y integrierbar ist. Nach dem Majorantenkriterium in
Korollar [[.4.11]1 bzw. 3. ist dann auch f iiber X x Y integrierbar und die Aussagen des Satzes
von Fubini gelten.
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Sei dazu hy, := min(|f[,k - 1_gxn); die Funktion h; ist integrierbar: fiir eine lokal-
integrierbare Funktion f folgt dies aus der Definition [1.4.9/2, fiir eine fast iiberall stetige
Funktion aus Satz . Die Folge hy konvergiert monoton wachsend gegen |f|. Die Folge
der Integrale ist beschrankt:

| et " /Y ( [ mtear)ass [ ([ irlar)ay

und mit dem Satz von Beppo Levi [1.4.6| folgt | f| € L'(X x V). O

Beispiel 1.5.7.
Aussage (und Voraussetzungen!) des Satzes von Fubini sind nicht erfiillt bei der Funktion

B $2_y2
f(‘rhy) - (I2 +y2)27

die nicht auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] C R? integrierbar ist:

/o1 /01 |f(z,y)| dydz = oo

Dies sieht man so:

/0 )| dy > / V2 | f(z, )| dy

x ,
_x—_
Z/ﬂ—% dy
0 2 T

+2)

1
1
Aber das Integral / —dz ist nicht endlich. In der Tat darf man hier auch nicht die Integrati-
0 T

onsgrenzen vertauschen: es ist

[ ([ Grrmee) o [ ([ )&

Bemerkung 1.5.8.
Fiir Funktionen f: X — CU {co} und ¢g: Y — CU {oo} definiert man eine Funktion

f®g: X xY — CuU{oo}
(z,y) — [f(z)-g(y)

Sind die Funktionen f und g integrierbar, f € £1(X) und g € £1(Y), so ist f ® g integrierbar,
f®ge (X xY).

Man rechnet dies fiir Treppenfunktionen nach und approximiert dann f und g durch Treppen-
funktionen. Es gilt hierbei die Abschétzung || f®@g|[1,xxv < [|f[[1,xlgl[1,y, die man erhélt, indem
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man aus einer Hiillreihe von f und einer Hiillreihe von ¢ eine Hiillreihe von f ® g konstruiert.

Mit dem Satz von Fubini zeigt man schliellich:

[ resmeamicn= ([ o). ([

Es ist also z.B. die Funktion f(z,y) := aP~1y?™! fiir reelle p und ¢ genau dann iiber das
offene Quadrat (0,1)? integrierbar, wenn p > 0 und ¢ > 0.

Bemerkung 1.5.9.
Wir erinnern:

1. Seien U, U’ C R" offen. Ein Diffeomorphismus 7: U — U’ ist eine bijektive Abbildung,
so dass die Abbildungen 7" und 7! in jedem Punkt stetig differenzierbar sind.

2. Sei T': [a,b] — |o, 8] Diffeomorphismus des Innern und ein Homéomorphismus auf dem
abgeschlossenen Interval. Sei f: [a, f] — R stetig. Dann unterscheiden wir zwei Fille,
den orientierungserhaltenden und den orientierungsumkehrenden Fall:

(1) T(a)=a,T(b)=p und (i1) T(a)=p,T(b) =

/f )T (x d:c—/f
u/f dx—/ f(y —/a f(y)dy

In beiden Fillen gilt die Transformationsformel [, f(T'(z)) - |T"(z)| dz = [, 4 f(y)dy.

Es gilt dann:

Theorem 1.5.10 (Transformationssatz).
Seien U, V' C R" offene Teilmengen und 7': U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist die Funktion
f: V= CU{oo} genau dann iiber V integrierbar, wenn die Funktion

oT,
foT.|det(axV)W/|

iiber U integrierbar ist. In diesem Fall gilt

JLrentae (GEe) Tae= [ s

Bevor wir den Satz beweisen, bringen wir ein Plausibilitdtsargument und diskutieren wich-
tige Spezialfille.

Bemerkung 1.5.11.

Fiir das Plausibilitatsargument verwenden wir Riemannsche Summen und schreiben die Menge
U als Vereinigung kleiner Quader, U = |J, @k. In jedem Quader wihlen wir einen Punkt
zy, € Q). Wir approximieren so v(U) = >, v(Qk)-
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Dann ist aber V = T'(U) die Vereinigung der “krummlinigen Quader” T'(Qy). Lokal appro-
ximieren wir die Abbildung durch ihr Differential,

T(x) = T(xy) +dTy, (v — ),

die eine affine Abbildung ist. Die “krummlinigen Quader” T'(Q%) haben daher in Anndherung
das Volumen

| det(dT%, ) |[v(Qr)-

Ist f stetig, so approximieren wir f auf dem kleinen Quader T'(Qy) durch flr,) ~ f(yx) fiir
yr = T'(xy) € T(Qg). Damit erhalten wir fiir das Integral:

Jo fdy = > fluw) ~ Y (T ()] det(dT, ) v(Qx)
/f \det dT)|d$

Korollar 1.5.12 (Spezialfall affiner Transformationen).
Sei T: R™ — R™ eine nicht-ausgeartete affine Transformation, also T'(z) = Az + b mit b € R"
und A € GL(n,R). Dann ist dT' = A und somit det dT" = det A € R\ {0}.

Ist f: K — C iiber eine Teilmenge K C R" integrierbar, dann ist fo7 iiber die Urbildmenge
T~Y(K) integrierbar und es ist

1
L FT @0 = i | sy

Beweis.
Um den Transformationssatz [1.5.10] anzuwenden, betrachte man die triviale Fortsetzung fr.
Dann ist fx o T nur auf der Teilmenge T~ (K) von 0 verschieden. O

Bemerkungen 1.5.13.
1. Wir betrachten folgende Anwendung: Sei T'(xz) = Ax + b eine invertierbare affine Abbil-
dung des R™ mit Umkehrabbildung 7 !(y) = A~y — A7'b. Sei K C R" eine messbare
Menge, dann ist auch T(K) C R™ messbar und es gilt

v(T(K)) = |det A| - v(K).

Dies folgt durch Anwendung der affinen Transformationsformel auf die affine Abbildung
T

o(T(K)) = /T(K) (T~ (2))dz = |detA|/lK(y)dy— | det Alo().

Es gilt also insbesondere fiir affine Abbildungen mit A € SL(n,R), dass v(T'(K)) = v(K).
Zu solchen Abbildungen zéhlen alle Translationen der R™ und alle Rotationen des R™ mit
der Standard-euklidischen Struktur, so dass wir die Bewegungsinvarianz des Lebesgue-
Mafes gezeigt haben. Wir erwéhnen nur, dass auch symplektische Transformationen, also
insbesondere kanonische Transformationen eines Phasenraums, Determinante Eins haben
und somit das Volumen erhalten.
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2. Symmetrien des Newton-Potentials:
Wir verwenden Bezeichnungen wie in Beispiel [I.5.4] Sei nun speziell K eine kompakte
Kugelschale und p sei eine rotationssymmetrische Massenverteilung,

p(Ay) = p(y) fiir alle A € SO(3).

Dann existert nach Beispiel das Potential iiberall und es gilt

B p(y) B p(A™y) [EI0 p(7) — ulx
wan) = [ = [ PR [ < )

Also ist dann auch das Newton-Potential u rotationssymmetrisch.

Wir kommen nun zum Beweis des Transformationssatzes:

Beweis.
Wir skizzieren hier nur die wichtigsten Beweisschritte und verweisen fiir Details auf [Kl §9.2].

e Schritt 1:
Sei N C U Nullmenge und T Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. Dann ist auch
das Bild T(N) C V eine Nullmenge.

Man benutzt Uberdeckungen der Nullmenge N durch achsenparallele Wiirfel N C U, Wi
mit » -, v,(Wy) < € wie in Lemma |1.3.23]2. Dann liegt das Bild T(N N W) in einem
Wiirfel mit dem Volumen (2L)"v(W}). Diese Wiirfel tiberdecken das Bild T'(N); die Sum-

me ihrer Volumina ist kleiner als (2L)"e. Somit ist 7(N) eine Nullmenge.

o Schritt 2:
Den Fall einer C*-Abbildung T': U — V fiihrt man auf den Fall einer (Lipschitz-) stetigen
Abbildung auf kompakten Mengen zuriick, da nach dem Schrankensatz die C'-Abbildung
auf jedem kompakten Wiirfel W, Lipschitz-stetig ist.

e Schritt 3:
Man schétzt nun in mehreren Schritten die Anderung des Volumens kompakter Mengen
unter dem Diffeomorphismus ab und findet: ist K C U kompakt und der Rand 0K eine
Nullmenge, so gelten die Abschéatzungen

(g}g | det de\) W(K) < o(T(K)) < (mea% | det dey) v(K).

o Schritt 4:
Unter dem Trdger supp(h) einer Funktion h auf einem metrischen Raum X versteht man
die abgeschlossene Hiille der Menge derjenigen Punkte, in denen h nicht verschwindet:

supp(h) := {z € X|h(z) # 0}

Wir zeigen nun, dass der Transformationssatz fiir Treppenfunktionen ¢ mit Tréager in der
offenen Teilmenge V' gilt.

Wegen Linearitdat geniigt es, die Aussage fiir die charakteristische Funktion eines kom-
pakten Quaders Q C V zu zeigen. Mit S := T~ ! ist also zu zeigen:

/ | det (A7) | dz = / ldy = v(Q) (%).
5(Q) Q
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Der Integrand des linken Integrals ist nach Voraussetzung stetig und daher iiber @) inte-
grierbar.

Sei € > 0. Da die Funktion | det dS|™! auf @ gleichmiilig stetig ist, existiert eine Zerlegung
von () in kompakte Quader );, die hochstens Randpunkte gemeinsam haben und so klein
sind, dass

max | det dS,| " — min | detdS,| " < e.

YEQ; yeQ;

Auf K; := S(Q;) gilt dann wegen S = T~!

max | det d7,| — min |det d7},| < e.
TeK; rzeK;

Durch Summation iiber alle Quader @); erhédlt man dann mit Schritt 3, dass

/S(Q) | det (dT3,) | da — U(Q)‘ < 5U(LZJ K;)

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung (x).

Schritt 5:
Sei f integrierbar iiber die offene Menge V' C R™. Dann gibt es eine Treppenfunktion
mit ||fy — ¥|l1 < €/2. Wegen der punktweisen Ungleichung |fy — lyo| < |fy — 9| gilt
dann auch

Ifv — Tyl < €/2.

Man iiberlegt sich nun, dass man seinerseits 19 durch eine Treppenfunktion ¢ mit Trager
in V' approximieren kann, so dass |1y — ¢|[1 < €/2.

Damit gibt es zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ mit Trager in V' und mit

lfv = ¢l <e

Schritt 6:

Nach Schritt 5 kénnen wir f durch eine Folge () von Treppenfunktionen mit Tréger
in V approximieren. Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir nach dem Satz von
Riesz-Fischer annehmen, dass (py) auch auflerhalb einer Nullmenge N punktweise
gegen f geht.

Wir setzen

@r = (proT)-|detdT| und f := (f o T)-|detdT|.

Aus Schritt 4 folgt, dass die Funktionen ¢, iiber U integrierbar sind. Da fiir diese Funk-
tionen nach Schritt 4 der Transformationssatz gilt, finden wir

~ ~ ~ ~ Schritt 4
|k — Pella =/|90k—wldx = /|90k—soe!dy= ek — el
U 1%

Somit ist die Folge (@) eine Cauchy-Folge, die auch noch punkteweise auf U \ T7'(N)
gegen f geht. Aber nach Schritt 2 ist auch 77'(N) eine Nullmenge.

Somit konnen wir aus dem Satz von Riesz-Fischer schlielen, dass die Grenzfunktion

f integrierbar ist und dass

/fdx: lim [ ¢pdx = lim/gpkdy:/f(y)dy.
U k—o0 U k—o00 Vv v
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Bemerkung 1.5.14 (Anwendung: Integration in Polarkoordinaten).

e Wir hatten bereits Polarkoordinaten fiir C bzw. R? eingefiihrt. Polarkoordinaten haben
eine grofle rechnerische Bedeutung: durch sie wird die Integration iiber eine Kugelschale

auf die Integration iiber einen Produktraum zuriickgefiihrt, auf dem wir den Satz von
Fubini anwenden konnen.

e Fiir den R? sind Polarkoordinaten durch den lokalen Diffeomorphismus
Py: R, x (—m,m) — R?*\S
R ey
mit S := {(z1,0) | x1 < 0} gegeben, dessen Bild also der entlang der negativen a-Achse
“geschlitzte” R? ist.

e Polarkoordinaten auf dem R? sind durch den Diffeomorphismus

Py Ry x (—7,7) X (—gg) & RS\ N
I?[; v

7 cOS  cos 6
(r,p,0) — | rsinpcosf
rsin 6

mit N := S x R definiert. Das Bild ist der entlang der Halbebene x < 0, y = 0 geschlitzte
R3.

e Fiir den R™™! betrachten wir nun induktiv Abbildungen

Pn+1: R+ X S—ﬂ',ﬂ') X (_gug

-~~~

=41

(7“7@1,...,@”) = (

n—1
) — R\ Nullmenge

Poy(r, 01, n_1) COS @,
7 Sin @, .

Man zeige als Ubungsaufgabe, dass dies ein Diffeomorphismus ist.

e Fiir konstanten Radius 7 erhalten wir Sphéren. Etwa fiir Radius r = 1 in Dimension n = 4
die 3-Sphére
S? = {r c RY|z| =1} C R%

e Wir brauchen auch die Determinanten der Differentiale: in Dimension n = 2 erhalten wir
fiir die Jacobi-Matrix:

AP — Op(rcosp) Oy(rcose))  [cosp —rsing
> \ O (rsing) 9,(rsing)) ~ \sinp 7rcosy

und somit
det(dPy) = rcos® ¢ + rsin®p = 1.
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Man zeigt dann fiir n > 3 (UA):
det dP,(r, @1, ..., on_1) = detdP,_1(r, @1, .., @n_2) - 708" *(¢n_1);

daraus folgt dann rekursiv

n—2

detdP, ="' C(p1,...,0n_1) mit C(p1,...,0n 1) := cos’ pa-cos® p3-...-cos" 2, ;.
e Speziell kann man wegen det dP; = r?cos o, das Kugelvolumen v(B%(0)) der dreidi-
<~

0
mensionalen Vollkugel folgendermaflen berechnen:
v(B%(0)) = fBR(O) ldx = fOR I f_gz r? cos 0 dOdedr
s 2 4
= fOR r2dr - 27 - [ 2x cos0df = §7TR3.

_T
2

Korollar 1.5.15.
1. Sei I C [0,00) ein Intervall und

K(I):={zeR"| || €I}
die zugehorige Kugelschale im R™.

Dann ist eine Funktion f: K (/) - CU{oo} auf der Kugelschale genau dann integrierbar,
wenn f(P,(r,9)) - 1" 1C(p) auf I x II,, C R™ integrierbar ist. In diesem Fall gilt nach
dem Transformationssatz [L.5.10l und dem Satz von Fubini [[.5.5]

f, f= | ([ rton-cortaz) an

2. Ist speziell f rotationssymmetrisch, d. h. f(P,(r,¢)) = g(r), so ist die Funktion f auf der
Kugelschale K (I) genau dann integrierbar, wenn die Funktion g(r)r"~! auf dem Intervall
I integrierbar ist. Dann gilt

<) (z)dx = /]g(r)r”_ldr . /n Clp)dg.

Betrachtet man hier den Spezialfall f = 1 und I = [0, 1], so folgt mit &, := v, (B}(0))
dem Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel:

1
Ky = / rdr Ce)dy = 1 C(p)de.
0 m,

an

Wir finden also fiir die rotationssymmetrische Funktion f

_ n—1
/K(I)f(x)da: = n/@'n/lg(r)r dr.

Beispiel 1.5.16 (Berechnung des GauB-Integrals).
Wir rechnen durch Integration der rotationssymmetrischen Funktion e=*1~%3 {iber R2

2 00
(/ e_t2dt) = / e " dy = 27r/ e " rdr
R R2 0

= 7 e “du=m,
0

woraus [ e ’dt = /7 folgt.
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2 Distributionen und Fouriertransformation

Fiir viele Zwecke braucht man mathematische Objekte, die allgemeiner als Funktionen sind.
Distributionen treten auf in der Losungstheorie partieller Differentialgleichungen, etwa beim
Begriff der Fundamentallosung. Sie haben angenehme mathematische Eigenschaften. Korrela-
tionsfunktionen in Quantenfeldtheorien sind typischerweise Distributionen.

2.1 Distributionen, Faltung von Funktionen und Distributionen

Material zu diesem Kapitel findet man in [F, §10,§17]. Die folgenden Begriffe waren schon
Gegenstand der MfP2.

Definition 2.1.1

1. Sei U C R" eine offene Menge. Wir bezeichnen mit C™(U) den R-Vektorraum der m-mal
stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen in U und mit C*°(U) den Vektorraum
der beliebig oft stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen.

2. Wir verwenden wieder Multiindizes: fiir c« = (o, ..., ) € N bezeichnen wir mit |a :=
a1 + ...+ a, die Ordnung von « und setzen

= -y und 0% f == 07" ... 0y f, mit @zai.
T

3. Ein linearer Differentialoperator der Ordnung k auf einer offenen Menge U C R™ hat die

Gestalt
L= Z a,0%,

lof <k
mit « € N" und a, € C>*(U).

4. Sind alle Koeffizientenfunktionen a,, konstant, so spricht man von einem Differentialope-
rator mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkungen 2.1.2.

1. Fiir jeden linearen Differentialoperator L der Ordnung k definiert man durch f +— Lf
lineare Abbildungen C™(U) — C™*(U), m > k, bzw. C*°(U) — C>=(U).

2. Lineare Differentialoperatoren der Ordnung k& = 0 sind einfach die Multiplikation f — agf
mit einer glatten Funktion ag.

3. Die linearen Differentialoperatoren der Ordnung k bilden einen Vektorraum. Des Weiteren
definiert man mit Hilfe der Komposition der Abbildungen f +— L;f die Komposition oder
Hintereinanderausfithrung L, o L, von Differentialoperatoren.

Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k£ und L ein Differentialoperator der Ordnung
[. Man zeigt, dass L; o Ly ein Differentialoperator der Ordnung k + [ ist. Insbesondere
kann man ihn in der Form Zla\ <1 40" schreiben.

4. Es ist dabei im allgemeinen L; o Ly # Lyo Ly, d.h. der Kommutator [Ly, Ls] := Ly o Ly —
Ly o Ly ist i.a. # 0.
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Beispiel 2.1.3.

0
Wir betrachten Differentialoperatoren auf R™. Seien j, k € {1,...,n}. Wirsetzen L; = 0, = e
a’/’ .
und Le = xp. !
Dann gilt fiir f € C*°(R™) nach der Produktregel:
La(Laf) = (- £) = by + 31— f
= — (11 - — . T ——
1(L2 oz, k kj k 9z,
sowie
Lo(Lif) = vy f
2\1 — k&l’j )
also ist [Ly, Lo] = [0;, xx] = Oy Dieser Kommutator ist fundamental fiir die Quantenmechanik.

Definition 2.1.4
1. Wir bezeichnen fiir k € NU {oco} mit C*(R") den Raum der Funktionen p: R" — R, fiir
die

(a) alle partiellen Ableitungen 0%p fiir alle o € N" mit || < k existieren und stetig
sind.

(b) deren Trager supp(y) := {z € R*: p(z) # 0} kompakt ist.

2. Als Testfunktion bezeichnen wir alle Funktionen aus dem Raum C°(R™). Man bezeichnet
den Raum der Testfunktionen auch mit D(R™).

3. Wir definieren einen Konvergenzbegriff auf dem Raum der Testfunktionen. Sei (p,) eine
Folge von Testfunktionen und ¢ € D(R™) eine Testfunktion. Dann sagen wir

v = ¥
QODQD

wenn

(a) es ein Kompaktum K C R"™ gibt, so dass supp(p,) C K fiir alle v und supp(p) C K.

(b) fiir jeden Multiindex o € N die Folge der Ableitungen 0%y, fiir v — oo gleichméfBig
auf K gegen 0“p geht.

Bemerkung 2.1.5.

1. Der Konvergenzbegriff in D kommt von einer Metrik, insbesondere ist der Grenzwert
eindeutig.

2. Die Konvergenz von (,) gegen ¢ in D ist eine viel stérkere Bedingung als die punktweise
oder gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen.

3. Wir bemerken, dass fiir jeden linearen Differentialoperator L und fiir jede Testfunktion
¢ € D(R™) auch Ly eine Testfunktion ist.
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Definition 2.1.6
FEine Distribution auf dem R" ist eine stetige lineare Abbildung

T:D—-R, ¢—Tp.

Dabei bedeutet die Stetigkeit von T, dass fiir jede Folge (¢,) in D mit ¢, 5 ¢ Konvergenz

T[p,] = Tp] in R gilt.
Der Vektorraum aller Distributionen auf dem R"™ wird mit D'(R™) oder kurz D’ bezeichnet.

Beispiel 2.1.7.
Sei f: R™ — R eine stetige Funktion. Fiir ¢ € D(R") sei

Tilgl = | f(z)p(z)d .
Rn
Es ist T linear und stetig (vgl. UA), also eine Distribution. Man nennt 7' ¢ die durch f definierte
requldre Distribution.

Wir brauchen eine spezielle Funktion mit kompaktem Trager:

Betrachtung 2.1.8.

Die Funktion
1
et furt >0

S:R—>Rmits(t)::{ 0 firt <0

ist beliebig oft differenzierbar. Setzt man
g: R— Rmit g(t) :==s(1+1t)-s(1l—1t)
so ist auch g beliebig oft differenzierbar; es gilt

1fF—-—-—------==

9(t) # 0 =t e (=1;1),
also g € C*(R), mit supp(g) = [—1, 1].

Lemma 2.1.9.
Ist U offen im R™ und f: U — R stetig und gilt [5., f(z) - ¢(z) d"z = 0 fiir alle Testfunktionen
p € CP(R™), soist f=0.

Insbesondere ist die lineare Abbildung 7': C(R™) — D’'(R") injektiv.
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Man kann daher stetige Funktionen f mit den ihnen zugeordneten regulédren Distributionen
identifizieren, die wir dann sowohl mit T € D" als auch wieder mit f bezeichnen.

Beweis.
Angenommen, es gibt einen Punkt a € U mit f(a) # 0. Ohne Einschriankung kénnen wir
f(a) > 0 annehmen. Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann eine Umgebung V' C U von a
und ein § > 0, so dass

f(z) >0 fiir alle z € V.

Es gibt aber wegen Betrachtung eine glatte Funktion ¢ > 0 mit kompaktem Trager und
suppy C V. Damit ist

/U F(@)ple) Y / f(@)p(a) = 0 / o) > 0.

Beispiel 2.1.10.
Sei f: R™ — R eine lokal-integrierbare Funktion. Fiir ¢ € D(R™) wie oben sei

Tilp] = Wﬂ@w@Wm

Durch T': f — T} wird dann eine lineare Abbildung vom Raum der lokal-integrierbaren Funk-
tionen £} .(R™) in den Raum der Distributionen D'(R") gegeben, deren Kern aus den lokal-
integrierbaren Funktionen besteht, die fast iiberall Null sind.

Auch in diesem Fall nennt man 7 die durch f definierte reguldre Distribution, und man be-
zeichnet Ty € D’ oft auch wieder einfach mit f.

Es stellt sich also die Frage, ob es Distributionen gibt, die nicht regulér sind.

Beispiel 2.1.11 (Diracsche ¢-Distribution).
Sei a € R™. Wir betrachten die Linearform auf D(R"), die auf ¢ € D(R") den Wert

dalp] == pla) €R

annimmt. Dann ist J, linear und stetig, also eine Distribution, die Diracsche §-Distribution
zum Punkt a. Wir geben ohne Beweis an, dass es kein f € £}, (R") gibt mit T = 4,.

loc

Wir wollen nun auch Konvergenz von Distributionen einfiihren:

Definition 2.1.12
Ist T € D'(R") eine Distribution und (T,),en eine Folge von Distributionen in D'(R™), so sagen
wir T, konvergiert in D" gegen T, in Zeichen

T, — T,
D/

wenn fiir alle Testfunktionen ¢ € D(R") gilt:

lim T, [p] = Tg]

Der letzte Grenzwert ist der Grenzwert einer Folge reeller Zahlen. Die Konvergenz in D" wird

also mit Funktionen ¢ € D(R") “getestet”.

49



Beispiel 2.1.13.

Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f,, die auf jedem Kompaktum K C R™ gleichméBig
gegen die Funktion f: R™ — R konvergiert. Fiir jede Testfunktion ¢ € D(R") gilt dann nach
dem Satz von der majorisierten Konvergenz

lim [ f, (z)p()d"z = . f(@)e(z)d .

vV—00 R™
also

Tfy 5} Tf.

Satz 2.1.14 (Dirac-Folgen).
Sei f € L1(R") eine (Lebesgue-)integrierbare Funktion auf dem R™ mit

f(z)d"z = 1.
R"
Fiir £ € N sei fy(z) := k" f(kz). Dann gilt fiir jede Testfunktion ¢ € D(R™) :

lim fr(@)p(x)d™z = ¢(0).

k—oo R™

also

Ix 5} do.

Man denke bei f z.B. an eine glockenformige Funktion, so dass die Funktionen f; mit
wachsendem k immer steiler und immer mehr um den Nullpunkt konzentriert sind, vgl. UA.

Beweis.
Mit der Substitution y = kz erhalten wir

[ f@pra™ [ saomars "2 [ ety
Sei M := sup,cpn |@(2)|. Dann gilt
lf(W)e(y/k)| < M|f(y)| fiir alle k € N und y € R",

so dass f(y)p(y/k) fiir alle k gegen eine integrierbare Majorante abgeschitzt ist. Wegen der
Stetigkeit der Testfunktion ¢ gilt

Jim fy)e(y/k) = F(y)e(0).

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt daher

lim | f(y)p(y/k)d"y = . f(y)e(0)d"y = (0).

k—o0 Rn
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Bemerkung 2.1.15 (und Definition).
Wir moéchten die Ableitung von Distributionen definieren. Dabei soll die Ableitung einer re-
guldren Distribution 7'y gerade die zur Ableitung von f gehdrende reguldre Distribution sein.
Genauer: Ist ein linearer Differentialoperator L auf dem R" gegeben, so mochten wir eine Ab-
bildung L: D' — D’ erklaren mit
LTy =Tyy.

Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k auf der offenen Menge U C R"™. Ein Differen-

tialoperator M der Ordnung k in U heifit (formal-)adjungiert zu L, falls

Jonnpare= [ - wora

fiir alle f € C*(U), ¢ € CH(U) gilt.
Wir brauchen spéter dafiir das folgende

Lemma 2.1.16.
Sei U C R" offen und j € {1,...,n}. Dann gilt:

1. a¢—($)d"x = 0 fiir alle p € C}(U).
v Oz

2. / 9f(@) o(z)d"r = —/ f(x)Md”x fir f € CY(U) und ¢ € CL(U).
v Oz, U Oz,

Es ist dabei jeweils wesentlich, dass mindestens eine der auftretenden Funktionen kom-
pakten Trager in U hat. Andernfalls gibt es Randterme.

Beweis.
Es folgt 2. aus 1., denn f - ¢ € C}(U) und es gilt nach der Produktregel

Ne) I, . 08
83:]-'

0;17j N 8_x]

Zum Beweis von 1. nehmen wir U = R" an, indem wir ¢ € C}(U) durch Null zu einer Funktion
in C!(R") fortsetzen. Ferner kénnen wir uns auf den Fall j = 1 beschriinken. Sei R > 0 so grof3
gewihlt, dass suppy C (—R, R)". Fiir jedes feste (z2,...,1,) € R"! gilt dann

Ovu(x )
/R gl('l)dxl - @($1,$27, .- axn) 2;]_{}% =0

und somit auch
dp(x) g

xz=0.
R" axl

Satz 2.1.17.
Zu jedem Differentialoperator L der Ordnung k auf einer offenen Menge U C R" gibt es einen
eindeutig bestimmten (formal-)adjungierten Operator M =: L*. Es gilt:

1. (AL)* = \L* fir A€ R
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3. (LyoLy)*=LioL!

Bewelis.

e Zur Eindeutigkeit: seien M und M’ beide formal adjungiert zu dem Differentialoperator
L. Dann gilt fiir alle ¢ € C>°(U) und f € C*(U)

/U(Mf—M/f)'SDZ/U(f—f)-Lgon.

Aus Lemma folgt nun M f — M'f = 0 fiir alle f € C*(U) und somit M = M’

e Wir zeigen die Rechenregeln unter der Annahme der Existenz des adjungierten Differen-
tialoperators: existieren L*, L} und L}, so existieren (AL)*, (L1 + L2)* und (L; o Ly)* und
haben die angegebene Form. Dies folgt daraus, dass fiir alle ¢ € C>°(R™) gilt

Jowrne= [rove=x [ 2o = [orn.
Jwsnyne= [t ie= [iwine+ [wine

Jwsorine = [wintae) = [ 1(Lio Lo = [(LioLa e

mit Lemma 2.1.0

e Fiir einen Differentialoperator nullter Ordnung L = a mit a € C*°(U) ist L* = a, denn

[ane= [ sap)

Fir L = % folgt aus Lemma [2.1.16{2, dass L* = —%. Da sich jeder lineare Differen-
tialoperator durch Addition und Komposition aus diesen speziellen Differentialoperatoren
aufbauen lasst, folgt die Existenz des adjungierten Operators.

Beispiel 2.1.18.

0 = 0
1. Sei L = j=— = Z a; o — ein Differentialoperator erster Ordnung. Dann ist
o Oz p= oz,
"0 = 0 0 da,;
L* = ) e = a4l a0 — J
jzl(@xj) > % JZ1 [3%7%] % ° 8xj jz ]8x Z « Ox;

2. Fiir einen Differentialoperator L = Z|a\<k o, 0% mit konstanten Koeffizienten ¢, € R

erhalt man induktiv:
L= (1),
loo| <k

Zum Beispiel ist der Laplace-Operator formal selbstadjungiert, also A* = A.
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Definition 2.1.19
Sei T' € D'(R™) eine Distribution und L ein linearer Differentialoperator auf dem R". Dann
definieren wir eine Linearform LT: D(R™) — R durch

(LT)[p] := T[L*¢] fiir alle p € D(R™).

Wir werden gleich sehen, dass die Linearform LT stetig auf D(R") ist, also eine Distribution
ist.

Beispiel 2.1.20.

1. Im Fall eines linearen Differentialoperators nullter Ordnung, L = a € C*(R"), ist

(a-T)p]=Tla- ).

d
2. Im Fall eines linearen Differentialoperators erster Ordnung auf R, etwa fiir L = e ist
x

(_

ZT)yl = ~Tlo

dxso]-

Insbesondere ist nun also eine Ableitung der Dirac-Distribution erklért.

Bemerkungen 2.1.21.

1. Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k. Fiir jede C*-Funktion f: R" — R gilt fiir
die regulére Distribution zu Lf, dass

Tysle] = / / (L7 9) = Ty (L) "B LT[,

Ist f differenzierbar, so stimmen also die Ableitungen als Funktion und als Distribution
iiberein.

2. Es bleibt zu zeigen, dass fiir jede Distribution 7" die Linearform LT stetig ist und somit
eine Distribution ist, also LT € D'(R™) gilt.

Gilt ¢, 5 ¢, so folgt aus Bedingung (b) der Konvergenz von (¢, ) in Definition [2.1.4}

dass L*p, 6 L*¢ und aufgrund der Stetigkeit der Distribution 7' fiir die Folge reeller

Zahlen, dass
LTlp)] =T[L"¢,] = T[L"¢] = LT[¢].

Damit ist aber LT auf D stetig und somit eine Distribution.

Satz 2.1.22.

Fiir Distributionen sind Limesbildung und Differentiation vertauschbar: gilt T, 5} T und ist

L ein linearer Differentialoperator auf R", so gilt LT, ﬁ LT.
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Beweis.

Sei ¢ € D(R™) eine beliebige Testfunktion. Nach der Definition [2.1.12] der Konvergenz in D’ ist

zu zeigen, dass

lim (LT,)[¢] = (LT)]g]-

V—00

Dies ist aber nach der Definition [2.1.19( von LT dquivalent zu

lim T, [L*p] = T[L*¢].

v—00

Dies folgt aber unmittelbar aus der Definition

auch L*p eine Testfunktion ist.

Beispiel 2.1.23.

2.1.12

von 1), 5} T, da fiir jede Testfunktion ¢

O

1. Wir betrachten die Folge der Funktionen f,: R — R mit f,(z) := sinvz fiir v € N. Diese

konvergiert nicht. Es gilt aber im Sinne von Distributionen:

fo H 0 (dh. Ty, 5; 0).

Betrachte dazu die Folge der Funktionen

1
gv: R = R mit g,(z) := —— cos vz,
v

die auf R gleichméBig gegen die konstante Funktion 0 konvergiert. Wegen der Aussage in
Beispiel [2.1.13] gilt

—>T0:0

v /

i

Wir diirfen nach Satz|2.1.22 Limesbildung und Differentiation vertauschen. Es ist ¢/, = f,,
also gilt fiir die Ableitungen

d
T —0=0.
f 5; dx

. Wir betrachten die Heavisidesche Sprungfunktion (nach Oliver Heaviside):

0, fiirz<O,

HR—->Rz—
1, fiir x> 0.

An der Stelle z = 0 ist H nicht als Funktion differenzierbar. Es ist jedoch die zugehorige
Distribution Ty differenzierbar und es gilt

d
—Ty = do.
qp =%

Um dies zu sehen, betrachte ¢ € D(R) und wihle R > 0 so gro$, dass supp(¢) C (—R, R)
gilt. Dann ist

(Tl “EE T )] = - [ ¢ e = —plo)lf = p(0)
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Bemerkung 2.1.24.
Man kann analog komplexwertige Distributionen definieren. Man zeigt dann, dass eine kom-
plexwertige Distribution 7' € Di(R"™) die Gestalt T = Ty + 13 hat, wobei 11,7, € D'(R")
reellwertige Distributionen sind.

Fiir eine komplexwertige Distribution 7" € D (R™) und eine komplexwertige Testfunktion
© = 1 +ips € Dc(R™) mit ¢y, v € D(R™) ist dann

Tlp] := (Ti]pr] — Talpa]) + i(Ti[pa] + Ta[p1]).

Betrachtung 2.1.25.

e Sei f lokal integrierbar und ¢ € D(R™) eine Testfunktion. Dann hat fiir jedes x € R™ die
Funktion

y = fy)elr —y)
kompakten Triiger und ist in £'(R"). Also ist das Faltungsintegral

(fro)x) = | fly)elr—y)d"y

R”

wohldefiniert.
e Ausgedriickt durch die Distribution 7y haben wir
(f *¢)(x) := Ty[Tag]
mit der Testfunktion 7, (y) := ¢(x —y).

Daher definieren wir

Definition 2.1.26
Sei T' € D'(R™) eine Distribution und ¢ € D(R") eine Testfunktion. Dann ist die Faltung

(Txp): R" - R

die durch
(T x p) () := T[Fpyp] fiir z € R"

definierte Funktion.

Bemerkungen 2.1.27.
1. Das Faltungsprodukt x: (T, @) + T % ¢ ist linear in beiden Argumenten.

2. Seien f,g € L'(R"). Nach Bemerkung ist die Funktion (z,y) — f(x)g(y) iiber R*"
integrierbar. Daher ist auch die Funktion (z,y) — f(z)g(xz — y) iiber R?*" integrierbar.
Aus dem Satz von Fubini folgt, dass fiir fast alle x € R™ das Integral

(fxg)(x) = . fW)(7e9)(y)d"y = . f(y)g(x —y)d"y

definiert ist. Man setzt in den Punkten z € R™, in denen das Integral nicht definiert ist,

(f x9)(z) :=0.
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3. Zur Interpretation: sei f € £'(R") und ¢ eine Testfunktion mit supp(¢) C B,(0), die der
Normierungsbedingung

/ p(x)dez =1 und ¢ >0
B, (0)

geniige, was etwa bei einer Dichteverteilung der Fall ist. Die Faltung
o= [ et -y
B, (x

ist dann die mit der Verteilung ¢ ausgeschmierte Funktion f.

Lemma 2.1.28 (Eigenschaften der Faltung).
Seien f,g € L}(R™). Das Faltungsprodukt x ist kommutativ, assoziativ und hat die folgenden
Eigenschaften:

LoAlf*glli < If1llgll,

2. supp(f *xg) C{x +y|z € supp(f),y € supp(g)}-

Beweis.
Die Kommutativitéat folgt aus der Substitution y — x —y und der Transformationsformel [1.5.12
fiir affine Abbildungen:

. o —y)g(y)dy = . f(y)g(z —y)dy

Die restlichen Aussagen iiberlassen wir als einfache Ubungsaufgabe dem Leser. O

Beispiel 2.1.29.
Fiir die Diracsche 0-Distribution zum Punkt 0 gilt fiir jede Testfunktion ¢ € D(R") und fiir
alle z € R"

(G0 * ¢)(x) = do[Fap] = (720)(0) = p(x — 0) = p(x)
und somit
do * p = .

Die Diracsche Deltadistribution verhélt sich also wie ein neutrales Element fiir die Faltung.

Satz 2.1.30 (Differenzierbarkeit der Faltung).
Fiir jede Distribution 7" € D'(R") und jede Testfunktion ¢ € D(R") ist die Funktion T x ¢
beliebig oft differenzierbar, T'x ¢ € C*(R"). Es gilt, mit j € {1,...,n}:

Oj(T @) = T* (050) = (0;T) % .

Fiir den Beweis verweisen wir auf [E], §17].
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2.2 Fourier-Transformation und temperierte Distributionen

Betrachtung 2.2.1.

1. Fiir 2m-periodische, iiber dem Intervall [0, 27r] Riemann-integrierbare Funktionen f: R —
C hatten wir Fourier-Reihen Y, _, cxe’*® betrachtet. Anstelle von Fourier-Koeffizienten
1 2 )
k= — f(x)e ™*dy fir k € Z
2 Jo

fiir periodische Funktionen f: R — C betrachten wir die fiir eine beliebige integrierbare
Funktion f € £}(R) durch

f(f’) = \/% /Rf(:v)e_mgdm, mit £ € R

gegebene Fourier-Transformierte f . Hierbei ist £ € R zugelassen, nicht nur £ € Z. Dieses
Integral existiert nach Beispiel [1.4.12] Wir entwickeln die Theorie gleich fiir integrierbare
Funktionen auf dem R™, also f € L}(R").

2. Betrachte den R™ mit dem euklidischen Standardskalarprodukt

(x,&) = kaﬁk fir z, & € R".
k=1

Fiir eine integrierbare Funktion f € LY(R") und jedes ¢ € R" gehért die Funktion

x> f(2)e” @8 als Produkt der integrierbaren Funktion f mit der lokal integrierba-
ren beschrinkten Funktion e=*®¢ nach Korollar [1.4.11}2 wieder zu £!(R™). Also existiert
das Integral

¢ — ; T 6—@'(:1:,5) . n
76) = G [ ) e, e R

Die so definierte Funktion f : R™ — C ist, wie wir in Beispiel im Fall n = 1 gesehen
haben, stetig nach dem Stetigkeitssatz und beschrankt mit Schranke

FE) < Gl S e € € B 2)

Definition 2.2.2
Sei f € L'(R™). Die durch das Integral

1 —i(z, n n
f(f)zw/wf(l")@ Odre, ¢ e R,

definierte stetige und beschrédnkte Funktion f : R" — C heifit die Fourier-Transformierte der
Funktion f.

Beispiel 2.2.3.
Wir betrachten Gauf-Funktionen f(z) = e I?I°/2 mit 2 € R".
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1. Im eindimensionalen Fall, n = 1 sieht man durch quadratische Ergénzung

¢ _ L —x2/2—ix€
o= o [ et

_ e—x2/2—ix§+§2/26—§2/2dx

Var Js
S 5]

2. Man kann auch mit dem Differentiationssatz [1.5.3] argumentieren: Fiir die Funktion
F:é— fR e~**/2-€ Qg oilt nach einer partiellen Integration

F'(€) 053 Jp e 2emint dy
— ,L'ef:e2/2€—ix§|ciooo _ ng 67x2/2€7ix§dx
so dass F' der linearen Differentialgleichung F'(§) = —&F(§) geniigt. Da F(0) =
2 fooo e~ @/V2?qz = /27 gilt, erhilt man F(€) = V27 e /2 und damit wieder
f©) = £(¢)

3. Ebenso ist im allgemeinen Fall n > 1:

n

f(f) = ﬁ(\/% /Re_x?,/ze—ixufudxy) — He—§3/2 _ f(f)

v=1

Bemerkung 2.2.4.

1. Sei f € L'(R") eine integrierbare Funktion mit Fourier-Transformierter f . Fir A #
0 setzen wir g(z) := f(Ax). Mit Hilfe des Transformationssatzes [1.5.12| fiir die affine
Transformation y = Az folgt

1

Q(5)=W A .

—i(x n —1 Lan
fAz)e @0 s = P fly)e w3y

1 41

= Wf(xf)-

2. Als Beispiel erhalten damit fiir a > 0 die Fourier-Transformierte von f(z) = e~ 1#I?/20% 3]s
fle) = ate—lEI%/2.

GauB-Funktionen mit kleinem a, also engem Peak, haben also Fourier-Transformierte mit
groffem Peak.

3. Betrachte die Funktion
ffR — R

. 1 fir |z <1,
0 fir |z| > 1.
Dann ist f € L(R), und es ist fiir £ # 0

1 e—im§

. 1 1 ot
f@:ﬁ/f v = o~

o8

z=1 _\/Esiné
x:—l_ T 5




und f(0) = \/gfoldzvz \/gﬁirf:O.

In diesem Fall ist zwar die Funktion f integrierbar, f € L'(R), nicht aber ihre Fourier-
Transformierte, f & El(R). Um die zweite Aussage zu sehen, beachte man, dass mit
f e LYR) auch [|f|ly = |||f]|l1 < oo gelten miisste. Es ist aber fiir jedes k € N,k > 1:

km : km

1

/ ST g > L | sin z]dz
(k—)x L km (k—1)x

-~

2

J/

und somit
km

k
- 24 1
/ |f|dz > \/j = Z - oo
(—k)m T 1 V  (k—o0)
Satz 2.2.5 (Rechenregeln fiir Fourier-Transformierte).
Seien f,g € LY(R™) und f, g die zugehorigen Fourier-Transformierten.
L. Fiir a € R™ betrachte die verschobene Funktion (7,f)(z) := f(z — a). Dann gilt 7':3(5) =
F(€)e7Het).

2. Mit % bezeichnen wir die Faltung. Dann gilt m(g) = (27)"/2 f§. Fouriertransformation
iiberfiihrt also Faltungen in Produkte.

3. Ist f € C1(R") stetig differenzierbar mit kompakten Triger, so gilt fiir j € {1,...,n}:

—

0:)(&) = i&; - f(&).

4. Ist fiir ein j € {1,...,n} die Funktion = — x;f integrierbar, so ist die Fouriertransfor-
mierte f nach §; stetig partiell differenzierbar und es gilt

Beweis.
1. Nach Definition ist

- 1
G




3. Mit partieller Integration wie in Lemma [2.1.16|erhélt man, da f kompakten Tréager haben

soll,
T of -
n/2/9 _ i(&,z) _ - ¢
@) = [ e = [ poeeas
= [ r@)ig)e e = i) )
4. Folgt aus dem Differentiationssatz [1.5.3}
i0;- 1(§) = @;W [z )85 0 e
j

def — %

= W/}Rn%’f@?)@ Dde = 1 f(€).

5. Da f und ¢ nach Betrachtung .2 stetig und beschrankt sind, sind die die Produkte
f g und f- g nach Korollar .4 integrierbar. Mit dem Satz von Fubini erhalt
man

. 1 ,
F@)i)de = | [ s@atwe sy
n Rn

R” 27T TL/2

- e ([ s dx) sty = [ faa

(]
Wir bringen noch zwei Aussagen iiber das Verhalten von Fourier-Transformierten im Un-
endlichen.

Satz 2.2.6.
Zu jeder Funktion f € Cng”) mit k € N gibt es eine positive Konstante M > 0, so dass fiir
die Fouriertransformierte f gilt

IF(E)] < M(1+||€])) " fiir alle £ € R™.

Insbesondere ist fiir jedes f € C"™(R") die Fouriertransformierte f iiber R™ integrierbar.

Beweis.
Fiir jeden Multiindex o« € N von Ordnung kleiner als k gilt wegen Regel [2.2.53

(0£)(€) = g f(©),
also wegen der Abschétzung ([2)) aus Betrachtung [2.2.1/2

1
Wﬂaaﬂh-

Da f kompakten Triger hat, gibt es eine gemeinsame Schranke fiir alle ||0%f]|; mit |a] < k.
Deshalb gibt es eine Konstante M > 0, so dass

€ f(&)] <

(L+1&] + -+ 1&D*IF(©)] < M fiir alle ¢ € R™,

Mit der Abschéitzung gegen die euklidische Norm
[Sul+ -+ &l = €]l
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folgt
M

I+ &+ + |§n|)

f(€)] < M(1+€]l2)~"

Korollar 2.2.7. A
Fiir jede Funktion f € £}(R") gilt fiir die Fouriertransformierte lim f(£) = 0.

ll€ll—o0

Beweis.

Dies folgt, weil man jede Funktion f € L£'(R™) durch eine Funktion g € C!(R™) beziiglich
der L'-Norm beliebig gut approximieren kann: zu jedem ¢ > 0 gibt es ein g € C}(R") mit
|f — gll1 < e. Daraus folgt mit der Abschéitzung (2) aus Betrachtung aber

7€) = (01 < sl —slh <

€
(27T)n/2 '

Wegen Satz 2.2.6| gilt aber lim g(§) = 0. O

€=

Theorem 2.2.8. [Inversionsformel.| )
Sei f € L}(R") eine Funktion derart, dass auch die Fouriertransformierte f € £!(R") ist. Dann

gilt fiir f, eventuell nach Abénderung auf einer Nullmenge, dass f stetig ist mit | 1"1‘m f(z) =0,
T||—0o0
und es ist

f@) = f(=2) = G | flOee9e
fiir alle z € R™.
Fiir den Beweis verweisen wir auf [F], §13, Satz 2.

Bemerkung 2.2.9.
Eine Anwendung der Inversionsformel ist das Abtasttheorem von Shannon, das fiir die Signal-
verarbeitung grundlegend ist.

Eine stetige Funktion f € £}(R) wie in Satz heifit bandbegrenzt , wenn fiir die Fou-
riertransformierte supp(f) C (—b,b) fiir ein b € R gilt. (In technischen Anwendungen ist dies
eine Beschréanktheitsbedingung an die Frequenzdichte f des Signals f.)

Das Abtasttheorem [K| §10] besagt dann, dass fiir jedes T' < % die Funktion f aus den

periodisch genommenen Werten f(kT), k € Z rekonstruiert werden kann:
Z f(kT)sinc ( (x — kT))
k=—o0

mit sinc(z) = sin(mwx) /(7).

Betrachtung 2.2.10.

1. Wir betrachten ab jetzt komplexwertige Distributionen, die in Bemerkung [2.1.24] ein-
gefithrt wurden. Zur Erleichterung der Notation lassen wir in den Bezeichnungen D (R™)
und D¢(R™) den Index C ab sofort weg.
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2. Zu f € LY(R™) betrachte die durch f definierte regulire Distribution T} mit
Tyl¢) = [ Fahplald's tis o € DRY) € LR,
Rn

Nach Rechenregel [2.2.5.5 gilt

[ f@petaaras = [ rwswary

also, wenn auch ¢ eine Testfunktion ist,
Tslp] = T[]

3. Will man also die Fouriertransformierte 7" einer Distribution 7" so definieren, dass ﬁ =T;
fiir reguldre Distributionen gilt, so muss man

Tlg] := T[¢] fiir ¢ € D(R")

setzen, soweit die rechte Seite definiert ist: Die Fouriertransformierte einer Funktion mit
kompaktem Trager hat nicht notwendigerweise kompakten Tréager, wie man am Beispiel
der Funktion aus Bemerkung [2.2.4]3 sieht. Auch der Raum der Testfunktionen ist nicht
unter der Fouriertransformation abgeschlossen. Wir brauchen daher einen grofleren Raum
von Testfunktionen, der mehr Stetigkeitsbedingungen liefert und somit einen kleineren
Raum von Distributionen.

Definition 2.2.11
1. Mit § bezeichnen wir die Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
p: R" — C,

so dass es zu jedem Paar von Multiindizes (o, f) € N* x N" eine Zahl C,, 3 € R, gibt, so
dass fiir alle x € R" gilt
|20 aP . 9%(x)] < Chp.
8

Die Funktionen aus S heiflen schnell fallende oder temperierte Funktionen oder auch
Schwartz-Funktionen.

2. Wir nennen S auch den Schwartz-Raum.

3. Sei (pr)ken eine Folge aus S und sei ¢ € S. Dann sagen wir, (¢ )reny konvergiert in S
gegen , in Zeichen
e — ¢
S

wenn fiir alle j € N und alle « € N" die durch

(L+[z)0(er — #)(2)

definierten Folgen von Funktionen (in x) auf ganz R™ gleichméfig gegen 0 konvergieren.
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Bemerkungen 2.2.12.

1. Temperierte Funktionen koénnen auch durch die dquivalente Bedingung charakterisiert
werden, dass es zu jedem Paar («,j) € N* x N eine Zahl C, ; € R, gibt, so dass fiir alle
x € R" gilt ’
(L+ [[=])]0%(2)] < Cay.

2. Der Schwartz-Raum § ist ein echter Untervektorraum des Raums der glatten Funktionen
C*(R",C). Zum Beispiel ist die Funktion e=l=l* fiir jedes o« > 0 in S, aber es ist z.B.

¢S firn=1.

1
die glatte Funktion
1+ a2

Bemerkung 2.2.13.

Der Raum der Testfunktionen ist ein echter Unterraum der temperierten Funktionen, D(R™) C
S, da ein kompakter Triger das Abfallverhalten fiir ||| — oo impliziert. Auch beziiglich der
Konvergenz ist der Raum D(R™) der Testfunktionen ein Unterraum des Raums der temperierten
Funktionen S: Sind ¢y, ¢ € D(R™) und gilt

4)7
SOkDSO

so gibt es nach Definition ein Kompaktum K mit
supp(¢r — ) C K fiir alle k € N, und

0%(¢r — ) konvergiert auf K gleichméfig gegen 0 fiir alle a.
Da die Funktion (1 + ||z||)? auf dem Kompaktum K beschréinkt ist, konvergiert dann auch

(L +[[zl)0(er — #)(x)

gleichméfig auf K gegen 0. Sie konvergieren sogar gleichméflig auf dem ganzen R", denn aufler-
halb des Kompaktums K verschwinden alle diese Funktionen. Also gilt auch im Schwartz-Raum

P — ¢.
b

Definition 2.2.14
Der Vektorraum S’ der stetigen, linearen Abbildungen auf dem Schwartz-Raum

T:S8 — C,p— T[]
heifit der Vektorraum der temperierten Distributionen. Stetigkeit heiit hierbei: fiir jede Folge
(¢r)ken von temperierten Funktionen im Schwartz-Raum S mit py, ? ¢ konvergiert die Folge

komplexer Zahlen limy,_,o, T[pr] = T[p].

Bemerkung 2.2.15.
Die Bezeichnung “temperierte Distribution” legt es nahe, zu vermuten, dass “temperierte Dis-
tributionen” insbesondere Distributionen im Sinne von Definition [2.1.6]sind, &' C D’. Allerdings
ist eine temperierte Distribution 7" € &’ eine lineare Abbildung & — C und eine Distribution
T € D'(R") eine Abbildung D(R") — C; die Definitionsbereiche sind also verschieden.

Nach Bemerkung [2.2.13]gilt aber D(R") C S und damit ist fiir eine temperierte Distribution
T € &' die Restriktion

T|D(Rn): D(Rn) — C
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eine Abbildung 7': D(R") — C. Die Restriktion ist natiirlich eine lineare Abbildung, und auch

stetig, denn wenn ¢y, 5 ©, dann gilt nach Bemerkung |2.2.13| auch ¢y §> ¢ und damit

lim T[] = T[e], also

k—oo
,}ggoTb(Rn)[%] = T|pwm)[e)-
Also ist die Restriktion T]D(Rn) einer temperierten Distribution auf Testfunktionen eine Distri-
bution, also ein Element von D'(R™). Da die Abbildung

Sl — D’ mit 7' —— TlD(R”)

auch injektiv ist, kann man den Raum der temperierten Distributionen S’ als Teilmenge des
Raums der Distributionen D’'(R™) auffassen.

Betrachtung 2.2.16.

1. Fiir jede temperierte Funktion ¢ € S gilt |¢(z)] < Cp,||z||™ fiir alle j € N und die
Funktion z — ||x||™ ist fiir j > n auf dem Komplement jeder Kugel Br(0) integrierbar.
Also ist jede temperierte Funktion iiber ganz R™ integrierbar, S C L}(R").

2. Wir wollen die Fouriertransformation von temperierten Distributionen einfithren, so dass
sie fiir reguldre Distributionen mit der iiblichen Fouriertransformation iibereinstimmt.

Nach Betrachtung [2.2.10| gilt dann wegen Rechenregel 2.2.55, dass T[] = Ty[2].

3. Man kann zeigen [J], dass fiir jede Schwartzfunktion ¢ auch die Fouriertransformierte ¢
eine Schwartzfunktion ist. Ferner zeigt man, dass fiir jede temperierte Distribution 7" die
durch T[] := T[p] fiir ¢ € S definierte Linearform 7" wieder eine temperierte Distribution
ist.

Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.2.17
Sei T € 8’ eine temperierte Distribution. Dann definieren wir die Fourier-Transformierte T von
T durch

T[] := T[] fiir alle p € S,

wobei ¢ die Fourier-Transformierte der Schwartz-Funktion ¢ € S C LY(R") ist.

Beispiel 2.2.18.
1. Wir wissen schon, dass fiir jede regulire Distribution zu f € LY(R") gilt Ty = Ts.
2. Die lineare Abbildung

do: & — C mit §,[p] := p(a) fir a € R”

ist eine temperierte Distribution, 6, € &’. Denn aus ¢ ? ¢ folgt insbesondere

limy 00 9r(a) = p(a), denn gleichméBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.
Also gilt

lim 6, (k] = da[ep]-

k—o0

Die ¢-Distribution, aufgefasst als Abbildung & — C, ist also eine temperierte Distribution.
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3. Wir berechnen die Fouriertransformierte der §-Distribution: es ist fiir jede temperierte
Funktion p € §

s o -~ 1 —i{x,a) Jn
dalp] = 6al%] = Pla) = W/@(x)e waldqry =T, [¢],
]Rn
wobei wir fiir a € R™ die Funktion
1 )
- i(z,a)
T eq(x) = )7

einfiihren. Es ist e, € £} .(R") als stetige Funktion. Die Fourier-Transformierte der nicht

reguléren Distribution J, ist also die regulédre Distribution 7, __. Speziell fiir a = 0 ist

~ ~ 1
do = €9, d.h. g = T, mit der konstanten Funktion ey(z) = W
T n

Bemerkungen 2.2.19.
Wir notieren noch abschliefend die folgenden Sachverhalte, fiir deren Beweis wir auf [J] ver-
weisen:

1. Analog zur Rechenregel 3 ist fiir jeden Multiindex o € N" die Distribution (927“
fir T € &' gegeben durch das Produkt der Funktion z + il?lz® € C°(R", C) mit der
Distribution 7'.

2. Es gilt die Inversionsformel

Tlo] = Tle] = T[] mit ¢(x) = o(—a) fiir alle ¢ € S,

ohne dass man wie in Satz [2.2.§ voraussetzen muss, dass man T iiberhaupt bilden kann,
denn fiir jede temperierte Distribution T' € §" ist ja auch wieder ihre Fouriertransformierte

TeS.

3. Damit erhalt man im Fall der Delta-Distribution aus

—

1
(27'(')”/2

(50:

die Identitat fiir jede Schwartz-Funktion ¢

- 1 —i(x
ole] = Tigmy-nr2[P] = / /]R 2 e o (x)da | dE.
ZLI(R" xR™)

4. Die Fourier-Transformation™ 8" — &’ ist ein Vektorraum-Isomorphismus des Raums der
temperierten Distributionen. Es gilt fiir jede Folge T}, € S":

TkyT:)ﬁEf
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2.3 Einige Bemerkungen zu Funktionenraumen

Wir betrachten Rédume von Funktionen f: A — C U {oo}, die auf einer Teilmenge A C R
definiert sind. Wir erinnern daran, dass wir bei der Betrachtung von Fourierreihen Funktionen
auf A = [0, 27| entwickelt haben und dabei die Norm

112 = / I

auf dem Vektorraum V der 2m-periodischen Funktionen, die iiber dem Intervall [0,27]
(Riemann-)integrierbar sind, und die Konvergenz im quadratischen Mittel betrachtet haben.

Wir erkldaren nun die Banachrdume der LP-Funktionen. Im Fall p = 2 werden wir sogar
einen Hilbertraum erhalten.

Definition 2.3.1
Fiir jede reelle Zahl p > 1 erkldren wir beziiglich einer o-kompakten Teilmenge A C R" die
LP—Halbnorm einer lokal-integrierbaren Funktion f: A — C U {oo} wie folgt:

1/p
1l = (/A|f|pdw) ,

wobel wir ¥/oo := 0o setzen.

Bemerkungen 2.3.2.
1. Fiir p =1 erhalten wir wegen Satz die bekannte L!-Halbnorm.

2. Im Fall p = 2 rithrt die Halbnorm von der Sesquilinearform
(f,9) = / frgda
A

her: (f, f) = 13-
3. Es ist offensichtlich, dass || Af]|, = |A| - || f]|, fiir alle A € C gilt.

4. Die Halbnorm mit p > 1 wertet fiir Funktionen mit ||f||, < oo die Teile mit |f| < 1
weniger stark, die mit | f| > 1 dagegen stérker als die L'-Halbnorm.

Als Beispiel betrachte die Funktion f(z) = 2 auf der Teilmenge A = (1,00) C R. Dann
ist || f]l, < oo, wenn fiir das Integral
/ x*Pdxr < oo
1

1

gilt. Das ist fiir ap < —1 oder, dquivalent, fiir « < —— der Fall. Wir sehen etwa fiir
p

f(z) =27 mit a = —1 gilt

Hf||2 < 00 aber ||fH1 = 00.
Fir f(z) =277 auf A = (0,1) ist

IIfll1 <oo wihrend || f]|2 = oc.
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Um die Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm || - ||, zu zeigen, brauchen wir die Holdersche
Ungleichung;:

Lemma 2.3.3 (Holdersche Ungleichung).
Seien p,q > 1 mit %+% = 1. Seien f, g Funktionen auf R™ mit || f||, < co und ||g||, < oo.
Dann gilt

1 - glle <A fllp - llglly:

Man beachte, dass dies im Fall p = 2 (und ¢ = 2) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir
die Sesquilinearform aus Bemerkung [2.3.2|3 und die || - ||o-Norm ergibt.

Beweis.

e Wir kénnen f > 0 und g > 0 voraussetzen. Aus [/ f||, = 0 folgt mit Bemerkung[1.3.223,
dass f = 0 fast iiberall und somit auch f . g = 0 fast iiberall gilt. In diesem Fall gilt
die Holdersche Ungleichung trivialerweise. Wir setzen daher nun 0 < || f]|, < oo und
0 < |lgllq < oo voraus und setzen

f* g
Y= ——— und Y := .
I1/1I5 g1l

fi- o=

e Wir zeigen zunéchst fiir reelle Zahlen a > 0 und b > 0 die folgende Ungleichung:
1ppl/a <« @ b

a’/Phe < — 4 —,

p g

Dann ist

Fir x > 0 ist wegen (Inz)” = —x% < 0 der Logarithmus konkav, also gilt fiir beliebige
reelle Zahlen a,b > 0

1 1 1 1
—lna+—Inb <lIn(-a+ -b).
p q p q

Hierauf wenden wir die Exponentialfunktion an; da diese monoton ist, finden wir
a/Ppt/e < a + é
p q

Daraus folgt mit a = ¢(z) und b = ¥ (z) fir jedes € A die punktweise Ungleichung
1

1
L — spl/pwl/q < S+ =1,
1 fllpllgllq pT o q

Die Integration dieser Gleichung iiber A liefert

1 /f Sl
S — . g ~ —_— —_ =
£ llpllgllg Ja P g

und somit die Holdersche Ungleichung.

Lemma 2.3.4.
Fiir die LP—Halbnorm beziiglich A C R" gelten die folgenden Aussagen:
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(1) |Ifllp =0= f =0 fast tiberall
(i) fleflly = lel - 11
(iii) (Monotonie) [f] < [g| = [If]lp < llgll»
(iv) (Dreiecksungleichung) |[f + gll, < [lf[l» + llgll,
)

(v) Ist v(A) < oo, so gilt fiir jede Funktion f mit ||f]|, < oo, dass || f[li < v(A)Y9 | £,
wobei 1/p+1/q =1 ist.

Bewelis.

e Die ersten beiden Aussagen haben wir schon in Bemerkung gesehen; die dritte folgt
aus der Monotonie des Integrals.

e Zu (iv): Sei p > 1. Wir beachten, dass punktweise gilt
|f + 9l < [f] + gl

1 1

und | f +glP < |f]-|f+g|Pt+g| - |f + 9Pt Ist =+ = =1, so gilt q—%=1undsomit
b q

pq — q = p. Wir rechnen nun

I+l /|f+g|p§/|f|-|f+g|p‘1+/lg|-|f+g|p‘1
=:h

= IS -hlli+llg - Al
Holder
< (1l + Ngllp) - 1llq

Beachtet man nun mit ¢(p — 1) = p, dass

1/q
||h||q:(/ |f+g\q(”‘”> ( |f+g|”) I + gl

17+ gl5 < (1Fllp + llgll) - 12llg = (Lf 1l + gl - 1Lf + gllbe.
Wegen p — i 1 folgt die Dreiecksungleichung.

so folgt

e Zu (v): Wenn v(A) < oo gilt, so folgt

1Al =117 Lalln < Lallg - £l = 0(A)Y- || £1l,.

Definition 2.3.5
Sei U C R™ eine o-kompakte Menge und die Funktion f: U — C U {oo} lokal-integrierbar.
Dann heift f eine LP-Funktion (und im Fall p = 2 quadratintegrierbare Funktion), wenn die
Funktion |f|P integrierbar ist.

Wir fiithren den Funktionenraum LP(U) == {f: U - CU {oo} | f LP—Funktion} ein.
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Bemerkungen 2.3.6.
Sei U C R" eine o-kompakte Menge.

1.

Eine lokal-integrierbare Funktion f: U — C U {oo} ist genau dann eine LP-Funktion,
wenn || f|, < oo gilt.

. Wir setzen

LP(U) := LP(U)/N mit N = {f: U — CU{oo}|f = 0 fast iiberall }

und versehen diesen Quotientenraum mit der ||-||,-Norm.

. Wie im Beweis von Satz von Riesz-Fischer zeigt man, dass der normierte Raum

LP(U) vollsténdig ist, und dass man durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge gleich-
zeitig punktweise Konvergenz fast iiberall erreichen kann. Wir haben also fiir jedes p > 1
einen Banachraum.

Im Fall p = 2 ist der normierte Raum L?(U) sogar ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f,9) iz/Umg(:U)dx.

Dieser Hilbertraum wird in der Quantenmechanik zur Beschreibung von Wellenfunktionen
benutzt.

. Furalle 1 < p < oo hat der normierte Vektorraum LP(U) eine abzdhlbar dichte Teilmenge.

Zum Beispiel bilden Treppenfunktionen ) cxlg, mit Werten ¢ € Q + Qi und Quadern
Qr = [[]ai, b;] mit rationalen Koordinaten a;, b; € Q eine solche Teilmenge.

Die (nicht abzidhlbare) Menge C2°(U) der glatten Funktionen mit kompaktem Triger liegt
ebenfalls dicht in LP(U).

Bemerkungen 2.3.7.

Sei U C R" offen. Jede Funktion in £P(U) ist insbesondere lokal integrierbar und definiert
daher eine reguldre Distribution und hat eine Ableitung im distributionellen Sinne, die schwache
Ableitung von f, die wir jetzt mit D f bezeichnen.

Das Beispiel der Heavisideschen Sprungfunktion zeigt, dass die schwache Ableitung nicht un-
bedingt eine regulére Distribution ist. Wir kénnen aber auf diejenigen Funktionen einschrianken,
fiir die dies der Fall ist.

Der Sobolev-Raum W*? fiir p > 1 und k € N ist

WEP(U) .= {f € LP(U)|D*f € LP(U) fiir alle Multiindizes |a| < k}.

Mit der Norm

1 llep = i/Z | Deflp
lov| <k

erhélt man Banachrdume. Fiir p = 2 erhélt man einen Hilbertraum mit Skalarprodukt

(u,v) = Z (D%, D).

laf <k

Auch in diesen Banachraumen liegt der Unterraum C2°(U) der glatten Funktionen mit kom-
pakten Tréager dicht.
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3 Integration auf Mannigfaltigkeiten

3.1 Mannigfaltigkeiten

Wir folgen [El §14]. Wir erinnern an einige Resultate des letzten Semesters:

Theorem 3.1.1 (MfP2: Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang).
Sei U C R™ offen und f: U — R" eine C*-Abbildung mit konstantem Rang rg(f) = r auf U.

Dann existieren fiir jeden Punkt p € U offene Umgebungen V' C U des Urbilds p und
W C R" des Bilds f(p) und C*-Diffeomorphismen

o: V= p(V)CR"und ¢: W — (W) C R,

so dass
ofoo V&g, ..., xm) = (21,...,2,,0,...,0
(o fop™ ) ) = (1 )

auf (V).
Wir erinnern auch an zwei Spezialfélle:
e Gilt r =n < m, so liegt eine Submersion vor; das Differential von f ist surjektiv.

e Gilt r = m < n so liegt eine Immersion vor; das Differential von f ist injektiv.

Definition 3.1.2 (MfP2)

1. Eine Teilmenge M C R" heifit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem p € M eine offene Umgebung U C R", eine offene Teilmenge T" C R™ und eine
C*-Immersion ¢: T — R"™ gibt, die T homdomorph (also bijektiv, stetig, mit stetiger
Umkehrabbildung) auf U N M abbildet, ¢(T) = U N M.

2. Dann heifit ¢ eine lokale Parametrisierung in p oder auch Karte von M. Wir schreiben
o: T — o(T) CR".

3. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeit heifien Fléchen. (n — 1)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten des R™ heifilen auch Hyperflichen.
Sprechen wir von einer Untermannigfaltigkeit ohne weiteren Zusatz, so meinen wir eine
C'-Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung 3.1.3 (MfP2).
Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ¢;: T} — ©1(T1) und
o1 Ty — @o(T3) zwei Karten mit V := o (T1) N o (Th) # 0.

Dann sind die Urbild-Mengen W; := gpj_l(V) offen im R*, und es gibt einen Diffeomorphis-
mus 7: Wi — Wy mit pg 07 = 1w,

Definition 3.1.4 (MfP2)

1. Sei M C R™ eine Untermannigtfaltigkeit und p € M. Ein Vektor v € R" heifit Tangenti-
alvektor an M in p, wenn es ein € > 0 und eine C'-Kurve v: (—¢,¢) — M C R" gibt mit

7(0) = p und v = ~'(0).
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2. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p € M heifit Tangentialraum und wird mit
T,M bezeichnet.

3. Ein Vektor v € R™ heifit Normalenvektor einer Untermannigfaltigkeit M in R™ im Punkt
p € M, wenn v € N,M :=T,M+* gilt. Hierbei ist das orthogonale Komplement beziiglich
des euklidischen Standardskalarprodukts des R™ zu nehmen.

Beispiel 3.1.5.

1. Eindimensionale Untermannigfaltigkeiten (Kurven):
Ist m = 1 und T ein Intervall, so ist eine Karte von M ein doppelpunktfreier, stetig
differenzierbarer parametrisierter Weg im R™, bei dem auch noch fiir alle ¢t € T die
Ableitung ¢'(t) # 0 ist.

2. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten (Fldchen):

Fir m = 2 erhalten wir eine parametrisierte Fldche (ohne Selbstschnitt)
3
T ¥
L2
T offen im R?
T
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3. Man beachte aber, dass fiir die globale Beschreibung einer m—dimensionalen Mannigfal-

tigkeit im R™ i.A. nicht nur eine Karte gentigt. Ein Beispiel dafiir ist schon die 2—Sphére
im R3.

Auch die folgenden Sachverhalte sind uns schon bekannt:

Satz 3.1.6 (MfP2: Eigenschaften von Tangential- und Normalraum).

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und 7, M der Tangentialraum an M in
p € M. Dann gilt:

a) T,M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

b) Sei ¢: U C R¥ — V eine Karte von M, u € U mit p = p(u). Dann bilden die k& Vektoren
O1p(u),...,0kp(u) in R™ eine Basis des Tangentialraums 7, M.

c) Sei V C R" eine offene Umgebung von p und f = (fi,..., fa_r): V — R"* eine Sub-
mersion, so dass M NV = f~(q), wobei ¢ = f(p). Dann ist T,M = Kern(df,) =
M2y (gradf; (p)) -

d) Unter den Voraussetzungen in ¢) wird eine Basis des Normalenraums N, M gegeben durch

grad fi(p), ..., gradf,—r(p).

Wir versehen jetzt Untermannigfaltigkeiten des R™ mit weiterer Struktur, die auch aus der
kanonischen Struktur eines Euklidischen Vektorraums auf R” folgt.

Definition 3.1.7
Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p: T — ¢(T') eine Karte von M.

Beziiglich dieser Karte definieren wir eine matrixwertige Funktion auf T' C R*, deren Eintrége
die Funktionen g;;: T — R, 1 < 3,1 < k mit

g1(t) := (05 (t), Dup(t))

sind. Dann heifit die matrixwertige Funktion G := (g;) der MaSitensor beziiglich der Karte .
Die Funktion g := det G heifit die Gramsche Determinante von M beziiglich der Karte .
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Beispiel 3.1.8.
1. Ist Kk =n und T" C R" eine offene Teilmenge, so kann man die Identitédtsabbildung

p: T —o(T), (t) =t
als Karte nehmen. Dann ist g;(t) = ¢, fiir alle 5, und g(¢) = det1,, = 1.

. Ist k =1 und T C R ein offenes Intervall und ¢: T — (T') C R" ein parametrisierter,
stetig differenzierbarer Weg, so hat der Mafitensor nur eine Komponente

m(t) = @0 00000 = 3 (52 ) =10

v=1

und das ist auch die Gramsche Determinante:
g9(t) = ll' @)1,

. Ist k=2und n = 3, also T C R? offen und ¢: T — o(T) C R? eine parametrisierte
Fléache, so ist die Gramsche Determinante

3. (0p,(t) ? 3, 9, (t) 0p, (1)
ool ECY) BT
3. Op,u(t) Dpu(t) 3. (0p,(t)

=1 Oty 0t =1\ Oty )
e @2 (@uele), D)
‘dt(<&¢ux@¢a» 0w (1) )
— |0 (0)] 2100 (B)]F — (Drp(t), Dap(t))?
= ||01(t) x Daip(t)]|?

nach den bekannten Eigenschaften des Vektorprodukts. Der Wert der Gramschen Deter-
minante g(t) ist also das Quadrat des Fldcheninhalts des Parallelogramms, das von den
beiden Tangentialvektoren 0;p(t) und Osp(t) aufgespannt wird. Allgemeiner zeigt man

(siehe [F]), dass fiir beliebige n, k gilt:
2
g= Z (det d(piy,-- - 94)) "
1<i <...<ix<n
Insbesondere ist die Gramsche Determinantenfunktion ¢(t) immer positiv.

Beispiel 3.1.9.

(3)

Wir betrachten die Oberfliche einer Kugel mit Radius R > 0 im R3, und die folgende Karte

aus Kugelkoordinaten, die nur einen “Meridian” auf der Kugel auslésst:
T
O: (- (——;—) — R,
(—m;m) x 575
O(p, 1) := (Rcospcost, Rsinpcosd, Rsinv).

In diesem Fall erhalt man

—Rsinpcosv —Rcospsin?
0 P(p,0) = Rcospcostd) |, 0aP(p, )= | —Rsinpsind
0 Rcosv

Die beiden Tangentialvektoren sind orthogonal. Es gilt ||0;®]|? = R?cos? ¢ und ||0,®||?
und somit fiir die Gramsche Determinante

g(p, ) = R*cos* 1 > 0.
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Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ¢, ¢ zwei Karten mit
imp Nim @ # .
Wir nehmen an, dass die Karten das gleiche Bild haben,
0: TV, @: T =V,

indem wir gegebenenfalls den Definitionsbereich der Karten verkleinern. Aus der Bemerkung
folgt, dass es einen Diffeomorphismus 7: T"— T gibt mit ¢ = p o 7.

Lemma 3.1.10.
Dann gilt fiir die Gramschen Determinanten g und g beziiglich der Karten ¢ bzw. ¢:

9(&) = | det(dr(¢))Pg(7(€)),

wobei wir die Variablen in T’ mit &, . .. & bezeichnen.

Beweis.
Es gilt nach der Kettenregel

87’,-
&

=S g

e (©)

98

und somit fiir den MaBtensor G beziiglich der Karte ¢:

_ dof 0p(§) 9p(€)
gm(§) = <T’ 35—m>

Kettenregel 83011 a7_7, aSOV 67—]
- Z (Z ot; agl> (Z It; Oy
_ ZZaTz ( & 8()01/ 0@,,) aTj
= 96 \ &= ot, ot; | 9.

Z 87’2 87']‘
B 56" ")z,

i,7=1

Wir kénnen nun eine Integrationstheorie auf Untermannigfaltigkeiten des R™ entwickeln.

Betrachtung 3.1.11.
Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei f: M — R eine Funktion.

1. Wir nehmen erst vereinfachend an, dass es eine einzige Karte ¢: T — ¢(T) =V C M
gibt, so dass f[ynv = 0.

Dann heifit f integrierbar iiber M, falls die Funktion t — f(o(t))y/g(t) iiber T C R*

integrierbar ist. Hier ist wieder g die Gramsche Determinante beziiglich der Karte .

Man setzt dann
[ s@ast) = [ e

und nennt dS(z) = /g(t)d*t, mit x = p(t), das k-dimensionale Flichenelement von M
beziiglich der Karte ¢.
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2. Wir wollen zeigen, dass der Wert des Integrals nicht von der Wahl der Karte abhéngt. Sei
QO T =5 V eine weitere Karte mit der gleichen Eigenschaft. Nach Verkleinerung kénnen
wir V = V annehmen. Mit Hilfe des Transformationssatzes [1.5.10] und Lemma [3.1.10]
rechnet man

/T F((6) /gDt E@ ~ )| det(dr(€))|v/a(r(€))d e
m ]f \/_dk

3. Wir werden vereinfachend nur den Fall behandeln, dass es endliche viele Karten
0;: Tj) — ¢;(T;) = V; € M mit j = 1,...,m gibt, die die Untermannigfaltigkeit
M iiberdecken, M = (J, V.

Wir wihlen eine der gegebenen Uberdeckung (V;) untergeordnete lokal-integrierbare Tei-
lung der Eins, d.h. Funktionen a;: M — R, j =1,...,m, mit:

(1) ajlany, =0und 0 < o(z) < 1fiirz € M
(i) >0 ay(z) =1 fiir alle v € M
(ili) die Funktionen ¢t — «;(¢;(t)) sind iiber T; lokal-integrierbar.

Eine solche Teilung ist z.B. durch die charakteristischen Funktionen der Mengen W; :=
V; \ Ui<;V; gegeben. Die Teilung der Eins ist aber nicht eindeutig.

Dann heifit f integrierbar iber M, falls alle Einschrankungen f|V; im Sinn von 1. iiber
V; integrierbar sind. Man setzt dann

/f )dS(a Z/ 0;(2) f(2)dS(2).

4. Dieses Integral ist wohldefiniert, und es ist unabhéngig von der integrierbaren Uberde-
ckung von M und der Teilung der Eins.

Beispiel 3.1.12 (Spezialfille des Flichenelements).
Wir hatten in Beispiel schon die Gramsche Determinante in Spezialfillen ausgerechnet.
Damit finden wir:

1. Fiir k = n, eine offene Teilmenge des R™, erhalten wir einfach
dV .= d"t.
Hier spricht man fiir n > 3 vom Volumenelement.

2. Fiir k£ = 1, also fiir einen durch ein offenes Interval T' parametrisierten, stetig differen-
zierbaren Weg, finden wir ¢p: T" — R"

ds(t) = |l (t)lld"t

und sprechen in diesem Fall von einem Linienelement. Man schreibt hier auch ds(t) statt

dS(t).
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3. Ist k = 2 und n = 3, also betrachten wir eine durch 7' C R? offen parametrisierte Fliche
p: T (T) CR®
mit ¢ stetig differenzierbar, so ist
dS(z) = [[01p(t) X Oap(t)||dt1dts

das Fldichenelement.

Definition 3.1.13
Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und A C M.

1. Falls die charakteristische Funktion 14 iiber die Untermannigfaltigkeit M integrierbar ist,
so heiit A eine messbare Teilmenge der Untermannigfaltigkeit M ;

vr(A) = / La()dS (2)
M
heifit das k-dimensionale Volumen von A.

2. Eine Funktion f: M — R heifit iiber A integrierbar, falls die Funktion f - 14 iiber die
Untermannigfaltigkeit M integrierbar ist. Man setzt dann

/A f(2)dS(x) == /M £ 1a(2)dS(z).

3. Man nennt A eine k-dimensionale Nullmenge, falls A messbar ist mit vy(A) = 0.

Beispiel 3.1.14.
Sei M wie in Beispiel die Oberfliche einer Kugel mit Radius R im R3, mit der Karte

O: (—m;m) X (—g,g) — VCMCR?,
O(p, ) := (Rcospcosd, Rsinpcost, Rsin).

Nach Beispiel ist die Gramsche Determinante /g(p,9) = R? cos 9.
Der “Meridian” N := M\V = {(=Rcos?,0, Rsin?) | —F <9 < 7} ist eine 2-dimensionale
Nullmenge. Man erhélt daher

T z 9==
v (M) :/ /2 R? cos ¥dddyp = 27 R? Sinﬁ‘ﬁ 277 = 47 R%
-mJ =3 =3

Insbesondere ist vy(S?) = 4.
Wir illustrieren die Konzepte in dem folgenden Satz:

Satz 3.1.15.
Sei f: R — R eine integrierbare Funktion und sei n > 2. Dann ist fiir fast alle r € R, die
Funktion f iiber die Sphére

Srti={x e R"||z| =1}

mit Radius r integrierbar, und es gilt

o0

/f(:t)d”:x:/ /f(gs)dS(:v) drz]o /f(rf)dS({) "
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Beweis.
e Nach der Transformationsformel fiir Polarkoordinaten ist

(*) /f(x)d”l“:]o /f(Pn(Taw))'Cn(w)-T”_ldw dr,

wobei das Integral in der Klammer nach dem Satz von Fubini fiir fast alle r € R
existiert. Dabei ist wie in Bemerkung|1.5.14

T mT\Nn—2
n" .= (—mm) x (_E; 5) . pi=(p1,. ., pn_1) und
Cn(p) =Ch(1, . s on_1) = cos’ Y1 - cos! Qo cos™ 2 On_1.

e Berechnen wir andererseits das Integral iiber die Sphire S~

| ra)as)
sp—t

fiir festen Radius r» > 0, so konnen wir

o, 1" 1 — Sff_l, (01, 1) — Po(r, 01, ., 0n_1)

als Parametrisierung nehmen, denn S"~1\ @, (IT""!) ist nach Beispiel [3.1.14| eine (n — 1)-
dimensionale Nullmenge. Wir erhalten nach Betrachtung|3.1.11

(s5) / f(2)dS(z / F(Pa(rons - on ) 9 (D)™,

mit dem Maftensor
3(2) = (0;u(0), 0Pu(9))
beziiglich der Karte ¢.

e Wir zeigen nun induktiv, dass fiir n > 2 fiir die Gramsche Determinante beziiglich der
Parametrisierung ®,, gilt

g™ () = Culep) - 7" (% % %)

Induktionsanfang: Fiir n = 2 haben wir die Parametrisierung eines Kreises S} C R?:

. 1 _ ([ reose
Oy (—m;m) —> S, 01 — Pa(r, 1) ( rsin @y ),

und somit den Mafitensor

. 2
—7 sin
9% (1) "5 | @) (1) H( . )H =,

T COS 1

und
9(2)(901) =r= C2(§01) o7t
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Induktionsschritt: Fir n € N mit n > 2 sei (x) richtig. Dann haben wir fiir ¢ =
(p1,...,pn) die Jacobische Matrix

q)/
0 \ r - COS Yy

€ M((n+ 1) x n,R). Das ist die Jacobische Matrix von P (r,¢) der Koordinaten-
transformation auf Polarkoordinaten, in der man die Spalte mit den Ableitungen nach
r weggelassen hat. Wir bilden nun das Skalarprodukt der n Spalten miteinander: Die
Spalten mit Index j < n sind die Spalten von ®/ (), multipliziert mit cos ¢,, und um die
0 unten ergénzt. Also gilt fiir diese Komponenten des Mafltensors

n+1 n .
g](l+ )(90) = g]('l)(golv s 7%071—1)C082 Pn fiir j)l <n.

Es ist wegen || P.(r, ¢1,...,pn_1)|] = r das Matrixelement in der rechten unteren Ecke
gleich
g’EL?ZL+1 ( ) = H(I)n((plv Tt ()0”*1)"2 ’ Sin2 “n + ’1“2 C082 ¥n = 7”2,

und fiir 7 < n:

0D, (o1, Pn_1)

n+1 n\¥1, sy ¥n—1 .

]('n+ )(QD) = _< D 7(1371(9017'"’¢n—1)>00890n51n90n'
J

Wendet man auf die einzelnen Summanden des Skalarprodukts die Produktregel in einer
Variable an, so erhélt man fiir j <n

n 10 .
() = —5%@%(%7 ooy on1)s P, no1)) cOS @ Sin Py
J
1 0
= —Ea—%(rQ - COS @, sin ) = 0.
Wir finden somit fiir die Gramsche Determinante
1 g]([)(gola ,@n_l)COS ©®n | O
gy =det | - - - - _ o
0 | r?

2(n—1) 2

:g(")(gpl,...,gpn_l)cos On - T,

Es folgt

\/g(”+1)(90) = \/g(n)(gpla S 7§0n71) : COSni1 Pn T = Cn(@l; s 7@“*1) T i cos™ Pn T
und nach Bemerkung [1.5.14]ist das gleich C,,11(¢1,...,0n) - 7"

Damit erhalten wir aus (%) und (s * *)

[ raase / [(Pu(r, ) Cali) - 1720 1,
S

und das linke Integral existiert, wenn das rechte existiert. In die Transformationsformel
fiir Polarkoordinaten aus|1.5.15| eingesetzt ergibt das die erste Gleichung der Behauptung;:

/ f(x)d"a:Z]O / f(z)dS(z) | dr.

Rn n—1
T
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e Die zweite Gleichung der Behauptung erhélt man aus der Gleichung

/frf )dS(¢ /fr Po(1,9)) - Co(@)dep - 7™

Sn—1

Beispiel 3.1.16.
Wir berechnen nun die Oberfliche w, := v,_1(S"!) der Einheitssphiire im R". Nach Satz
3.1.15| gilt fiir das Volumen k,, der Einheitsvollkugel im R"”

1

= v(B}(0)) = / d"x/ /dS(f) e = 2
fl=l|<1 0 \[¢lI=1

-~
Wn,

Also ergibt sich fiir die Kugeloberflache w,
Wp =N+ Ky

Insbesondere ist wy = 27, wg = 4w, wy = 272,
Mit dem Gaufischen Integralsatz kommen wir auf diese Oberflache noch einmal zuriick.

3.2 Der Gauflsche Integralsatz
Wir folgen [E| §15].

Definition 3.2.1

Sei A C R"™ kompakt. Wir sagen, A habe glatten Rand, falls es zu jedem Punkt a € 0A eine
offene Umgebung U C R™ und eine stetig differenzierbare Funktion v): U — R gibt mit den
beiden Eigenschaften

1. AnU ={z €U |¢y(x) <0}.
2. grady(z) # 0 fiir allex € U.

Lemma 3.2.2.

Es ist dann 0ANU = {z € U |¢(x) = 0}. Insbesondere ist der Rand eines Kompaktums A
mit glattem Rand lokal durch eine Gleichung von konstantem Rang 1 gegeben und somit eine
kompakte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Beweis.

e Um die Inklusion C zu zeigen, reicht es aus, zu zeigen, dass jeder Punkt x € U mit
¥(x) < 0 nicht auf dem Rand liegt. Da aber v insbesondere stetig sein soll, gibt es fiir
jeden solchen Punkt eine offene Umgebung V' C U, auf der ¢ negativ ist, also V C A;
somit kann ein solches x kein Randpunkt von A sein.
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e Fiir die Inklusion O betrachte a € U mit ¢(a) = 0. Die Taylorentwicklung liefert fiir
v :=grady(a) # 0 (wegen Voraussetzung 2.):

U(a+tv) = P(a) + (grad(a), tv) + o(tr) = t|| grad ¢ (a)||* + o(tv),

so dass in jeder Umgebung von a sowohl Punkte von A als auch Punkte im Komplement
von A liegen. Also ist a € JA.

O

Satz 3.2.3.
Sei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und a € 0A. Dann existiert genau ein Vektor
v(a) € R™ mit folgenden Eigenschaften:

1. v(a) steht senkrecht auf dem Tangentialraum 7,(0A) der (n — 1)-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit JA.

2. Der Vektor v(a) ist ein Einheitsvektor, [|v(a)| = 1.

3. Es gibt ein € > 0, so dass a + tv(a) ¢ A fir alle t € (0,¢) ist.
Man erhélt ein stetiges Vektorfeld v: 0A — R", a — v(a).

Beweis.
e Existenz: wihle eine C'-Funktion v wie in Definition [3.2.1, Wir haben schon gesehen,
dass dann q
v(a) = grad ¢ (a)
[arad 6(a)]

alle gewiinschten Eigenschaften hat.

e Da der Normalenraum in a € JA eindimensional mit Basis grad ¢(a) ist, folgt v(a) =
Agrad¢(a). Die Normierungsbedingung 2. legt v bis auf ein Vorzeichen fest; dieses muss
wegen Bedingung 3. positiv sein.

O

Definition 3.2.4
Der Vektor v(a) heifit dulerer Normalen-Einheitsvektor von A im Punkt a.

Bemerkung 3.2.5.
Sei A C R™ ein Kompaktum mit glatten Rand und a = (ay,...,a,) € A ein Randpunkt.

In einer Umgebung von a kann der Rand 0A wie jede n — 1-dimensionale Untermannigfaltig-
keit als Graph einer Funktion von n —1 Variablen dargestellt werden. Als Folgerung des Satzes
iiber implizite Funktionen existieren nach eventuellem Umnummerieren der Koordinaten eine
offene Umgebung U’ von (ay,...,a,_1), ein Intervall I = («, f) mit a,, € I und eine stetig
differenzierbare Funktion g: U’ — R, so dass

ANU' xI)={(a',z,) € U x I | z, < g(z)}

(ohne Einschréankung, den Fall z, > g(z’) behandelt man analog).
Mit der Funktion ¢(x) := =z, — g(2’) berechnet man nun den &ufleren Normalen-

Einheitsvektor zu
(—gradg, 1)

V1+ [[eradgl]?
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Das folgende Lemma bereitet den Gaufischen Integralsatz |3.2.9 vor und ist gleichzeitig ein
Spezialfall.

Lemma 3.2.6.
Sei U’ C R"! offen, I = («, 3) ein offenes Intervall und g: U’ — I C R eine stetig differenzier-
bare Funktion. Wir setzen
A = {2 x,) €U x|z, <g(x)}
M = {(@ x,) €U x1I|x,=g(2)}

mit 2’ = (x1,..., Ty 1).

Dann gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion f: U’ x I — R mit kompakten Triger in
U xTundallej=1,...,n:

A%dnfﬁ = /M F(a)v;(x)dS(z),

mit

1 /
vi(z) = — 99(’) fir j <n
\/1-+||§radg(x@|P Iz
Vn(J;) - .
V14 [ grad g(a')]?
Beweis.

e Das Fldchenelement beziiglich der Karte 2’ — (2, g(2)) von M ist

dS(x) = /1 + | grad g(z')||2d" 2.

Dies folgt so: Man berechnet

do = 1n—1
7\ (grad g(a))!
und den MaBtensor G = 1,,_; + (grad g) - (grad g)* und benutzt dann die Formel
det(1+a-b")=1+a"-b

einer UA zur linearen Algebra.

Wir unterscheiden nun zwei Falle.

e [iir 1 < ¢ < n — 1 betrachte die Funktion F': U’ x I = R
F(2',2) ::/ f(@', x,)dx,.

Es gilt
= f(2',z) und

(2, z,,)dx,

OF (2, 2) OF(2',z) /z of
0z 8:62 N o (%cl

wegen des Differentiationssatzes [1.5.3] Damit folgt

o g(z’) o
(%) /a f(& z,)dx, = awF(ac’, g(z")

Or; (@)
9(a’ af / / /
- /Q 8xi¢c,xn)dxn4—f(x,g(w))

dg(z')
0@- ’
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Ferner gilt nach Lemma [2.1.16

N W
(%) /U/ o7, /a f(& x,)dz, =0

da der Ausdruck in Klammern kompakten Trager in U’ hat.

Damit erhalten wir durch Integration von (x) iiber U’

[P, [ ( [ %UQ R

(i) 9 9() / n—1 /_/ / / ag<$/) n—1_/
& / oS (/ Jaan)dan | 4l = | J( g(a) =g

() /M f(z)vs(z)dS(z),

wobel wir im zweiten Summanden die Definition von v; und den Ausdruck fiir das Flachen-
element dS(z) eingesetzt haben.

e Fiir i = n beachte, dass fiir jedes 2’ € U die Funktion x,, — f(2’, z,) kompakten Tréger
in I = («, ) hat. Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung folgt daher

CONP
J R C0)

und durch weitere Integration

[50s o [ ([ 8 i)
- U/f(x’,g(x'))d”‘l ,:/Mf(x)l/n(x)dS(a:%

wobei wir wieder die Definition von v, und den Ausdruck fiir das Flachenelement d.S(z)
eingesetzt haben.

Lemma 3.2.7 (Lebesguesches Lemma).

Sei A C R"™ kompakt und (Uj;),e; eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es eine positive
Zahl A € R,, die Lebesguesche Zahl der Uberdeckung, so dass jede zu A nicht disjunkte
Teilmenge K C R", die einen Durchmesser < A hat, ganz in einer der offenen Teilmengen U;
enthalten ist.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [E|, §15].

Wir miissen nun noch die lokal-integrierbaren Teilungen der Eins aus Betrachtung|3.1.11|so
verbessern, dass sie differenzierbar werden.

Bemerkung 3.2.8 (Beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins.).
Wir erinnern an Betrachtung [2.1.8;
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e Die Funktion

e~t  fiir t >0
s: R — R, s(t)::{ 0 firt <0

ist beliebig oft differenzierbar.

Die Funktion
g: R — Rmit g(t) :=s(1+1t)-s(1—1),

ist glatt mit kompaktem Triger, g € C°(R) mit supp(g) = [—1,1]. Die Funktion g ist
nicht-negativ, g > 0.

e s ist auch die Funktion

G:R—RG(t)=> g(t—k)

kEZ

definiert, denn fiir jedes t € R tragen wegen supp(g) = [—1, 1] maximal zwei Summanden
bei. Die Funktion G ist, wie g, beliebig oft differenzierbar,

Die Funktion G ist nach Konstruktion Z-periodisch:
G(t) =G(t—k) fir allet € R und fir alle k € Z.
Sie ist positiv, G(t) > 0 fiir alle ¢ € R. Wir kénnen daher auf R die Funktion

g
0=

betrachten. Dann ist supph = [—1, 1], also h € C°(R). Fiir jedes t € R gilt

t—k 1
S ot k) = ZQ(G(t) ) _ 0 G(t) = 1.

keZ keZ

Wir haben in dieser Weise fiir jedes k € Z eine Funktion hy(t) := h(t — k) mit kompaktem
Tréger gefunden, so dass die Summe der Funktionen fiir jedes ¢ eine endliche Summe mit
Wert Eins ist.

e Analog zur Konstruktion der Funktionen h(t — k) zu k € Z funktioniert auch eine Kon-
struktion im R™ zu p = (p1,...,pn) € Z", wobei wir noch durch Reskalieren erreichen
konnen, dass der Durchmesser des Tragers kleiner als eine vorgegebene Schranke wird:

Wir betrachten dazu die Funktion



Nun ist g (% — qj) > 0 genau fiir Z—J € (¢j — 1;¢; + 1). Also ist die Summe wieder lokal
endlich. Wie im eindimensionalen Fall folgt aus ¢ > 0, dass G, positiv ist, G. > 0 und
dass G. beliebig oft differenzierbar ist.

Daher konnen wir fiir p = (py,...,pn) € Z" und € > 0 die Funktionen

mit

betrachten.

e Wir fassen zusammen: zu jedem gegebenen € > 0 gibt es fiir alle p € Z™ Funktionen
ap.: R" — R,
so dass gilt

1. Die Funktion a, . ist beliebig oft differenzierbar.

2. Fir die Summe gilt >~ o, .(z) =1, an jeder Stelle z € R™.
pEL™

3. Fiir den Trager gilt suppoy,. = { z € R" | |z; — pje| < e fur alle j }; er ist also
ein Wiirfel mit Kantenldnge 2 und Durchmesser 2e4/n.

Wir nennen die Familie von Funktionen (ay, .)yezn eine feine beliebig oft differenzierbare
Teilung der Fins.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R"
F:U—R"

— OF;

hatten wir die Di divF:=)» —2

atten wir die Divergenz div Z a2,

J=1

definiert.

Theorem 3.2.9 (Gauflscher Integralsatz).

Sei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand, v: 0A — R" das duflere Einheits-Normalenfeld
und U C R" offen mit A C U. Sei F: U — R", F = Z?:l Fje;, ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann gilt:

/ div F(z)d"z = / (F(z),v(2))dS ().

A 0A

Beweis.

e Nach Bemerkung kann man den Rand 0A in der Umgebung jedes Punktes als
Graph einer Funktion von n — 1 Variablen schreiben. Deshalb gibt es eine Familie offener
Teilmengen (U;);e; mit U; C R™, die A iiberdecken, U;c;U; D A, so dass fiir jedes i € T
eine der beiden Bedingungen erfiillt ist:

1. Entweder liegt U; im Innern von A, also U; C A\ 0A.
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2. oder nach Umnumerierung der Koordinaten hat U; die Gestalt U; = U’ x (a, b) mit
U’ C R" ! offen, und es gibt eine stetig differenzierbare Funktion

g:U =R
mit (ohne Einschréankung):
UnNA={z,) €U x (a,b) |z, < g(z)}.

Sei A > 0 eine Lebesguesche Zahl fiir die Uberdeckung (U;);c; von A wie in Lemma m
Wir setzen € := A\/24/n und betrachten die in Bemerkung konstruierte differenzierba-
re Teilung der Eins (o )pezn. Der Triger jeder Funktion . ist ein Wiirfel der Seitenlédnge
2¢, hat also Durchmesser kleiner als \. Sei P die endliche Menge aller Multiindizes p € Z",
so dass supp(a,) N A # (. Dann ist wegen der Linearitidt der Ausdriicke

/A divF(x)d”a::ZP /A div (o (z)F(z)) d"x

/8 RECREIEEEDS / () F(@), () S o)

peEP

Der Satz braucht also nur fiir die Funktionen o, () F(z) bewiesen werden.

Nach Konstruktion ist aber supp(a,,) fiir jedes p € P ganz in einer Kartenumgebung U;
enthalten. Falls U; C A\ 0A, so folgt die Gleichung

/div (ape(x)F(x))d"z :/ (o F(x),v(x))dS(z)
A

0A

aus Lemma [2.1.16/1, da das Randintegral entféllt. Falls aber U der Bedingung 2. geniigt,
so ist die Gleichheit der Integrale eine Folge von Lemma [3.2.6] angewandt auf die Kom-
ponenten der vektorwertigen Funktion «, /', {iber die man dann summiert.

O

Beispiel 3.2.10.
Sei A C R? kompakt und wegzusammenhiingend.

Hat A glatten Rand, so kann man 0A durch einen einzigen stetig differenzierbaren Weg
a: [a,b] — R? mit o/(t) # 0 fiir alle ¢ € [a,b] parametrisieren, und zwar so, dass o um
die Punkte aus A einmal im mathematisch positiven Sinn herumlauft.

«
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Fiir t € [a, b] ist o/(t) nach Satz ein Tangentialvektor an die parametrisierte Kurve «, also
an den Rand 0A. Es folgt sofort, dass

(@5(1), =i (1))

e) =+

der dulere Einheits-Normalenvektor an 0A ist.

Sei nun F': U — R? ein auf einer offenen Menge U mit A C U stetig differenzierbares Vektor-
feld, dann fithren wir auf U als Hilfsgréfle ein weiteres Vektorfeld

K:U — R K(2) = (Fa(a), ~ Fi(2))
ein und wenden darauf den Satz von Gauf [3.2.9im R2

/A div K (z)d% = / (K (2), v(2))dS(z),

0A
an:

[ (G - ) dndey = [ (KGa0), sta)l )
_ /(Fg(oz(t))-alz(t)‘i‘Fl(a(t))'O/l(t))dt
_ / (Fa(t)), /(1)) dt.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld
F:U—R?
auf einer offenen Teilmenge U C R? hatten wir die Rotation definiert als das Vektorfeld

_ (O0F3(xz) OFy(z) OFi(z) OFs(z) OFy(xz) OFi(x)
(rot7)(z) '_( Ory  Oxz = Ors  Ory | Om  Oxg )

Mit Hilfe des vektoriellen Linienelements ds(t) := «/(t)dt erhalten wir also

/A roty(F)dS = / (%Fg(@") - a%ﬂ(x)) doyday = / (F(s),d3).
A

0A

Dabei haben wir jetzt “ [ fiir das Integral iiber den Rand von A geschrieben und meinen mit
DA
“0A "7 den orientierten Rand, also den Randweg

a: [a,b) — R?

der einmal im mathematisch positiven Sinn um die Punkte von A herumlauft.

Dies ist der Satz von Green fiir glatt berandete, wegzusammenhéngende kompakte Teilmen-
gen des R?. Er ist ein Spezialfall des Stokesschen Integralsatzes, den wir spiter in allgemeinerer
Formulierung behandeln.
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Allgemein gilt fiir Vektorfelder in drei Dimensionen:

Satz 3.2.11. [Klassischer Stokesscher Integralsatz]

Sei U C R?3 offen, F': U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei M C U eine zwei-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, die durch ein Einheitsnormalenfeld v: M — R? orientiert
sei. Sei A C M kompakt mit glattem Rand. Die induzierte Orientierung des Randes 0 A definiert
ein vektorielles Linienelement ds. Dann gilt

/8A<F, ds) = /A<r0tF($),V(x))dS(x),

Bemerkungen 3.2.12.

1. Sei A C R" weiterhin kompakt und wegzusammenhéngend. Die Voraussetzung eines glat-
ten Randes im Satz von Gaufl und im Satz von Green schlieit schon Rechtecke und Quader
aus. Es ist daher sinnvoll, die Voraussetzungen etwas abzuschwéchen, und Kompakta mit
“stiickweise glattem Rand” zuzulassen. Wir sprechen von zuldssigen kompakten Mengen.

2. Wir skizzieren dies fiir n = 2: Fiir jedes € > 0 gebe es ein Kompaktum A®) mit glattem
Rand und stetig differenzierbarem Randweg

a9 [a,0] — R?, also A = {a©@(t)|t € [a,b]},

wéhrend der Rand 0A = {«(t)|t € [a,b]} gegeben ist durch einen stiickweise stetig diffe-
renzierbaren Weg «: [a, b] — R

Dies kann man so einrichten, dass gilt:
(a) Sei fiir zwei Teilmengen B, C' einer Menge die symmetrische Differenz
BAC := (B\C)U(C\ B).

Dann fordern wir vy(A AA®) < e:

AAAE)

(b) Die Gesamtlénge der in 0AAJA® auftretenden Kurven ist kleiner als .

Dann ersetzen wir in der Aussage des Integralsatzes im Randintegral
Jou (z))dS(z) den Rand OA durch den glatten Rand OA®) bzw. durch den

glatten Tell von 0A.

3. Wenden wir den Gauflschen Integralsatz auf das Vektorfeld F': R® — R™ mit F'(z) = z an,
so folgt aus div F'(z) = n erneut wie in Beispiel [3.1.16| fir das Volumen &,, der Vollkugel
Bl (0) Q R™:

1 1 1
Knp = / 1d"r = —/ div F(a;)d"xlg:";E — (z,v(1))dS(z) = —w,,
Bl(O) Bl(O) n n

n Sn—1

wobei w,, das (n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphére im R™ ist
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Wir brauchen spéter auch das folgende

Korollar 3.2.13.

Sei A C R" eine beschrénkte offene Teilmenge mit glattem Rand. Sei U C R" eine offene Menge,
die A enthélt. Seien u,v € C'(U). Wir schreiben abkiirzend fiir die partiellen Ableitungen:

~ Ou

U; -

Dann gilt fiir alle s = 1,...,n:

1. Der Satz von Gaufl komponentenweise:

/uid"x:/ uv;dsS,
A 9A

wobei v; die Komponenten des dufleren Normaleneinheitsvektors sind.

2. Die partielle Integrationsformel:

/uivd"x: —/uvid"x+/ wvy;dS.
A A dA

Seien nun u,v € C*(U). Dann gelten die Greenschen Formeln:

3.
/(gradu,gradv}d”x: —/uAvd”a:—i—/ u@dS
A A oa OV

mit der Normalenableitung g—jj = (grad u,v) = Y u;v;.

Ju ov ou
Aud” :/ —dS d / Av — vAu)d" :/ ( — — —) ds.
/A ud™x O un A(u v —vAu)d"z 5 ug TV

1. Wurde schon im Beweis des Gaufischen Satzes gezeigt, vgl. Lemma [3.2.6

Bewelis.

2. Man wende 1. auf die Funktion u - v an.

3. Man ersetze in 2. die Funktion v durch die partiellen Ableitung v; und erhalte

/uividx: —/uviidaﬁt/ uv;14;dS;
A A A

4. Man ersetze in 1. die Funktion u durch u;. Dann erhélt man

/uiidx—/ u;v;dS;
A A

summiere dann iiber 3.

diese Gleichung summiert man dann noch iiber 7. Um die letzte Gleichheit zu zeigen,
vertausche man noch die Rollen von v und v in 3. und ziche die Ausdriicke von einander

ab.
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4 Partielle Differentialgleichungen

4.1 Grundlegende Definitionen
Definition 4.1.1
Seien G C R™ und U C R2"*47° offene und wegzusammenhéingende Teilmengen. Sei
F:U—C
eine stetige Funktion. Sei u eine zweimal partiell differenzierbare Funktion
u: G — R,z — u(z).

Zur Abkiirzung schreiben wir fiir die partiellen Ableitungen:

ou 0%*u

Up, = Uj = —, und Uy.,, = Ujp ‘= ———— USW.
v I c%j itk sk 89038%
1. Dann heifit die Funktion u eine Losung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung
(*) F($17 cer ,xn’ u? uxl? AR 7uxn7uxlxl7uxl‘7527 A 7uxnxn) = 07
wenn gilt

(a) (x1,..., T, u(T), Up, (T), ... Uy, 2, (x)) € U fiir alle x € G,
(b) F(xq,...,zp,u(x),up, (T),..., U, () =0 fiir allex € G.

2. Ein Spezialfall der allgemeinen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (x) ist
die Gleichung

(+) Alw)+h=0 mit A(w):= ) ajtyq,.

k=1
Diese Gleichung heifit

i) quasilinear, falls a;, und h Funktionen in den 2n + 1 Variablen
iy Ty Uy Ugy s« - . Uy, SIDd;

n

ii) semilinear oder fastlinear, falls die a;, Funktionen allein von x sind und h eine
Funktion wie unter i) ist;

iii) linear, falls h von der Form h = >_"

=1 Qg + au+ f ist und die az, die aj, a und
f Funktionen von z allein sind;

iv) linear mit konstanten Koeffizienten, falls die Funktionen a;i, a; und a iiberdies kon-
stant sind und f eine Funktion von x allein ist.

FEine Differentialgleichung heifit voll nicht-linear, falls sie nicht-linear von den héchsten
Ableitungen abhéngt.

Nur mit dem einfachsten Fall linearer Differentialgleichungen wollen wir uns im Folgenden
beschéftigen. Wir bemerken, dass man vorsichtig bei den Voraussetzungen an die Differen-
zierbarkeit und Stetigkeit einer Losung sein soll. Zum Beispiel muss man bei der Betrachtung
von Schockwellen auch Losungen mit Unstetigkeitsstellen zulassen, um physikalisch relevante
Phénomene zu beschreiben.
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Betrachtung 4.1.2.

Um eine eindeutige Losung zu haben, muss man bei gewohnlichen Differentialgleichungen An-
fangsbedingungen oder Randbedingungen vorschreiben. Auch bei partiellen Differentialglei-
chungen mochte man in der Regel solche Probleme behandeln, bei denen folgende Forderungen
erfiillt sind:

1. Eindeutigkeitsforderung: Es gibt hochstens eine Losung u, die alle gestellten Bedingungen
erfiillt.

2. Existenzforderung: Es gibt mindestens eine solche Losung.

3. Forderung der stetigen Abhingigkeit von den Parametern:
Lassen sich Anfangs- bzw. Randwerte nur durch Messungen bestimmen, so méchte man,
dass die Auswirkung von Messfehlern auf die Losungen klein sind: Wird etwa die Be-
dingung gestellt, dass die Losungsfunktion v auf dem Rand von G einen bestimmten
Werteverlauf hat, so wird gefordert, dass die Losungsfunktion u stetig von den Rand-
werten abhéngt. (Diese Bedingung ist auch wichtig fiir die numerische Untersuchung von
partiellen Differentialgleichungen.)

Beispiel 4.1.3.

1. Die n-dimensionale Laplace-Gleichung oder auch Potentialgleichung:

Apt i = Uy, gy + Ugpzy + - + Uy, 2, = 0.

2. Die m-dimensionale Wellengleichung
Apu = ¢ %uy mit ¢ € R\ {0}.

Man beachte, dass hier die Zahl n der Variablen aus Definition gleich m + 1 ist; die
(m + 1)-te Variable ist t := z,,.

Macht man in der Wellengleichung den Separationsansatz oder Produktansatz
u(z,t) = e“'v(x)
mit einer nur von x abhéngigen Funktion v, so erhélt man wegen
W2t

_2 _ (=
Uy = (C)e

fiir u die Helmholtz-Gleichung

—Apu = Aumit A\ = (%)2 e C.

Die Helmholtz-Gleichung ist eine Eigenwertgleichung fiir den Laplace-Operator.
3. Die m-dimensionale Wirmeleitungsgleichung
A, u = cu; mit ¢c € C.

Oft fordert man fiir die Warmeleitungsgleichung ¢ € R,..
Der Fall ¢ € iR ist die Schridinger-Gleichung.
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Bemerkung 4.1.4.

e Wenn nur Losungen u € C*(G) einer linearen Differentialgleichung gesucht werden, fiir
die dann also

Ug sy, = Ugpa;

fir alle j, k € {1,...,n} gilt, so kann man die Koeffizientenfunktionen in A(u) so zusam-
menfassen , dass a;; = ay; gilt. Wir kénnen dann voraussetzen, dass die Matrix A = (a;i)
symmetrisch ist.

Fiir symmetrische Matrizen gibt es nach dem Sylvesterschen Tragheitssatz eine invertible
Matrix S € GL(n,R), so dass

Al 0
S.A.St= )
0 An
von Diagonalgestalt ist. Dabei ist S natiirlich nicht eindeutig bestimmt, und auch die

Diagonalememente )\; € R nicht. Aber nach dem Sylvesterschen Trégheitssatz sind die
Zahlen

k = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; >0,
t = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; <0, der Tragheitsinder von A, und
d = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; =0, der Defekt von A,

eindeutig bestimmt.

Man kann das zur Klassifikation der linearen Differentialgleichung mit konstanten Koef-
fizienten

A(u) = —h mit A(u) = Zaikumk
ik

benutzen: Fiihrt man
z:=S5-x

als neue Variable ein, so erhélt man fiir die Ableitungen der Funktion
w(zy, .. x,) = u(y, ., Ty

nach der Kettenregel:

du "9E 0F, O~ -
on T 20w de 2

j=

0“u
= E SiiSIkUT: 4
91:0 ji 5T
v k 7,l=1

und somit

n n n n "
Au) = E Qi E SjiSikUz;z; = E E SjitikSik | Uz;z; = E :dﬂui?fz

k=1 ji=1 4i=1 \ik=1 4i=1
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mit D := S5 - A- 5" An Stelle der Differentialgleichung (') erhilt man die Differential-
gleichung

(+") D@)=—h(@ mit D®@) = Zkﬁi&ﬁ?v

also eine Differentialgleichung, in der keine gemischten zweiten Ableitungen gz mit
i # k auftauchen.

Man teilt die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
daher in die folgenden Klassen ein.

Definition 4.1.5
Eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten heif3t
vom

elliptischen Typ, falls A positiv oder negativ definit ist. Dann ist der Defekt d = 0 und
der 'Tragheitsindex t = 0 oder t = n.

hyperbolischen Typ, falls fiir den Defekt d = 0 und fiir den Trédgheitsindex t = 1 oder
t=n—1 gilt.

ultrahyperbolischen Typ, falls der Defekt gleich null ist, d = 0, und fiir den Trédgheitsindex
1<t<n-—1gilt.

parabolischen Typ, falls A ausgeartet ist, also d > 0 gilt.

Beispiel 4.1.6.
Die Potentialgleichung aus Beispiel ist vom elliptischen, die Wellengleichung vom hyper-
bolischen und die Warmeleitungsgleichung vom parabolischen Typ.

4.2 Die Potentialgleichung
Wir folgen [E].

Definition 4.2.1

1. Die Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung ist die elliptische lineare partielle Diffe-
rentialgleichung
Au = 0;

die inhomogene lineare partielle Differentialgleichung
Au=f

heift inhomogene Potentialgleichung oder Poisson-Gleichung. Hierbei ist U C R™ eine
offene Teilmenge und f: U — R vorgegeben.

2. Eine C?-Funktion, die Lésung der Potentialgleichung ist, heifit harmonische Funktion.
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Bemerkung 4.2.2.
1. Sei u eine physikalische Gréfie, die sich im Gleichgewicht befinde. Damit meinen wir, dass
fiir jede offene Teilmenge V' C R™ mit glattem Rand der totale Fluss F' von uw durch oV

verschwindet:
/ (F,1)dS = 0.
v

Nach dem Satz von Gauf3 [3.2.9 heifit dies

/didex = 0;
v

da dies fiir ein beliebiges solche Teilmenge V' C R"™ gelten muss, folgt unter geeigneten
Stetigkeitsannahmen wie im Beweis von Lemma dass div F' = 0.

Dabei ist der Fluss F' von u oft entgegengesetzt zum Gradienten grad u von wu, also von
Regionen hoher zu Regionen niedriger Konzentration hin, ' = —a grad u mit a > 0. Es
folgt

divgradu = Au = 0.

2. Hat u die Interpretation einer Temperatur und ist F' der Warmeleitungsfluss, so ist die
Gleichung F' = —agradu das Fouriersche Warmeleitungsgesetz. Steht u fiir das elek-
trostatische Potential, a fiir die Leitfahigkeit und F' fiir die elektrische Flussdichte, so
erhalten wir das Ohmsche Gesetz.

Wir geben Beispiele fiir harmonische Funktionen und physikalische Situation, in denen
diese eine Rolle spielen:
1 auf R*\ {0} Punktladung im Ursprung
L auf R*\ {0} Dipol in z-Richtung im Ursprung
—In(r? — 2?) R3 ohne 2-Achse konstante Ladungsverteilung auf der z-Achse
L R3 ohne z-Achse Linie von Dipolen in z-Richtung auf der z-Achse

Wir hatten in der MfP2 schon spezielle, rotationssymmetrische harmonische Funktionen
kennen gelernt.

Definition 4.2.3
Sei k,, wieder das Volumen der Einheitsvollkugel im R".
Die harmonische Funktion ®: R" \ {0} — R mit

1 ..
—=1In|z| fiirn =2

(b xT) .= 1 27 ) B 5
) { n(n—2)rm 2" 2 firn >3

heifit Fundamentallosung der Laplace-Gleichung.

Wir notieren schon einmal, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

grad @(o)] < (@)

- |$|n—1
=:D

Betrachtung 4.2.4.

Fiir jedes feste y € R™ ist auch die Funktion x +— ®(z — y) fiir x # y definiert und harmonisch.

Fiir jede Funktion f ist dann auch z — ®(z — y) f(y) harmonisch, und auch endliche Summen

solcher Ausdriicke. Aber die Faltung



ist nicht harmonisch, denn wir kénnen nicht einfach rechnen

Bue) = [ 8,0 - prwi=o.
weil wegen des Verhaltens der zweiten Ableitungen von @ fiir x — 0, vgl. , die Funktion
D2®(x — y) nicht integrierbar ist. Vielmehr finden wir das folgende wichtige Resultat.

Theorem 4.2.5.
Sei f € C?(R"). Sei u wie oben durch die Faltung definiert,

ulw)i= | B =)y
Dann ist u € C*(R™) und u 16st die Poisson-Gleichung mit Inhomogenitét f,
—Au = f.

Beweis.
1. Wegen

u(z) = / O(z —y)f(y)dy = / O(y)f(z —y)dy
ist der Differenzenquotient fiir die i-te partielle Ableitung gleich

u(z + he;) — u(x) f(x+he; —y) — flx —y)
e ) !

Da f € C?(R") differenzierbar ist, geht der Bruch fiir h — 0 gleichmiBig auf R" gegen

91 (z —y). Da ® lokal integrierbar ist, finden wir mit Hilfe des Differentiationssatzes [1.5.3

ox;
B(r) = [e W)L (z—y)
2u 2
8:Zl3mj () = fRn ‘I)(?J)agia];j (x —y).

Da der zweite Ausdruck stetig in z ist, ist u € C*(R").

dy.

2. Wir isolieren die Singularitéit der Fundamentallosung ®(y) in y = 0 in einer kleinen Kugel
vom Radius € > 0:

Au(r) = / (y)Agf(x —y)dy + / (y)Asf(z — y)dy.
B.(0) R™\ B (0)
Fiir das erste Integral I, finden wir

Cé*|Inel fir n =2
@(y)g{ Ce? firn >3

so dass I, — 0 fiir e — 0. Fiir das Integral im zweiten Summanden von Awu finden wir
mit Hilfe von B.2.1313:
Jo = fR”\BE(O) (y)Asf(z —y)dy
= — Jamupo PPW) - Dof(@ —y)dy + [op o) @) 5 (z — y)dS(x)

Wir schéitzen das zweite Integral mit den Randtermen ab:

| Jon, ) @) 5 (@ = 9)dS(@)| < 1D fllso [y, o) |2®)]AS ()

< Cé?| Ine| fiir n =2
= Cé? fiir n > 3.

UJSCWYMM/

B:(0)
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3. Wir miissen also nur noch den ersten Summanden im zweiten Ausdruck fiir J, weiter
untersuchen. Eine erneute Anwendung des Satzes [3.2.13.3 liefert

Ke = Jeump. o) P2W) - Daf(@ = y)dy = fpup,0) AW f(x —y)
- faBE(O) g_f(y)f(x —y)dS(y)

Der erste Term verschwindet, weil die Funktion ® auflerhalb von 0 harmonisch ist. Wir
haben auf der Sphére 0B.(0)

1
Do (y) = Y ndv=-2.
nkn [y|” vl
Dabher ist auf 0B.(0) der Ausdruck
1
Db, vy = —
(D®,v) Nk, ev1

konstant. Nach Beispiel [3.1.16| ist die Oberfliiche der Sphire dB.(0) gleich nk,e" !, so

dass wir finden

1 1
K T Ly 0 = G L, TS

Dies geht fiir e — 0 gegen — f(x).

4. Insgesamt finden wir so im Grenzwert ¢ — 0, dass —Au(z) = f(z), da f stetig ist.

Dies fiithrt uns auf

Definition 4.2.6

1. Sei L ein linearer Differentialoperator auf R™. Eine Fundamentallosung oder Elemen-
tarlosung von L beziiglich eines Punktes z € R™ ist eine Distribution E, € D' mit
LE, =9,. wobei 0, die Diracsche Deltadistribution zu z ist.

2. Ist allgemein eine Distribution u Losung einer partiellen Differentialgleichung im distri-
butionellen Sinne, so sprechen wir von einer schwachen Losung, im Gegensatz zu einer
klassischen oder starken Lésung u € C* fiir ein geeignetes k.

Bemerkung 4.2.7.

1. Oft sucht man erst nur schwache Losungen von partiellen Differentialgleichungen, und
versucht dann zu zeigen, dass diese auch klassische Losungen sind. Bei nicht-linearen Dif-
ferentialgleichungen fiihrt dies zu Problemen, da Distributionen sich nicht multiplizieren
lassen. Man braucht dann geeignete Funktionenrédume.

2. Ist der Differentialoperator L translationsinvariant, d.h. hat er konstante Koeffizienten,
und ist Ey eine Fundamentallosung von L beziiglich 0, so erhélt man durch Verschiebung
eine Fundamentallosung von L beziiglich z € R".

Manchmal spricht man statt von der Fundamentallésung von der Greenschen Funktion
(x,2) = G(z,z) = Eyg(x — z); wir verwenden den Begriff aber etwas anders und fordern
Vertraglichkeit mit Randwerten, vergleiche Definition 4.2.21]
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Korollar 4.2.8.
Die Funktion ®.: 2 +— ®,(z) := ®(z — z) ist lokal integrierbar und liefert daher eine reguldre
Distribution T, .

Diese ist eine Fundamentallosung fiir den Differentialoperator —A im Punkt z € R™.

Beweis.
Da der Laplaceoperator A nach Beispiel 2.1.18]2 formal selbstadjungiert ist, miissen wir fiir
alle Testfunktionen ¢ € D und alle z,y € R" zeigen

!

AT o) S T 00 = - [ B)Ae)Ty L 6le] = o(2)

Wir betrachten fiir eine gegebene Testfunktion ¢ € D die Funktion

ue) = [ ey = [ Bt + )

und erhalten aus Theorem 4.2.5| und dem Differentiationssatz|1.5.3] da ®, lokal integrierbar ist,

o) 2 —u(e) B [ ) dple+ e = - [ a.)a0m)d,

n

wobei wir im letzten Schritt noch einmal die Substitution y = = 4+ 2z vorgenommen haben. O

Fundamentallosungen erlauben es uns, eine Losung von inhomogenen linearen partiellen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu erhalten:

Satz 4.2.9.
Sei L ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und E € D’ eine Elemen-
tarlosung von L, also LE = dy. Dann ist fiir jede Testfunktion p € D die Funktion

u:=FExpeC®R")

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung Lu = p.

Bewelis.

Aus Satz 2.1.30] folgt

Lu = L(E # p) ZER (LE) % p = 6  p 2.

Beispiel 4.2.10.

1. Durch Anwendung auf die Fundamentallésung der Potentialgleichung erhalten wir
so wieder Satz zuriick, allerdings mit etwas anderen Differenzierbarkeitsvorausset-
zungen und -aussagen.

2. Im Fall der Helmholtz-Gleichung (A + k%)u = 0 auf R? zeigt man mit Hilfe des Laplace-
Operators fiir rotationssymmetrische Funktionen auf R? aus MfP2

a1 = (35 + 257) 10
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leicht, dass die lokal-integrierbare Funktion

auf R?\ {0} eine Losung der Helmholtz-Gleichung ist. Man kann zeigen [F], §17], dass die
zugehorige reguldre Distribution eine Fundamentallosung ist.

3. Wir werden fiir die Warmeleitungsgleichung

0
A——|W(zx,t)=0
( at) (1)
in Satz zeigen, dass die lokal-integrierbare Funktion auf R™ x R

—L_e=lell?/4t fiiy ¢ > 0
0 firt <0

eine Fundamentallosung ist.

Wir wollen nun Eigenschaften von Losungen der Potentialgleichung, also von harmonischen
Funktionen, untersuchen, ohne die Lésung explizit als Funktion auf einer Teilmenge von R" zu
kennen. Fiir eine kompakte Untermannigfaltigkeit M C R™ und iiber M integrierbare Funktion
f: M — R fithren wir die Bezeichnung

fu =

fiir das Mittel von f iiber die Untermannigfaltigkeit M ein.

Theorem 4.2.11 (Mittelwertseigenschaft harmonischer Funktionen).
Sei U C R" offen mit glattem Rand und u € C*(U) harmonisch. Dann gilt fiir jede Vollkugel

B.(x) CU
wa)= o uasw =

Beweis.
1. Wir betrachten fiir jedes feste x € U die reelle Funktion einer Variablen

= dS(y) = +rz)dS(z),
o) = F uiS) = F ula+r2)dse)
die fur hinreichend kleine r > 0 definiert ist. Dann ist
¢ (r) = Ef (gradu(x + rz), 2)dS(2)
0. 1(0)

Wir finden nach einer Substitution y = x + rz

o y— B ou EZI34
o) = F(maduly). L )S0) = f Slas(n) T2

£ Au(y)dy = 0.

r
N By (x)

Also ist ¢ konstant und somit gilt fiir alle r € R,
¢(r) = lim ¢(t) = lim u(y)dS(y) = u(z),

t—0 t—09 +(2)

weil u nach Voraussetzung stetig ist.
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2. Aus Satz [3.1.15] folgt sofort

/ udy “H (/ udS) dsu(m)/ nkps" 1ds = K,r"u(r).
Br(x) 0 OBs(x) 0

Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.2.12.
Wenn fiir eine Funktion u € C*(U) fiir jede Vollkugel B,(z) C U die Mittelwertseigenschaft

= ds
u(x) an(x) u

gilt, dann ist « harmonisch.

Beweis.

Angenommen, es sei Au # 0. Nachdem wir gegebenenfalls v durch —u ersetzt haben, finden
wir wegen der Stetigkeit von Awu eine Vollkugel B,(z) C U, so dass Au > 0 auf B,(z) gilt.
Dann gilt fiir die Funktion ¢ wie oben

r
0=2¢(r)=— Au(y)dy > 0;
S = F Aufy)dy
Widerspruch zur angenommenen Mittelwerteigenschaft. O

Satz 4.2.13 (Maximumsprinzip). -
Sei U C R™ offen und beschrinkt. Sei uw € C?(U) N C(U) eine harmonische Funktion.

1. Dann nimmt die Funktion » ihr Maximum auf dem Rand an, max; v = maxgy u.

2. Wenn U wegzusammenhéngend ist und es einen Punkt zy € U gibt, in dem die Funktion
w ihr Maximum annimmt, u(z¢) = maxg u, so ist u auf U konstant.

Indem man w durch —u ersetzt, siecht man, dass alle Satze auch gelten, wenn man “Maximum”
durch “Minimum” ersetzt.

Beweis.
Wir nehmen an, es gébe einen Punkt 2y € U, in dem das Maxmimum M := max; v angenom-
men wird. Die Mittelwerteigenschaft impliziert dann fiir jede Kugel B,(x) C U

M =u(zg) = § udy <M.

By (o)

Gleichheit kann nur gelten, wenn v = M auf ganz B,(zo) gilt. Damit ist die Menge aller
x € U, auf der das Maximum angenommen wird, offen. Da w stetig ist, ist diese Menge auch
abgeschlossen, und somit gleich U, was die zweite Behauptung zeigt, aus der sofort die erste
Behauptung folgt. O

Das Maximumsprinzip erlaubt es uns, die folgende Eindeutigkeitsaussage zu zeigen:
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Satz 4.2.14.
Sei U C R" offen mit glattem Rand. Sei g € C(9U) und f € C(U). Dann existiert hochstens
eine Losung u € C%(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au= fauf U, u =g auf oU.

Beweis.

Seien u und u zwei Losungen des Randwertproblems. Man wende das Maxmimumsprinzip auf
die beiden Funktionen +(u — @) an, die beide auf U harmonisch sind und auf dem Rand nur
den Wert Null annehmen. O

Wir kénnen auch zeigen, dass alle harmonischen Funktionen beliebig oft stetig differenzier-
bar sind.

Satz 4.2.15.

Sei wieder U C R™ offen mit glattem Rand. Eine Funktion u € C(U), die die Mittelwert-
eigenschaft aus Theorem fiir jede Vollkugel B,(x) C U erfiillt, ist beliebig oft stetig
differenzierbar, u € C*(U).

(Die Funktion muss aber nicht auf dem Rand von U differenzierbar, ja nicht einmal stetig sein.)

Beweis.
Sei n € C*(R) mit Tréger supp(n) = [—1, 1]. Ferner sei 7 in einer Umgebung von 0 konstant.
Setze fiir e > 0 o, el
n x [ee] n
ne(z) := 6—7177(7) € C(R"),

wobei C,, > 0 so gewdhlt ist, dass [, 7¢(z)dz = 1. Betrachte auf U, := {z € U | d(x,0U) > €}
die durch die Faltung definierte Funktion u® = 7. * u. Nach Satz [2.1.30] ist u. € C*(U,). Wir
finden fiir x € U, mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft 4.2.11

u(z) & g ne(x_y)ﬁ(y)dyu
il rt=y u(y)d
/Be(:r) n( Ju(y)dy

N e €

& n(i)dr (/ udS)
€ Jo € 0B, ()

mzm C

(o) /0 n(g)mnr"—ldr = u(z)

Somit ist u = u® auf U, fiir jedes € > 0 und als Faltung mit einer glatten Funktion beliebig oft
stetig differenzierbar. O

Indem man Losungen der Potentialgleichung weiter durchdifferenziert, beweist man induktiv
die folgenden Abschétzungen, die die Mittelwerteigenschaft [4.2.11] verallgemeinern:

Satz 4.2.16.
Sei U C R" offen und u € C*(U) harmonisch. Dann gilt

o Ck
|D%u(z0)| < g Nl s, o)

fiir jede Vollkugel B, (z) € U und jeden Multiindex o der Ordnung k. Die Konstanten sind
1 2n+1 k k
C’oz—unde:M.

Kn Rp
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Beweis.
Fiir £ = 0 folgt die Aussage sofort aus dem Mittelwertsatz Wir zeigen die Aussage fiir
k =1 und verweisen fiir den Induktionsschritt auf [El §2.2].

Durch Differenzieren der Laplace-Gleichung folgt wegen Satz [4.2.15] dass auch die partielle
Ableitung wu; eine harmonische Funktion ist. Somit folgt mit Hilfe der Mittelwertseigenschaft

4.2.T1] von u;
2
)] | f e T2 s
B, /3(z0) RnT™ JoB, 3 (x0)
2n
< THUHL""(aBrm(ﬂCo))'

Wegen der Dreiecksungleichung liegt fiir « € 0B, 2(x0) die Kugel B, /2(z9) C By(x9) C U, so
dass wir aus der Ungleichung fiir £ = 0 erhalten
12
[u(@)] < — ()" lull s, (o)
Aus beiden Ungleichungen zusammen erhalten wir fiir jeden Multiindex a der Ordnung 1

. oty ]
| D%u(zo)| < - Tn+1||u||L1(Br(wo))-

Wir ziehen nun zwei wichtige Schlussfolgerungen:

Korollar 4.2.17 (Satz von Liouville).
Sei u: R™ — R auf ganz R™ definiert, harmonisch und beschriankt. Dann ist v konstant.

Bewelis.

Wiihle ein beliebiges xy € R". Dann gilt fiir jedes r > 0, indem wir die Abschidtzungen aus Satz
4.2.16|fiir |a| = 1 auf die Vollkugel B, (xy) anwenden

2n? r—00
lgradu(zg)| < — sup |u(x)] — 0.
T zeRn

Daher ist gradu(zg) = 0 und somit u konstant. O

Korollar 4.2.18.
Sei f € C*(R™) mit n > 3. Dann ist jede beschrinkte Losung der inhomogenen Potentialglei-
chung

—Au=f

auf ganz R™ von der Form

mit einer Konstante C € R.
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Beweis.
Fiir n > 3 gilt fiir die Fundamentallosung ®(x) — 0 fiir |x| — oo. Daher ist

i(w)i= [ @)Wy

eine beschriankte Losung von —Awu = f auf R". Nach dem Satz von Liouville ist fiir jede
weitere beschrankte Losung u die Differenz u — u konstant. O

Satz 4.2.19 (Harnacksche Ungleichung).

Sei V' C R™ eine offene wegzusammenhingende Teilmenge, deren Abschluss V kompakt ist.
Sei U C R™ eine offene Teilmenge, die V enthilt. Man sagt, V sei kompakt in U enthalten und
schreibt dafiir V' CC U. Dann gibt es eine positive Konstante C' > 0, die nur von der Teilmenge
V' abhéngt, so dass

supu < C'infu
% \%
fiir jede nicht-negative harmonische Funktion u auf U gilt.

Insbesondere gilt fiir alle x,y € V, dass

Suly) < () < Culy).

Dies zeigt, dass alle Funktionswerte einer harmonischen Funktion auf V' vergleichbar sind: fern
vom Rand OU hat die Potentialgleichung ausgleichende Wirkung.

Beweis.
Setze r := 1d(V,0U). Betrachte z,y € V mit |z — y| < r. Dann ist B,(y) C Bs,(z) und es gilt
1
u(x) L2 f u(z)dz > / u(z)dz [da u nicht-negativ]
Blgr(x) /-in2”r1" By (y)
E21m
= — u(z)dz =" —u(y).
5 o, 10 gy

Wir haben also fiir solche z,y die Abschétzungen

Puly) > ulz) > gouly)

Weil V kompakt ist, konnen wir die Menge V durch endlich viele Vollkugeln (B;)i=1,.~

vom Radius r {iberdecken. Da V' wegzusammenhéngend ist, konnen wir so nummerieren, dass

B; N B;_1 # (. Dann gilt
1

O

Sei wieder U C R” offen und beschréinkt, mit glattem Rand. Wir wollen nun noch die
Existenz der Losung des Randwertproblems

—Au= fauf U, wu=gauf 9U,

deren Eindeutigkeit wir schon in Satz [4.2.14] gesehen haben, untersuchen.
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Betrachtung 4.2.20.
1. Sei x € U und € > 0 so gewahlt, dass B.(x) C U. Aus der Greenschen Formel |3.2.1314
wissen wir, dass auf V, := U \ B.(x) fiir die Fundamentallosung & gilt

0P ou
/ (u(y)Ay@(y — z) — (y — =)Au(y)) dy = / (U(y)a—(y —z) - Py - x)—@)) dS(y).
g av. v v
Nun ist A,® = 0. Ferner zeigt man, dass auf der rechten Seite der Randterm zur Rand-
komponente 0B, (x), der ® enthélt, fiir € — 0 verschwindet. Wie im Beweis von Theorem
folgt, dass der Randterm zur Randkomponente 9B, (z), der 22 enthlt, gegen u(z)

konvergiert. Man findet so im limes € — 0
0 0P
6 utw) = [ (0= - uw)) ) as) - [ oy - nauwy
oU aV 81/ U

Diese Gleichung gilt fiir jede Funktion v € C?(U). Wiirden wir im Randwertproblem
auch noch unabhéngig die Normalenableitung %(y) vorschreiben kénnen, so hitten wir
das Randwertproblem gelost. Allerdings ist nicht klar, wie wir die Normalenableitung
konsistent vorschreiben konnen.

2. Wir fithren daher fiir jedes x € U als Korrekturproblem das Randwertproblem
Ap® =0auf U, ¢“(y) =P(y—x) fir alle y € OU
ein. Eine erneute Anwendung der Greenschen Formel [3.2.13]4 liefert fiir jedes x € U

) =l bty = [ (w0 - )50 ) a50)

~ [ (00~ 2t - 0150) ) 4t

U 61/

Definition 4.2.21
Die Funktion

Glz,y) =Py —x) —¢"(y), 2y €U,z £y,
heiBt Greensche Funktion fiir die offene Teilmenge U mit glattem Rand.

Satz 4.2.22.
Wenn v € C*(U) das Dirichletsche Randwertproblem

—Au= fauf U, wu=gauf 0OU
16st, dann gilt

aG
u(x)z—/ 9Y) 5~ (2,y)dS(y /G:cy
oU Yy

Beweis.
Indem man (x) und (xx) addiert, findet man fiir die Funktion

G(r,y) =y —x) — ¢"(y), v,y €U,z #y,

die Gleichung 90
) = = [ )5 @)ase) — [ Glepaumay.

Vy
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Bemerkungen 4.2.23.
1. Man kann zeigen, dass Greensche Funktionen symmetrisch sind, G(z,y) = G(y, x).

2. Ein konkreter Ausdruck fiir die Greensche Funktion kann im allgemeinen nur angegeben
werden, wenn die Teilmenge U C R™ eine einfache Gestalt hat. Beispielsweise rechnet
man fiir U = B1(0) € R" und 0 # x € U nach, dass das Korrekturproblem gelést wird
durch

") =@ (el -y — Nz~ - 2).

4.3 Die Wirmeleitungsgleichung

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der Warmeleitungsgleichung

<AI - %) ulw,t) =0,

und mit der inhomogenen Warmeleitungsgleichung

(Ax - %) u(, 1) = pla, )

mit gegebener Inhomogenitit p € S(R™ x R).

Bemerkungen 4.3.1.
1. Als physikalische Motivation betrachte wieder eine Gréfle u mit Flussdichte F'. Es gilt
dann fiir jede offene Teilmenge U C R™ mit glattem Rand

i udx:—/ Fds.
dt Jy oU

(Das Minuszeichen kommt daher, dass wir mit der &ufleren Normale arbeiten.) Somit gilt
unter geeigneten Annahmen an u und F nach dem dem Differentiationssatz [1.5.3] und
dem Satz von Gauf 3.2.9

u = —div F.

Wenn der Fluss F' proportional zum Gradienten von u ist, F' = —a grad u, also von einem
Konzentrationsunterschied getrieben wird, ist u; = adivgradu = aAu mit a > 0. Die
Wirmeleitungsgleichung beschreibt also Ausgleichsvorginge: wo die rdaumliche Anderung
zweiter Ordnung stark ist, ist die zeitliche Anderung grof.

2. Schon im Fall einer Dimension, n = 1, ist das Verhalten der Warmeleitungsgleichung
typisch. Wir betrachten daher das Anfangswertproblem:
0? 0
o=y mit u(@,0) = f(2),
wobei f € § eine schnell fallende Funktion ist. Dies beschreibt z.B. die Temperaturent-
wicklung eines Stabes unendlicher Lénge.

Satz 4.3.2.

Die Funktion
u:RxRy — R

1 T _(z—y)?
() = / Fly)e "y,

\VAart

ist die eindeutige Losung der partiellen Differentialgleichung u,, = wu;, die den folgenden Be-
dingungen geniigt:
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1. Es gilt ltif(l)l u(z,t) = f(x), wobei f € S(R) gegeben ist.

2. Fiir jedes t > 0 ist die Funktion u(.,t) € S(R) eine Schwartzfunktion.

3. Die Funktion u ist nach x und ¢ beliebig oft differenzierbar.

Bemerkungen 4.3.3.

1. Aus der expliziten Formel fiir u(x,t) folgt: sind die Anfangswerte auf einem beliebig
kleinen Interval positiv, so gilt auch fiir alle ¢ > 0 stets u(x,t) > 0. Da dies fiir alle z € R
und alle t € R, gilt, liegt hier eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir Storungen
Vor.

2. Man beachte, dass z und ¢ im Exponenten mit unterschiedlichen Potenzen eingehen. Hier
tritt eine dimensionsbehaftete Konstante auf.

Bewelis.

1. Wir machen einen Produktansatz und suchen nach Losungen der Warmeleitungsgleichung

der Form
u(z,t) = a(t)b(x).

Ein solches u ist eine nicht-triviale Losung, wenn a(t), b(z) # 0 gilt und

a(t)ddbx(f) = b(z) dc(;it), also

1 da(t) 1 d°b(x)
a(t) dt  b(z) dz?
denn die linke Seite héngt nicht von x und die rechte Seite nicht von ¢ ab.

Losungen, die fiir |z| — oo beschrénkt bleiben, erhélt man fiir
c=—k*<0,k € R, und zwar

= ¢ = const.,

a(t) = Ae ™t b(x) = Age™
mit reellen Konstanten A;, As, insgesamt also
u(z,t) = Ae~kttike
mit einer Konstanten 0 # A € R.

2. Wegen der Linearitdt der Warmeleitungsgleichung ist auch jede Summe der unter 1. ge-
fundenen Losungen zu verschiedenen Konstanten k wieder eine Losung. Sogar das Integral
iiber unendlich viele solcher Losungen ist wieder eine Losung,

u(z,t) =

I s
A k —k H_kadk‘,
V2T / (F)e

wenn A eine schnell fallende Funktion ist. Denn dann existiert zum einen das Integral, vgl.
2.2.16,.3, und zum anderen darf man nach dem Differentiationssatz die Differentiation
mit der Integration vertauschen.
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3. Damit die Funktion u das Anfangswertproblem 16st, muss die Funktion A so bestimmt
werden, dass

f(z) = u(z,0) = limu(z,t) ke dk

(AN \/ 27T /
gilt.

Dann muss aber die Funktion f mit f(z) = f(—z) die Fouriertransformierte der Funktion
A(k) sein. Da wir f als Schwartzfunktion vorausgesetzt haben, f € S(R), konnen wir die
Fourier-Inversionsformel 2.2.8 anwenden und erhalten

A(k) = f(k).

Insbesondere ist auch A eine Schwartzfunktion, A € S(R). Somit erhalten wir

(%) u(w,t) = \/%/ Flk)e Frtikrqp,

Hieraus folgt, dass die Funktion u(—z,t) fiir festes ¢ > 0 die Fourier-Transformierte der

Funktion A; mit N
he(k) = f(k)e ™

ist. Man sieht, dass mit wachsendem ¢ die Funktion fiir groiere Wellenvektoren k schneller
abklingt. Dies reflektiert die glidttende Wirkung des Warmeleitungsflusses. Wegen f &
S(R) ist fiir jedes ¢ > 0 die Funktion A:(k) in S(R) und somit auch u(.,t) € S(R) als ihre
Fouriertransformierte. Aulerdem ist die Funktion u nach den Variablen x und ¢ beliebig
oft differenzierbar.

4. Sei jetzt ¢ > 0. Unter Verwendung der Rechenregeln fiir Faltung und Fourier-
Transformation kann man (%) so umformen, dass anstelle von f die Funktion f
selbst auftritt:

_ = I)
() et = / fwe

5. Wir wollen zeigen, dass eine Losung v der Warmeleitungsgleichung, die die Bedingungen
1.-3. erfiillt, eindeutig ist. Dazu betrachte die Funktion

g:- R, — R
t — f (z,t)*dz.

Sie ist monoton fallend, denn es gilt

d  d [, . T 5
Eg(t) = 5 u(z,t)°de = 2/u(x,t)§u(x,t)dx
[ o . (0 :
_ 9 S < <0.
2/u(x,t)ax2u(x,t)dx 2/ (axu(x,t)) dz <0

Hierbei wurde bei * partiell integriert.
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Also gilt fiir 0 < t1 < to:

/u(m,tl)zdx > /u(m,t2)2dx.

Ist also u(x,t;) = 0 fir alle z € R, etwa zum Zeitpunkt ¢; = 0, so folgt auch u(x,t) =0
fiir alle x € R und alle spéateren Zeiten ¢t > t;. Also ist

u(z,t) =0 fir alle  (x,t) e R x Ry
die einzige Losung der Wiarmeleitungsgleichung, die die Anfangsbedingung
u(z,0) =0

erfiillt. Wegen der Linearitdt der Wiarmeleitungsgleichung ist dann die Losung des An-
fangswertproblems eindeutig bestimmt.

Bemerkungen 4.3.4.

1. Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten:
Seien f; und fy € S(R) zwei Anfangs-Temperaturverteilungen und uy, up die zugehorigen
Losungen. Dann folgt aus der Formel (k%) aus dem Satz:

1 _(=—y)?

e 1 |fi(y) — fay)ldy

lur(z,t) — ug(z, t)] <

1 _(a—k)?

e dk
\Art

< s i)~ S| [

yeR

= sup|fi(y) — foly) % / e~ ds

N————
=1

Mit der Supremumsnorm || f||o := sup |f(y)| folgt also aus || f1 — folle < €
yeR

|ug (z,t) — ug(z,t)| < e fiir alle (z,t) € R x R,.

2. Die Formel (*#) kann man fiir die Berechnung von u(x,t) fiir t < 0 nicht verwenden. Ist
t <0, so ist

~

ho(k) := f(k)e ™
im Allgemeinen keine Schwartzfunktion und die Fouriertransformierte existiert nicht.

3. Man muss wirklich fordern, dass das Wachstum der Funktion u(—, ¢) fiir jedes ¢ beschrénkt
ist; sonst hat schon das Anfangswertproblem mit g(z) = 0 unendlich viele Losungen, die
aber fiir |x| — oo schnell wachsen.
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Die Verallgemeinerung dieser Resultate auf beliebige Dimension ist nun nicht schwierig. Wir
formulieren sie durch Fundamentallosungen:

Satz 4.3.5.
Die Funktion W: R® x R — R sei definiert durch

1 _ el
W(x,t) = IR t>0
0, t<0.

Dann ist W lokal-integrierbar und die zugehorigen regulédre Distribution eine Fundamen-

tallosung des Differentialoperators L := A — % zum Punkt 0.

Bewelis.

1. Es gilt nach Beispiel [1.5.16
e*llyll2dny = 7"/
R"
mit der Substitution @ = /4ty folgt

1 l=? . .
/WW i d"r =1 fur alle ¢t > 0.

Fiir jedes feste T' > 0 ergibt sich damit bei Integration von |W (z,t)| iiber R x [0, 7] der
Wert T, und somit ist die Funktion W auf R" x R lokal-integrierbar und definiert somit
eine reguldare Distribution.

Es hiangt W nur von ¢t und r := ||z|| ab. Auf R" xR\ (0, 0) ist W beliebig oft differenzierbar

und erfiillt die homogene Wiarmeleitungsgleichung: dies folgt aus

# n—-10 0 >
. ~ -n/2 ,—r?/(4t) _
<8r2 L Gt) be 0

2. Wir wenden nun Satz [2.1.14) auf die Funktion f(z) := —Lzel#I” an und erhalten eine
Dirac-Folge

fo =k" f(k-—) 5;50 fir k — oo.

Somit gilt mit k = 2\%

1 _l=l? no
lglﬁ)l . —(457)”/2 = p(z)d"x = (0)

fir jede Testfunktion ¢ € D(R"). Fiir ¢ € D(R" x R) und ¢.(z) := ¢(z,¢) folgt also

(¥) lim [ =W(z, e)ho(x)d"z = 3o(0).

el0

3. Der adjungierte Operator im Sinne von Bemerkung [2.1.15] des Laplace-Operators A ist
nach Beispiel 2.1.18 der Laplace- Operator A selbst. Der adjungierte Differentialoperator
zum Warmeleitungsoperator L = A — = 1st L*=A+ %. Deshalb ist

LW(p] = lslﬂ)l : Wiz, t)L*¢(x,t)d"zdt
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el0

T 0 i
:hm//n (AW(m,t))gp(a:,t)i— W, 1) i )

oW (@, 0)6(,0)

da die Funktion W auf R™ x R\ (0,0) nach Teil 1. dieses Beweises die Warmeleitungs-
gleichung erfiillt. Jetzt ist

/ n / %(W(x,t)gp(x,t))dtdnx == | Wep(a)d's

== W(w7 €>¢0($)dnl‘ + W(x> 5) (¢0(x) - ¢a(x)) d"z

R® R®
Wegen ¢ € D(R"™ x R) konvergiert 1. (z) fir e — 0 gleichméBig gegen 1y(x), und damit
das zweite Integral gegen 0. wir haben somit

*

LWipl = 4(0) = ¢(0,0) = dole].

—
=

Es folgt nun aus Satz [£.2.9}

Korollar 4.3.6.
Die inhomogene Wirmeleitungsgleichung (A — 2) u(z,t) = p(, t), mit p € D(R™ x R), besitzt
die spezielle Losung

t

1 1 _ly—=)? "
wont) =~ | g | [ T owma )

—00 n

4.4 Die Wellengleichung

Wir betrachten als letzte lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten die Wellen-
gleichung
Ut — Au = 0.

Wir werden sehen, dass hier Losungen nicht automatisch C*°-Funktionen sein miissen, im Ge-
gensatz zur Potentialgleichung, vgl. Satz [£.2.15] Ein neues Phénomen ist die endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit, im Gegensatz zur unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit bei der
Wairmeleitungsgleichung, vgl. Bemerkung [£.3.3]1. Die Funktion u beschreibe ein elastisches
Medium; F' sei ein Vektorfeld, dass die herrschende Kraftdichte beschreibt. Dann gilt fiir ein

Volumen V C R" )
d—2 udr = —/ (F,v)dS(z).
de Jy oV

(Das Minuszeichen kommt wieder daher, dass wir mit der &ufleren Normale arbeiten.) Aus dem
Satz von Gauf folgt uy = — div F'. Fiir elastische Korper ist nach dem Hookschen Gesetz
die Kraftdichte F' proportional zum Gradienten der Auslenkung u, also F' = —agradu mit
a > 0. Es folgt uy = adivgradu = aAu.
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Betrachtung 4.4.1 (Die Wellengleichung im R*).
e Die Wellengleichung im R! hat die Form

Uy — ¢ 2ug = 0 mit ¢ € R\ {0}.

Wir vereinfachen die Gleichung, indem wir statt t die neue Variable t mit ¢~ 't = ¢
einfithren. Dann gilt v, = u; % = ¢ 'uz und uy = ¢ *ug. Somit erhilt man die Gleichung

Ugre — Ut = 0.

e Wir fiihren eine weitere Transformation durch und setzen

_ T+t T—t
T:=x+tundt:=x—t, bzw. x= ;_ und t =
Um eine Differentialgleichung fiir die Funktion
_ T+t -1
o(@ 1) = (5 )
zu finden, benutzen wir die Kettenregel:
Uy = VzZy + Vily = Uz + U
u = VT + vty = vz — vf
Ugy = Vzzly+ Ua':ffx + v, + vﬁfz = Vz,z -+ 2'115;{ +vg
Uy = Uzz@y + Uzily — Vil — Vigly = Uz z — 20z + Ui

und daher

0 = Upy — Uy = 4vz7.

oder vz = 0.

e Daraus folgt sofort, dass die Ableitung vz nicht von ¢ abhéngt. Wir haben also vz = ¢1(Z).
Damit folgt fiir die Funktion v:

v =wq(T) + ws(t)
und fiir die Funktion « somit
u(z,t) = wi(T) + wa(t) = wy(r +t) + wax —t).

Die Funktionen w; € C?(R) werden durch die Differentialgleichung nicht weiter einge-
schrankt und konnen beliebig gewiahlt werden: es existiert eine allgemeine Losung. Ins-
besondere miissen die Funktionen nur in C?(R) und nicht in C*°(R) liegen.

e Interpretiert man ¢ als Zeit und z als Ort, so ist ¢ eine Geschwindigkeit. Die Koordinaten
x4+ = x £ t heiflen dann auch Lichtkegelkoordinaten von R%. Der Teil der Losung, der
durch wy beschrieben wird, schreitet nach rechts fort; der Teil, der durch w; beschrieben
wird, nach links.

e Die  Wellengleichung  beschreibt z.B. die Bewegung einer  schwingen-
den Saite, die in Ruhelage das Intervall [0,I] auf der xz-Achse ausfillt:
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Die Saite wird ausgelenkt und zur Zeit ¢ = 0 losgelassen, wobei ihr noch eine Geschwin-
digkeit gegeben werden kann. Bezeichnet u(x,t) die Verschiebung des Saitenpunktes an
der Stelle x € [0,!] zur Zeit t, so ist die Beschleunigung wu;; proportional zur Kriimmung
Uy, der Saite. Daher geniigt u der Wellengleichung

(1) Ugg — Uy = 0

mit den Anfangsbedingungen

(2)  w(z,0) =wup(x), w(z,0)=wui(z) fir =ze€]l0,(]

mit frei wahlbaren Funktionen ug, v, die den Randbedingungen

(3)  u(0,t) =wu(l,t) =0 fir t € [0,00)

geniigen sollen. Man spricht von einem Anfangs-Randwertproblem.

e Die Forderung (3.) der stetigen Abhéngigkeit von den Parametern lésst sich dann hier
folgendermaflen ausformulieren: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir jede weitere
Losung v der Wellengleichung (1), die auch die Randbedingungen
(4)  v(0,t) =v(l,t) =0
erfiillt, und fiir deren Anfangswerte v; fir alle « € [0,1] gilt

lvj(x) —uj(x)] <o, j=0,1

folgt:
lv(z,t) —u(x,t)] <e firale ze€l0,{] undfiralle t>0.

Wir wollen zuerst die unendlich lange Saite betrachten:

Satz 4.4.2.
Es seien Anfangswerte ug € C%(R) fiir die Auslenkung und u; € C'(R) fiir die Geschwindigkeit
vorgegeben. Dann ist die durch die d’Alembert’sche Formel gegebene Funktion

x+t

u(x,t) = %(uo(x +1t) +up(z —1t) + / ul(T)d7'>

r—t
zweimal stetig differenzierbar, u € C?(R?), und erfiillt fiir alle z,t € R
uxm_uttzoa U(.I,O) :u0($), ut('ra()) :ul('r)

Sie erfiillt alle drei Forderungen (1.) - (3.) aus Betrachtung [4.1.2]

Beweis.

e Der allgemeine Losungsansatz aus Betrachtung [4.4.1

(%) wu(x,t) :=wi(z+1t)+w(x—1t)
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ergibt fiir t = 0 zusammen mit den Anfangsbedingungen die beiden Gleichungen

u(z,0) = wl(x)—l—wg(x)éuo(x);
u(r,0) = wi(z) — wh(z) =

Integrieren wir die letzte Gleichung beziiglich z, so erhalten wir

x

w1 (z) — wa(z) = / iy (7)dr,

C

mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Addition und Subtraktion dieser Gleichung und
der ersten Gleichung liefert

T

2wy (z) = uo(x)—l—/ul(T)dT,

C
x

2wy(z) = wup(z) — /u1(7')d7'.
Insgesamt erhalten wir
o+t
(kx)u(z,t) = wi(z +t) +we(z —1t) = %(uo(x +1t) +up(z —t)+ / ul(T)dT)
r—t
Damit ist die d’Alembertsche Formel bewiesen und die Existenz einer Losung gezeigt.

Also ist Forderung 2. aus Betrachtung fiir die Wellengleichung erfiillt.

Die Differenz zweier Losungen, die die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, ist eine
Losung der Differentialgleichung, die die Anfangsbedingungen

up(z) = uy(z) =0
erfiillt und daher nach (xx) gleich Null ist. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Wir untersuchen die Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen: wird die Anfangsbe-
dingung u; im Intervall [a,b] der Lénge L := b — a zu u; abgedndert, wobei fir die
Differenzenfunktionen

vj(x) = t;(x) — u; ()
die Supremums-Normen beschrankt seien:

oy (@)] < g =01,

so folgt aus der expliziten Form der Losung (xx):

T+t
1
(1) — ulz, 1) = b(vo(x—l—t)—l—vg(x—t)—l—/vl(r)dr>‘
r—t
1 € € €
- 2L )
< 2<1+L+1+L+ 1+ 1
1 ¢
_ 2 24+ 2L) = ¢.
SR ACRE A
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Bemerkung 4.4.3.

e Die d’Alembertsche Formel fiir die Losung der Wellengleichung zeigt, dass u in einem
speziellen Punkt (z,ty) € R? nicht vom Gesamtverlauf der Anfangswerte u; () abhingt,
sondern nur von den Werten u;(x) mit x € [xg — to, 2o + to]. Dieses Intervall wird dann
das Abhingigkeitsgebiet A(xg,ty) des Punktes (xg,ty) genannt.

Andert man die Anfangsbedingungen u;(z) auBerhalb des Abhingigkeitsgebiets A(z,to)
ab, so bleibt die Losung u der Wellengleichung im Punkt (zg, y) unbeeinflusst. Die Wel-
lengleichung hat also eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

e Wird andererseits auf der z-Achse ein Intervall I = [a, b] fixiert, dann heifit die Menge

B(I) der Punkte (z,t), in denen die Losung u(x,t) allein auf Grund der Kenntnis der
Anfangswerte u;(x) in I ermittelt werden kann, das Bestimmtheitsgebiet des Intervalls 1.

t

By By

Aus (%) liest man ab, dass B(I) ein abgeschlossenes Quadrat ist.

Bemerkung 4.4.4.

e Wir untersuchen auch den Fall, dass die Saite eine endliche Lénge [ hat. Dann kommen
nach Betrachtung zu den Anfangsbedingungen auch noch Randbedingungen: es liegt
ein Anfangs-Randwertproblem vor. Gesucht sind Losungen u der Differentialgleichung

Uy — Ut = 0
mit Anfangsbedingungen
u(z,0) = ug(x), u(z,0)=wuy(z) fir xe€]l0,]]

und Randbedingungen
uw(0,t) =u(l,t) =0 fir ¢>0.

e Wir setzen u als Produkt einer allein von x und einer allein von ¢ abhéngigen Funktion
an (Separationsansatz von Bernoulli):

u(z,t) = alz) - (t).

112



Dann ergibt sich aus der Wellengleichung mit
Uy = " () - B(t) und  uy = a(z) - 8" (¢)

die Gleichun
g O// (,CI:) _ 5// (t)
a(x)  B(t)°

Da diese Gleichung fiir alle z und ¢ gelten soll, muss es ein ¢ € R geben mit

" "
— = — =¢, also o’ = ca und 3" = B,

a B
wobei ¢ = —\? < 0, damit die Losungen beschrinkt bleiben. Dann erhalten wir weiter

alx) = Acos(Ar + a)
B(t) = Bcos(A\t+b).

fiir gewisse Konstanten a,b, A, B € R. Zur Vereinfachung nehmen wir fiir die Lange der
Saite [ = m and und finden aus der Randbedingung

u(0,t) = u(m,t) =0 fir alle t > 0
die Gleichungen
a(0) = a(r) =0,

d.h. a = £5 und A = n € N. Somit erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl n Losungen der
Form
an(z) = A, sin(nx),  S,(t) = B, sin(nt) + B, cos(nt).

Ein solches Produkt v = «, - 3, heifit reine Schwingung.

Da mit zwei Losungen u dieser Art auch ihre Summe wieder eine Losung ist, die die
Randbedingung erfiillt, kann eine Anfangsbedingung auf folgende Weise beriicksichtigt
werden: Es seien Anfangsbedingungen durch Funktionen

uo € C*([0,7]) und u; € C*([0, 7))

mit u;(0) = u;(m) = 0 vorgegeben. Sie lassen sich in gleichméfig konvergente Fourierrei-
hen entwickeln,

2w

S . 1 .
up(z) = Zlan sin(nz) mit a, = = /uo(t) sin(nt)dt
= 0
bzw.
0o 1 2m
= b, ) si it b, = — t) si t)dt.
uy () ;(n ) sin(nx) mit b, — /ul( ) sin(nt)
= 0
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Dies in die d’Alembertsche Formel aus Satz eingesetzt, ergibt

u(t) — %(uo(x ) gz 1) + / ur(7)dr)
= % i (an (sin(n(z —1)) isin(n(a: +1))) + / nby, SiIl(TlT)dT)
=t 2 sin(nx) cos(nt) vt
= Z(an sin(nx) cos(nt) — %bn cos(nr) :ii)

= i sin(nx) (bn sin(nt) + ay, cos(mf)) ;

n=1

also eine Reihe in der Form > a,(x)f,(t), mit Koeffizienten a,, und b,, die man als
n=1
Fourierkoeffizienten aus der Anfangsbedingung berechnen kann.

Wir wollen die Wellengleichung auch in héheren Dimensionen untersuchen.

Satz 4.4.5.
Sei U C R™ eine beschriankte, offene Menge mit glattem Rand OU. Fiir T' > 0 setze

UT =U x (O,T] und FT = UT \ UT-
Wir wollen das Anfangs-Randwertproblem

uy —Au=f auf Up
u=g auf Trp [Anfangs- und Randbedingungen]
uy=nh auf U x {0} [Anfangsbedingung an zeitliche Ableitung]

zu vorgegebenen Funktionen losen. Es gilt:
Es gibt hichstens eine Losung u € C*(Ur), die das Anfangs-Randwertproblem 16st.

Beweis.
Die Differenz w := u — u zweier Losungen u, @ 16st das Anfangsrandwertproblem mit g = 0 und
h = 0. Betrachte die Energie

1
e(t) == 5/[] (wi(z,t) + [lgrad,w(z, t)]|*) dz  fir 0<t<T.

Wir berechnen d
—e(t) = / (wwy + (grad,w, grad, wy)) dx

= ]wt (wy — Aw) dz = 0.
U

Bei der partiellen Integration treten keine Randterme auf, da die Randbedingung w = 0 auf
OU x [0, T] impliziert, dass auch die zeitliche Ableitung w, auf dem Rand oU x [0, T'] verschwin-
det. Somit ist die Energie erhalten.

Daher gilt fiir alle 0 < ¢t < T, dass e(t) = e(0) = 0, so dass die partiellen Ableitungen
auf Ur verschwinden, w; = 0 und grad,w = 0. Die Anfangsbedingung w = 0 auf U x {0}
impliziert, dass 0 = w = u — u auf ganz Uy gilt. O
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Betrachtung 4.4.6.
Wir wollen auch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit wie in Bemerkung in mehr als
einer Raumdimension sehen. Sei u € C? eine Losung der Wellengleichung uy — Au = 0 auf
R™ x (0, 00).

Fiir xy € R™ und ¢y > 0 betrachte den Kegel

Dies ist ein Kegel mit Spitze (zg, o), dessen Basis die Vollkugel By, (z¢) um zy in R™ x {(0)}
vom Radius ¢ ist.

Satz 4.4.7 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit).
Sei u € C? eine Losung der Wellengleichung uy — Au = 0 auf R x (0,00). Gilt v = 0 und
u = 0 auf By (xg) C R"” x {(0)}, dann ist u = 0 auf dem ganzen Kegel C.

Beweis.
Auch dieser Beweis benutzt die Energie

1
e(t) = —/ (u?(x,t) + ngadu(:v,t)”z) dx
2 Biy—t(xo)

der Losung u. Wir rechnen:

1
de(t) = / (upug + (gradu, gradu,)) de — —/ (v (2, t) + |lgradu(z, t)||*) dS
Btg—t(z0) OBt —t(

2 t 1‘0)
ou 1 ) )
= ug (uyy — Au) dx + —udS — = ug (z,t) + ||gradul|“dS
Bto_t(xo) aBTO—f(mO) a]/ 2 aBto—t(xO)

0 1 1
= / ds (—uut — Zul— —||gradu||2)
3Bto—t($0) 81/ 2 2

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung impliziert
du

o'
so dass der Integrand nicht-positiv ist. Daher ist de(¢) < 0. Somit ist e(¢) < e(0) = 0 fiir alle
0 <t < ty. Daher verschwinden wieder die partiellen Ableitungen, u; = 0 und gradu = 0 und
es gilt u = 0 auf dem gesamten Kegel C'. O

1 1
< Ju - lgradu] < Su? + lgradul?,

Bemerkung 4.4.8.

Es stellt sich heraus, dass es fiir explizite Losungen der Wellengleichung im R™, n > 2, und ihr
quantitatives Verhalten einen grofien Unterschied macht, ob n ungerade oder gerade ist. Wir
betrachten hier nur n = 3 und n = 2. Man beachte im Folgenden die Differenzierbarkeitsforde-
rungen an die Randwerte.

1. Fiir die drei-dimensionale Wellengleichung wollen wir fiir die Differentialgleichung
Agu — Ut — 0

das Anfangswertproblem behandeln: Es werden also fiir vorgegebene Funktionen ugy €
C3(R3) und u; € C*(R3) Losungen u gesucht mit

uw(z,0) = ug(x), und w(x,0)=u(z)

fiir alle x € R3.
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2. Wir erinnern an Satz|3.1.15f Sei f: R®™ — R eine integrierbare Funktion, n > 2. Dann ist
fiir fast alle r € R, die Funktion f iiber die Sphére S"~! integrierbar, und es gilt

(1) / f(@d%:]o / F(@)dS(z) | dr und
Rn 0 Svrm—l

@ [ f@as@ =t [ feods©.
spt S
Wir zeigen zunéchst in Verallgemeinerung von Satz das Huyghenssche Prinzip:
Sphirische Mittelung liefert fiir jede C?-Funktion ¢ € C?*(R3) eine Losung der dreidimen-
sionalen Wellengleichung.

Lemma 4.4.9.
Fiir eine beliebige Funktion ¢ € C?(R?) betrachte die Funktion, deren Wert in x € R3 fiir t € R
durch die Mittelung tiber eine rdumliche Sphére vom Radius |¢| definiert ist:

M(1)e)(z) = = / o +1645©) 2 F p(©)ds(e)

47 2 8B}y (x)

auf R® x R, wobei das erste Integral iiber die 2-Sphiire S? = {£ € R? | ||¢|| = 1} geht. Dann ist
die durch
v:R* xR =R, ov(x,t):=tM(t)]p](z)

definierte Funktion eine Losung der Wellengleichung

AgU — VUt = 0.

Beweis.
Wir rechnen ganz explizit die Wellengleichung nach.

e Da Av — vy in t stetig ist, braucht die Behauptung nur fiir ¢ # 0 bewiesen zu werden.
Dabei kann iiberdies ¢ > 0 angenommen werden, denn der Fall ¢ < 0 kann durch die
Substitution 7 := —t auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden.

Differenzieren wir v nach ¢, so erhalten wir nach der Produktregel

vl t) = MB))(@) + 2 M(B)g)()

ot
und durch nochmaliges Differenzieren
0 0?
() vl t) = 22 MOL](x) + o M) (2).

e Wir berechnen beide Summanden in (k). Da ¢ als zweimal stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt wurde, kann die Differentiation mit der Integration in der Definition von M
vertauscht werden. Wir erhalten:

%M(t)[so](x):iﬂ / %—f<w+tf>d5<f>

S%(0)

116



- (Za

52(0) =

Nach der Formel (2) in Bemerkung [4.4.8 mit y = ¢£ finden wir

:471152/( 8

)6 )dS(&).

)y )dS(y)

sz
Mit dem Satz von GauB wird hieraus ein Integral iiber die Vollkugel
1
=5 / divgrad, p(x + y)d*y.

lyll<t A
Nach der Formel (1) im Transformationssatz |3.1.15, angewendet auf die Funktion

Ap(z+y) fir |yl <t
. 3 = 14 Y / ’
[ R =R, f(y) -—{ 0 fir — [lyl] > ¢

erhalten wir fiir den ersten Summanden in (x)

9 M()lgl(a) = 4W/ [ s+ nase)ar

0 lyll==

Daraus folgt durch nochmaliges Differenzieren nach ¢

TMOWI@ =5 [ At Pyt o [ Aot +u)as)

lyll<t lyll=t

Setzt man dies in (*) ein, so findet man, dass nur der Randterm zu vy beitrégt:

o %M(t)m( r) 4 o M(Dle)(r)
= I / Ap(z +y)dS(y)
llyll=t
5 L[ dpte+)as(e).
l€l=1

e Andererseits gilt, da wir die Differentiation nach den Variablen x; mit der Integration

iiber ¢ vertauschen kénnen:

Mo t) = - / Ag(z + tE)AS(€),
I€]l=1

insgesamt also Av(x,t) = vy(x,t).

Mit dhnlichen Methoden stellt man eine Beziehung zwischen der Wellengleichung in drei

Dimensionen und in einer Dimension her, die den Ansatz in Lemma [4.4.9| erklért. Diese Be-

trachtungen konnen allgemein in ungerader Dimension durchgefiithrt werden.
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Satz 4.4.10.
Sei u: R* x R — R eine C*-Losung der dreidimensionalen Wellengleichung Au — uy = 0.
Betrachte fiir einen beliebigen, aber festen Punkt a € R? die sphiirische Mittelung

MO)0) = 1 [ wlatre0ds© = f e ndsie)
ligl=1

Dann geniigt die Funktion -
v(r,t) i=r- M(r)[u](t)

der eindimensionalen Wellengleichung

Upp — Uyt = 0.

Beweis.
Wie im Beweis des vorigen Hilfssatzes 4.4.9| geniigt es, den Fall » > 0 zu betrachten. Dann gilt
0~ 1 0
—M t) = — — t)dS
SMEu) = — | soulatre0ds(e)
ll€ll=1
1 °L Ou
= — t)& |d
47 <21: ox; (a7, )€Z> S()
llell=1 = .

(grad, u(a + ¢, 1),dS(€))
und nach der Substitution z := a 4 r¢ folgt mit dem Satz von Gaufl

%M(r) [u](t) = / <gradxu(x, t), dg(x)>

le—al|=r

sas / Au(z,t)d*z

[z—all<r

T

ELT 4;ﬂu/( l/' Au(r, 1)dS ) ) dc.

0 Jlz—al=¢

Wir rechnen damit weiter

1

% (T’Q%M(r) [u] (ﬂ) = In / Au(z,t)dS(x)

[z—all=r

1 0°
= yp @U(l‘, t)dS(x) [wegen Au = uy)

le—al|=r

R
mme) / S+ 7€, 0)AS(€).
lI€l=1

Mit dem Differentiationssatz finden wir

) L (2w =2 ().



Nun ist

or? or? ,
= 2 ()0 + o ()

und daher

Def;on v 82 (T t) '

Wir kénnen nun mit Hilfe von Lemma das Anfangswertproblem losen:

Satz 4.4.11.
Seien uy € C?(R3) und u; € C?*(R?). Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzierbare

Funktion
uw: R xR = R,

die eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung Aszu — u;; = 0 mit den Anfangswerten
u(z,0) = ug(z), us(x,0) =ui(x) fiir alle z € R?

ist. Diese Funktion ist explizit gegeben durch

u(x, t) = tM(t)[ud](z) + %(tM ()[uo] ().

Diese Losung erfiillt auch die in Betrachtung|4.1.2|genannte Forderung 3. der stetigen Abhéngig-

keit von den Parametern.

Bewelis.

1. Nach Lemma [4.4.9| erfiillen die aus den Anfangsbedingungen gewonnenen Funktionen
vj(x,t) :==tM(t)[u](z) fir j5=0,1

beide die dreidimensionale Wellengleichung. Dabei ist vy dreimal stetig differenzierbar,
und aus
A’UO — Vo, = 0

folgt durch nochmalige Differentiation nach t:
Al}ot — V0py — 0.

Also 16st auch die Funktion v, := vy, und damit u = v; 4+ vy die dreidimensionale Wellen-
gleichung.
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2. Wir wollen zeigen, dass die so definierte Funktion v auch die Anfangsbedingungen erfiillt.

Wir untersuchen dazu erst einmal die Funktionen v; und vy getrennt. Nach Definition ist
v1(z,0) = 0 und

D oty = MB)ur)() + +-2 M(t)[un] (2),

ot ot
also fiir t =0
9 n(a,0) = M(O)fm](x) = [ w@as© =u)- 1 [ 459 =u),
l€]l=1 [1€l]=1

Nun zu der Funktion vy. Es ist

vo(x,t) = vy, = M(t)[uo](z) + t%M(t)[ug](a:).

Fiir t = 0 finden wir, wie oben fiir die Funktion u,
va(x,0) = M(0)[uo](x) = uo(),
und fiir die Ableitung
vy 0 02

2 (000) = 2 MO () + s MO ] o)
— 0 fiirt =0

Wie im Beweis von Lemma [4.4.9] ist

0

&M(t) (o) (z) = / (grad, uo(x + t£),£)dS(€).

l1€l1=1

Fiir t = 0 ergibt das 0 nach dem Satz von Gau$|3.2.9 da der Vektor grad, ug(x) von der
Integrationsvariablen ¢ nicht abhéngt, seine Divergenz beziiglich ¢ also 0 ist. Wir finden
also

1
47

%(w
ot

und somit zusammenfassend fiir die Anfangswerte

u(z,0) = vi(z,0) + va(x,0) = ug(x);

0 0

%(z, 0) + %(x,O) = uy ().

3. Ist u eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung, so ist nach Satz4.4.10| die Funk-
tion v(r,t) ;= r - M(r)[u](t) eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung und nach
Satz eindeutig bestimmt. Nun bestimmt aber v fiir 7 # 0 die gemittelte Funktion

M) () = / ula+ €, )S(e) = ©.

0) =0

u(x,0) =

47
1€l1=1

Da M im Argument r stetig ist, liegt die Mittelung auch fiir = 0 fest. Wir finden

/ w(a, )AS(E) = ula, t).

lI€l1=1

M(0)[ul(t)

" ar
Deswegen ist dann auch die Funktion u eindeutig bestimmt.
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4. Die Losung u erfiillt auch die Forderung (3.) der stetigen Abhéngigkeit von den Parame-
tern; das wollen wir aber nicht zeigen.

Wir untersuchen abschlieBend die Wellengleichung im R?:

Satz 4.4.12.
Seien uy € C?(R?) und u; € C?(R?). Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzierbare

Funktion
uwREXxR — R
(', t) — u(2,t),

die eine Losung der zweidimensionalen Wellengleichung Asu — uyy = 0 mit den Randwerten
u(z',0) = ug(2'), w(a’,0) = uy(2) fiir alle 2’ € R?

ist. Diese Funktion ist explizit gegeben durch

u(z', 1) = M(t)[ul](2") + % (M (t)[uo](z")) , wobei

i A u;(y) 2 e
M (t)[u;](2") == oy Ty = x’HQd y' fur j =0,1.

lly' =2’ I<I¢]

Beweis.

e Wir benutzen die Hadamardsche Abstiegsmethode und fithren die Behauptung auf Satz
iiber die Wellengleichung auf R?® x R zuriick. Wir betrachten Losungen der
dreidimensionalen Wellengleichung, fiir die die Anfangswertfunktionen w;(z) mit z =
(21,22, x3) =: (2',x3) nur von z; und x5, nicht aber von der Koordinaten x3 abhidngen.
Dann héingt auch die in Satz [£.4.11] angegebene Losung

(e, 1) = @) )(x) + S (1M (D)) ()

nur von x1,xs und t ab. Wegen u,,,, = 0 erfiillt sie mit der dreidimensionalen auch die
zweidimensionale Wellengleichung.

e Wir schreiben nun noch mit Hilfe der Transformation y := x+t£ die Funktion ¢t M (¢)[uq](x)

um:
t

MOl = [ wer9is© - [ wwas)
l1€11=1 ly—z||=t

Nach Wahl der beiden Karten fiir die zweidimensionale Sphére 0B;(x) C R?

pie: Y R |ly =2l <[t} - R,

er (U vh) = (Y1, vh o3 £V — ||y — 2[]2)

und Bestimmung des Flachenelements erhélt man

tM (t)[uy](x) = % / \/tZ jbg|’(y3//’)_ leQdyldyz = M(t)[ug)(a").

lly' =2’ [<[t]
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Bemerkung 4.4.13.
Wir diskutieren noch die Abhéngigkeitsgebiete fiir die Wellengleichung in zwei und drei Dimen-
sionen.

e Im zweidimensionalen Fall ergibt sich fiir (zf,%y) € R? x R das Abhingigkeitsgebiet
Az(zp, to) = {2’ € R | || — ]| < [to] }-
Man beachte, dass eine Ungleichung auftritt und eine Vollkugel im R? relevant ist.
e Fiir den dreidimensionalen Fall betrachte fiir den Punkt (zo,%y) € R* x R aus der Formel

in Satz [L.4.17k

0 t

lel=1 Iéfl=1 s

u(zo, ty) = i—; / uy (zo + to€)dS(§) +

Die Losung u(zg, tp) hidngt also nicht vom Gesamtverlauf der Anfangswerte ab, sondern
nur von den Werten auf der Oberfliche der Kugel mit Mittelpunkt z, und Radius |to],
also dem das Abhéngigkeitsgebiet

As(wo,to) = { w € R | ||z — ol = [to] }.
Man beachte, dass hier eine Gleichung auftritt.

e Hier ist eine wichtige Dimensionsabhéngigkeit festzustellen: Im ein- bzw. zweidimensiona-
len Fall ist also auch das Abhingigkeitsgebiet A; ein- bzw. zweidimensional, wihrend es
im dreidimensionalen Fall nur zweidimensional ist. Wiirden wir in zwei Raumdimensionen
(flatland) leben, so gébe es z.B. in der Akustik einen solchen Nachhall, dass an Musik in
unserem Sinne nicht zu denken wére.
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5 Tensorprodukte und Differentialformen

5.1 Tensorprodukte
Bemerkung 5.1.1.

1. Essei M eine Menge und X ein K-Vektorraum. Sei V(M) der Vektorraum derjenigen K-
wertigen Funktionen auf der Menge M, die nur fiir endlich viele Element von M einen Wert

ungleich Null annehmen. Offenbar bilden die Funktionen (6,,)men mit 8, (m') = O
eine Basis von V(M). Wir definieren die Abbildung 6: M — V(M ), m +— dy,.

Einer Abbildung ¢: M — X von Mengen ordnen wir nun die lineare Abbildung
[ VM) = X zamit f(O,,car AmOm) := D en Am@(m) mit Ay, € K.

Es gilt hierbei, dass fiir jeden beliebigen K-Vektorraum X die Abbildungen von Mengen
M — X in Bijektion zu den K-linearen Abbildungen V(M) — X stehen:

Lin(V(M), X) = Abb(M, X).

Umgekehrt ordnen wir dabei einer linearen Abbildung f: V(M) — X die Abbildung
¢: M — X von Mengen zu mit p(m) := (f od)(m) = f(d,,). Man zeigt leicht, dass diese
Zuordnungen zueinander invers sind.

2. Wir wiederholen: Sei K ein Korper und seien V, W und X gegebene K-Vektorrdume. Dann
ist eine K-bilineare Abbildung eine Abbildung

a:VxW—X|

die in beiden Argumenten K-linear ist, fiir die also a(Av+ AN, w) = Aa(v, w) + Na(v', w)
und (v, \w + Nw') = da(v,w) + Na(v,w') fiir alle A\, N € Kund v,v" € V, w,w' € W
gilt.

3. Offenbar ist dann fiir jede lineare Abbildung ¢: X — X’ auch die Abbildung ¢ o ar: V' x
W — X' bilinear. Wir stellen uns die Frage, ob es fiir je zwei K-Vektorrdaume V, W
einen “universellen” K-Vektorraum V ® W mit einer “universellen” bilinearen Abbildung
VxW — V ®W gibt, so dass alle anderen bilinearen Abbildungen V' x W — Z durch
lineare Abbildungen V ® W — Z beschrieben werden kénnen. Damit wird die Theorie
bilinearer Abbildungen auf die Theorie linearer Abbildungen zuriickgefiihrt.

Definition 5.1.2
Das Tensorprodukt zweier K-Vektorrdume V,W ist ein Paar, bestehend aus einem K-
Vektorraum V ® W und einer bilinearen Abbildung

ki VW —= VoW
(v,w) = VW

mit der folgenden universellen Eigenschaft: Zu jeder bilinearen Abbildung
a:VxxW—=X
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢,: V @ W — X mit

o = Qg O K.
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Wir driicken dies durch das folgende Diagramm aus:

VXW—L>VeW

|
\ F!%

X
Betrachtung 5.1.3.

1. Wir zeigen zunéchst, dass das Tensorprodukt, wenn es denn existiert, bis auf eindeutige
Isomorphie eindeutig ist. Angenommen, es giibe zwei Vektorrdume V @ W und V@W und
zwei universelle bilineare Abbildungen

K:VXW—=>VW BV XW = VW.

Man benutzt die universelle Eigenschaft von x und findet fiir die spezielle bilineare Ab-
bildung # eine eindeutige lineare Abbildung ¢z: V @ W — VW mit ¢z o k = &.

Durch Vertauschen der Rollen von x und & erhélt man ebenso eine lineare Abbildung
Gp: VRW — V @ W mit ¢, o & = k. Wir finden

VoW
|
/ s
. AJ
VxW-_Ls>VW
|
\ | dre
" %

VeWw

Die Abbildungen x = idygw ok und ¢, 0 ¢z ok beschreiben die gleiche bilineare Abbildung
VxW —V&®W. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft folgt
¢ 00 = idygw. Durch Vertauschen der Rollen von s und & folgt analog ¢zo¢, = idygyy -

2. Um die Existenz des Tensorprodukts zu zeigen, wihlen wir eine Basis B := {b;};c; von
V und B' := {V}jerr von W. Da eine bilineare Abbildung a: V' x W — X durch ihre
Werte auf allen Paaren (b;, V) von Basiselementen eindeutig festgelegt ist, betrachten wir

die Abbildung von Mengen

a:BxB — X
(b, V) — (b, b))

J J

Diese Abbildung entspricht eindeutig einer lineare Abbildung
bo: V(B xB')— X.

Wir kénnen also das Tensorprodukt V' &@ W beschreiben durch den Vektorraum V(B x B')
derjenigen K-wertigen Funktionen auf der Menge B x 3, die nur fiir endlich viele Elemente
einen Wert ungleich Null annehmen.

Wir bezeichnen mit b; ® b die Funktion 5(,)1.,,,;_), die auf dem Paar (b;,0}) den Wert Eins

und sonst den Wert Null hat. Zusammen mit der bilinearen Abbildung

VxW — VBxB)
(bi, b,) — 6(1,1.71,;_) =0,® b;

J

erfiillt der Vektorraum V(B x B’) die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts, denn
der bilinearen Abbildung ac: V x W — X wird die eindeutig bestimmte lineare Abbildung
Go: VR W — X mit ¢,(b; @) = a(b;, b)) zugeordnet.

J
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3. Insbesondere ist fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V, W die Dimension des Tensor-
produkts gleich dimg V ® W = dimg V' - dimg W'

4. Die Elemente des Vektorraums V' ® W heiflen Tensoren, die Elemente der Form v ® w :=
K(v,w) mit v € V und w € W Tensorprodukte oder reine Tensoren. Die Tensorprodukte
erzeugen V@ W aber nicht jedes Element von V ® W ist das Tensorprodukt eines Vektors
veVund weW.

Bemerkung 5.1.4.
Sind V, W reelle oder komplexe Vektorraume und tragen iiberdies die Struktur eines Hilber-
traums, so ist das Tensorprodukt V' ® W ein Skalarproduktraum mit einem Skalarprodukt, fiir
das

(w@w,v @uw') = (v,v) (w,w) firallev,’ €V und w,w’" €W

gilt, aber (im unendlichdimensionalen Fall) kein Hilbertraum. Man kann aber V @ W als metri-
schen Raum vervollstédndigen, indem man alle Cauchy-Folgen hinzunimmt und Cauchy-Folgen
identifiziert, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist. Man zeigt dann, dass dieser Raum V&®W
eine natiirliche Struktur eines Hilbertraum tragt.

Weiterhin zeigt man (Ubg) fiir Réume quadratintegrabler Funktionen L?(RP)®L?(RY) =
L*(RP x RY).

Wenn die Elemente der Hilbertraume V und W Wellenfunktionen quantenmechanischer
System beschreiben, so beschreiben Elemente des Hilbertraums V&@W Wellenfunktion des ge-
koppelten Systems. Tensorprodukte von Hilbertraumen treten natiirlich bei der Beschreibung
von Systemen mehrerer Teilchen auf. (Bei identischen Teilchen muss man sich auf Unterrdume
einschranken, um die Bose- oder Fermi-Statistik des Teilchens zu berticksichtigen.)

Wir definieren nun das Tensorprodukt zweier linearer Abbildungen.

Betrachtung 5.1.5.
Je zwei K-lineare Abbildungen

a: V=V B: W — W
induzieren eine K-lineare Abbildung der Tensorprodukte
a@RB VW =V oW,
Dazu betrachten wir das Diagramm:
VxW—2-v W (5)
axpB 1 3a®s
VX W= U @ T

Da die Abbildung ® o (« x ) bilinear ist, existiert nach der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts die eindeutig bestimmte lineare Abbildung o ® . Diese erfiillt also

(a®@p)(vew)=a(v)®P(w) firveV undwe W.

Betrachtung 5.1.6.
Wir wollen diese Strukturen nun auch in Koordinaten beziiglich Vektorraumbasen betrachten.
Sei K ein fester Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit der Basis B(") =
(e1,...,6n).

Sei V* = Hom(V,K) der Dualraum von V', also der Vektorraum der Linearformen auf V.
Die zur Basis B") = (ey,...,e,) duale Basis BV") = (¢!, ..., e") besteht aus den Linearformen
e’ mit e'(e;) = d;;.
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1. Fiir die Koordinaten nutzt man nun obere (kontravariante) und untere (kovariante) In-
dizes wie folgt: Wir schreiben einen Vektor x € V' als

n
T = inei mit 2 € K.

=1

Wir schreiben Linearformen, also Vektoren 5 € V* im Dualraum, als Linearkombination
n
B=>> Be  mit B €K
i=1

Man nennt manchmal einen Vektor z € V einen kontravarianten Vektor, und 5 € V*
einen kovarianten Vektor zu V. Oft vereinbart man, dass iiber gleiche oben und unten
stehende Indizes summiert werden muss, und liasst das Summenzeichen weg. Dies ist die
Finsteinsche Summationskonvention, die in Differentialgeometrie und allgemeiner Rela-
tivitdtstheorie haufig verwendet wird.

2. Seien V, V"’ endlich-dimensionale Vektorriume mit Basen BY") = (ey, ..., e,) und B =
(e},...,e.). Eine lineare Abbildung ®: V' — V' beschreiben wir durch die Bilder der
Basisvektoren -

P(e;) = Zakie;c = akie;c
k=1

unter Verwendung der Einsteinschen Summationskonvention. (a’ ;) ist die darstellende
Matrix von .

Sind weiterhin W, W' endlich-dimensionale K-Vektorrdume und W: W — W’ eine lineare
Abbildung, und ist BW) = (f1,..., f,) Basis von W, BW) = (f;,... f;) Basis von W/,
U(f) =¥ ;fi- Dann folgt aus dem kommutierenden Diagramm in Betrachtung|5.1.5
fiir einen allgemeinen Tensor z¢; ® f; € V@ V'

(2@ V) (27e; ® f;) = aa" b e}, @ f.
Man sagt, “obere Indizes werden kovariant transformiert”:

(29 = (a* b jxij).

Handelt es sich bei den Basen um Orthonormalbasen und bei den linearen Abbildungen
®, U um orthogonale Abbildungen, so sind fiir die Transformation von Tensoren z;;¢' ® f7
statt den Eintrdgen der darstellenden Matrizen jeweils die Eintrége ihrer Transponierten
zu verwenden.

Bemerkungen 5.1.7.

1. Aus der Bilinearitdt von s folgt, dass sich auch das Tensorprodukt von Abbildungen

bilinear verhalt:
(M1 + Xp2) @Y = M1 @Y + Ao @ Y,

¢ @ (M1 + Athn) = @ @MYL+ ¢ @ Aathy.

2. Ebenso folgt fiir Vektorrdume die Vertraglichkeit mit direkten Summen:
VieW)eW=VieW)e (Ve W),

und analog im anderen Argument.
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3. Man hat kanonische Isomorphismen

ay,v,w - U® (V@W)
u® (vw)

UV)eW
(u®v)®w

%

—
mit deren Hilfe man die K-Vektorrdume U @ (V @ W) und (U ® V) ® W identifizieren
kann. Das Tensorprodukt ist dann assoziativ.

4. Die Skalarmultiplikation in V' liefert kanonische Isomorphismen

KV S5 V VeK — V
ARV = A-w VRN — A-w

mit Umkehrabbildung v — 1 ® v bzw. v — v ® 1, mit deren Hilfe man den Grundkorper
K als Eins unter dem Tensorprodukt auffassen kann.

5. Man hat kanonische Isomorphismen

CU7\/ZU®V - VU
UV — vRu,

mit deren Hilfe man die Faktoren vertauschen kann. Es gilt ¢y o cpyy = idygy.

6. Benutzen wir das assoziative Tensorprodukt, so konnen wir zu jedem K-Vektorraum V
die Tensoralgebra

TWV)=vVOgvlgyv®g. |
mit V© :=Kund VU :=V ® ... ® V mit j Faktoren, bilden. Durch das Produkt
—_———

J

VO x O 5 yi+D)
(M®...0V,nQ..0w) — 1R..AUV;, QW ® ... 0w

wird T(V') zu einer K-Algebra, d.h. dass der gegebene K-Vektorraum mit einem Pro-
dukt versehen ist, das beziiglich der Vektoraddition distributiv ist. Genauer ist T'(V)
eine Z-graduierte assoziative K-Algebra. Sie ist unendlich-dimensional, falls V' nicht der
Nullvektorraum ist. Die Tensoralgebra von Hilbertrdumen (und Unterrdume davon) tritt
in natiirlicher Weise bei der Beschreibung von Systemen der Quantenstatistik auf, bei
denen die Teilchenzahl nicht fest ist.

Bemerkungen 5.1.8.

1. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

Viewr - (Ve W)
a®@f = (vew=al)-fw)

ein Isomorphismus.

2. Insbesondere konnen wir Bilinearformen auf V' x W mit Linearformen auf V ® W, also
Elementen in (V ® W)* identifizieren und somit durch Tensoren in V* ® W* beschreiben.
In der Beschreibung durch Komponenten treten zwei untere “kovariante” Indizes auf.
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3. Wir hatten den Mafitensor einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ ken-
nengelernt. Sei U C R* und ¢: U — R" eine lokale Parametrisierung. Sei fiir u € U
das Bild p := p(u) € M und (1, ..., 0kp) eine Basis des Tangentialraums 7M. Dann
liefert die Restriktion des euklidischen Skalarprodukts des umgebenden Raums R" auf
T,M eine (positiv definite) Bilinearform 7,M x T,M — R und somit einen Tensor in
(T,M)* @ (T,M)*.

4. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

V*@W — Homg(V,W)
a@w = (v a(v)w)

ein Isomorphismus. Insgesamt erméglicht dies einen Kalkiil fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume, bei dem alle Homomorphismen — insbesondere multilineare Abbildungen und
Multilinearformen — durch geeignete Tensoren beschrieben werden.

Bemerkungen 5.1.9.

1. Hat man in allen Vektorrdumen eine Basis gewihlt, so kann man Tensoren durch ihre
Koordinaten beschreiben:
(z"* ;) beschreibt einen Tensor in Vi ® ... @ V, @ Wi @ ... @ W
Eine (orthogonale) Basiswechselabbildung im v-ten Faktor V,,
e = tjiej

fithrt dann fiir den Tensor zu neuen Koordinaten (t° z:7+). Fiir untere (“kovariante”)
Indizes ist entsprechend die zu ¢ transponierte Matrix zu nehmen.

2. Auf dem Raum der Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums ist die
Spur eine wichtige Linearform:

tr: Endg(V)=2V*@V — K

e @e — atiel(e) =)0t =1,

Im Tensorkalkiil setzt man also einen oberen und einen unteren Index gleich und summiert
dariiber. Diese Operation nennt man auch das Verjingen eines Tensors. Auch ein Tensor
mit mehr als einem oberen und unterem Index zum gleichen Vektorraum kann verjiingt
werden; dies entspricht einer partiellen Spur.
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Definition 5.1.10
1. Eine alternierende k-Form auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung

w: VF 5 K,

die in jedem Argument linear ist, also eine multilineare Abbildung ist, und die verschwin-
det, sobald wenigstens zwei Argumente gleich sind:

w(vy, ..., vx) =0,
sobald es i,j mit i # j gibt, so dass v; = v;.

2. Fiir k € N bezeichnet man mit A*V* den Vektorraum aller alternierenden k-Formen
VF — K. Speziell setzt man A°V* := K. Es ist A'V* = V*,

Bemerkungen 5.1.11.
1. Eine alternierende k-Form kann durch eine lineare Abbildung V ® ... ® V. — K beschrie-
—_———

k
ben werden.

2. Allgemeiner ist eine alternierende k-lineare Abbildung eine Abbildung
a:VxVx...xV-=>W

mit der Eigenschaft, dass

a(vy, ..., v) = sign(o)a(veay, - - -5 Vo(r))-

Definition 5.1.12 Das k-fache duflere Produkt eines K-Vektorraums V' ist ein Vektorraum
A¥(V), zusammen mit einer k-multilinearen alternierenden Abbildung A: V x ... x V — AFV,
so dass es fiir jede k-lineare alternierende Abbildung a: V¥ — W genau eine lineare Abbildung
bo: A¥V — W gibt, so dass das Diagramm

kommutiert.

Bemerkungen 5.1.13.

1. Durch diese universelle Eigenschaft ist A¥V bis auf eindeutige Isomorphie charakte-
risiert. Die Existenz des &ufleren Produkts zeigt man, indem man den Vektorraum
AW =(V®...®V)/L mit L dem linearen Erzeugnis

k

L := span (vl ® ... Qv —sign(o)ve) @ ... @ Vo) | 0 € Sk, v € V)

betrachtet.
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2. Wir schreiben
AV, .., 0,) =101 AV AL A g e AFV.

Wir werden gleich diesen Ausdruck noch einmal anders fiir den Fall von Linearformen
einfithren, also fiir A¥V*.

Da die Abbildung A: V¥ — AFV alternierend ist, gilt

V1 AU AL A = SIgN(0)Ue1) A - A Vo)

3. Eine alternierende k-Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' kann als ein
Element (eines Unterraums) des K-Vektorraums (V®*)* angesehen werden. Diese kann
man natiirlich als Elemente in der Komponente (V ® ... @ V)* Z V*® ... ® V* der
Tensoralgebra T'V* des Dualraums auffassen.

Allerdings ist das Produkt zweier alternierender k-Formen in der Tensoralgebra nicht mehr
alternierend. Wir miissen daher fiir alternierende Formen ein anderes Produkt einfiihren.

Definition 5.1.14
Seien @1, ..., € V* Linearformen. Wir definieren das duflere Produkt oder Dachprodukt
01 A ... Npp € A*V* durch

(1 Ao Agr) (v, .. o) = det ((91(v)))1<r<k)

Bemerkung 5.1.15.
Man zeigt leicht: Ist o1, ..., ¢, eine Basis von V*, so bilden die Elemente ¢;, A ... A pj, mit
1 <71 <...<ji <n eine Basis von AFV*,

Dazu betrachte eine zu (p;) duale Basis (e;); von V. Man zeigt dann, dass eine beliebige
alternierende Form w € A¥V* sich eindeutig schreiben lisst als

W= Z W€y s €igy - vy € )Pix N oo N Qi

11<12<...<lj

Es folgt dimyg A¥V* = (Z) fiir 0 < k < n und dimg A*V* = 0 fiir £ > n.

Satz 5.1.16.
Es gibt genau eine bilineare Abbildung (genannt dufleres Produkt oder Dachprodukt)

A ARV AWV AR
(w,0) = wAoao,

mit der Eigenschaft, dass

(1A AP AWLA L AY) = (ot A AP AL A LA Y)

fiir alle 1-Formen ;,1; € V™.
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Definition 5.1.17

1. Wir definieren das duflere Produkt oder Dachprodukt alternierender Formen durch die
Abbildung aus Satz|[5.1.16, Speziell setzt man fiira e K= AV:aAw=wAha=a-w.

2. Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V nennt man die direkte Summe
AV = @V ARy

die &uere Algebra von V.

Bemerkungen 5.1.18.
1. Die Dimension der duleren Algebra eines Vektorraums V' der Dimension dimg V' = n ist

. ~ (n n
dimg AV = Z (k’) = 2",
k=0
Insbesondere ist die duflere Algebra eines endlich-dimensionalen Vektorraums endlich-
dimensional.
2. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass das Dachprodukt assoziativ ist,
(wl A (.Ug) /\UJ3 = W1 VAN (OJQ A (.Ug)

fiir alle w; € A¥ und alle Werte von ki, ko, k3 € N. Ferner ist das Dachprodukt alternie-
rend: Fiir w € A*V und o € A'V gilt

wAho = (Do Aw. (6)

3. Die duflere Algebra von Hilbertrdumen tritt in natiirlicher Weise bei der Beschreibung
von fermionischen Vielteilchensystemen auf.

5.2 Differentialformen und der Stokessche Integralsatz
Wir folgen [E| §19-§21].

Betrachtung 5.2.1.
e Sei U C R” offen, f: U — R stetig differenzierbar. Bei der Einfithrung des Differentials
hatten wir df als Abbildung

U— (R")", pwdf(p) = df,

aufgefasst. Fiir jedes p € U ist R" der Tangentialraum 7,U der n-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit U.

e Wir wollen im Folgenden die Tangentialrdume 7, U fiir verschiedene p auseinanderhalten.
Wenn wir die Vereinigung U,cpT,U bilden, so sei diese stets disjunkt:

| | U = U{p} x T,U.

peU peU

Man nennt den Dualraum 77U := (T,U)* auch den Kotangentialraum von U in p. Ebenso
betrachtet man wieder die disjunkte Vereinigung Upey7,;U.
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e Wir fassen jetzt das Differential df auf als Abbildung
U — UperT,U mit p — df (p) € T, U,

wobei die Linearform df (p) € T;U auf einem Tangentialvektor v € T,U den Wert

N

B Ox;
j=1 "

df (p)(v) - () - v;

hat.

e Speziell betrachten wir fiir die Koordinatenfunktionen x; jetzt die Differentiale dx;: U —
Upev T, U. Sei ey, ..., e, die kanonische Basis von R" = T,,U; es gilt

Also ist fiir jedes p die Menge dz;(p), . .., dx,(p) die zur kanonischen Basis e, ..., e, von
R" = T,U duale Basis von T;U = R", und es gilt

Im Sinne der folgenden Definition ist das totale Differential df von f eine Differentialform
erster Ordnung.

Definition 5.2.2
Sei U C R"™ offen. Unter einer Differentialform der Ordnung k oder kurz einer k-Form auf U
versteht man eine Abbildung

w: U — |_| AU mit w(p) € A*TU.

peU

Bemerkung 5.2.3.

Nach Bemerkung ist fiir jedes p € U durch dz;,(p) A ... ANdxj(p), 1 < j1... <jr <n
eine Basis von A"‘T; U gegeben, und jede k-Form w auf einer offenen Menge U C R"™ l&sst sich
also darstellen als

w(p) = Z f]'1~-~jk> (p)dle ARERA dxjk

1<ii<..<jg<n

mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen f;, ;, : U — R.

Definition 5.2.4
Sei U C R" offen und

1<j1<...<jp<n

eine k-Form auf U.
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1. Die Differentialform w heift stetig differenzierbar (bzw. stetig, bzw. r-mal stetig differen-
zierbar), wenn alle (Z) Koeffizientenfunktionen fj, ; diese Eigenschaft haben.

2. Fiir eine stetig differenzierbare Differentialform w der Ordnung k definieren wir nun eine
(k 4+ 1)-Form dw, die duere Ableitung der Differentialform w, durch

do= Y dfy Ndxg, AN,

1<j1<...<jg<n

Natiirlich ldsst sich dw dann als Linearkombination der Basiselemente dz; A ... A dxj,
ausdriicken: Man schreibt

n Ofi i
dw ::Z Z (;;xj]kd:cj/\dle A Ndxj,

j=11<j1<...<jp<n
und ordnet die Indizes so um, dass sie strikt monoton wachsend angeordnet sind.

Satz 5.2.5.
Sei U C R" eine offene Menge.

1. (Linearitat) Seien wy,ws stetig differenzierbare k-Formen auf U und A, p € R. Dann gilt

d(Awy + pws) = Adwy + pdws.

2. (Leibnizregel) Sei w eine stetig differenzierbare k-Form und 7 eine stetig differenzierbare
[-Form. Dann gilt
d(w An) = (dw) A+ (=1)Fw A dn.

3. Fiir jede zweimal stetig differenzierbare k-Form w auf U gilt d(dw) = 0.

Bewelis.

1. Die erste Behauptung ist eine Folge der Differentiationsregeln.

2. Die zweite Behauptung folgt aus der Produktregel fiir die Koeffizientenfunktionen und
der graduierten Symmetrie @ aus Bemerkung [5.1.18]1: Fiir

w= Z frdry und 9= Zgjde
|T|=Fk |J|=l
gilt
dwAan) = > ,(9sdf1r + frdgs) Adzp Adz,

= (Xpdfi Ndar) N gaday) + (=D, fr Adap) A (X, dgs A day)
= dwAn+(=1)"w Adn.

3. Die dritte Behauptung folgt aus der Symmetrie der Hesseschen Matrix:

d’w = de; Ndz; Ndz;, A... ANdx;, = 0.
w ij_l axzaxj T :E] x]l x]k
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Wir fithren weitere Notation ein:

Definition 5.2.6
Sei U C R" eine offene Teilmenge, wobei R™ mit der Standard-Orientierung versehen ist.

1. Das vektorielle Linienelement ist das n-Tupel von 1-Formen ds8 := (dxy, . ..,dx,)T aufU.

2. Das vektorielle (Hyper-)Flichenelement ist das n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS :=
(dSy,...,dS,)T auf U mit

auslassen

ie1 ~ =~
dS; = (=1)"dxy AN dx; AL ANdxg,.

Beispiel 5.2.7.
Wir betrachten Differentialformen auf dem R™ mit der Standard-Orientierung. Sei U C R"
offen. Wir betrachten Differentialformen verschiedener Ordnung und ihre d&ufleren Ableitungen.

1. Eine stetig differenzierbare 0-Form auf U ist eine stetig differenzierbare Funktion f: U —
R. Thr Differential df = 0, fdxz' + ...0, fdx™ = (grad f,d5) ist eine 1-Form.

2. Betrachte das Volumenelement dV := dxy Adxs A ... ANdx,. Jede stetig differenzierbare n-
Form auf U ist von der Form ¢ dV' mit einer stetig differenzierbaren Koeffizientenfunktion
c¢: U — R, und hat &uflere Ableitung 0.

3. Sei ¢ eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form. Schreiben wir mit einem Vektorfeld b und
dem vektoriellen Hyperflachenelement d.S,

7@ == <b, d§> = bldl'g N... /\dCL’n —bgdl’l /\dCL’g AN /\dlL’n—f— .t (—1)n_1bnd$1 N.. ./\dl‘n_l,
so ist die duflere Ableitung die n-Form

Konkret fiir n = 3 sieht dies so aus: Die 2-Form
W = (b,dS) = bydxy A dg + bydas A dy + byday A day
hat die duflere Ableitung

dw = (8161 + 82[?2 + 83b3)dx1 VAN deQ A\ dl'g = (le b) -dV.

4. Sei ¢ eine stetig differenzierbare 1-Form auf dem R3. Wir schreiben dann die 1-Form mit
einem Vektorfeld a in der Form ¢ = (a,ds), und rechnen nach, dass gilt:

d(p = (81a2 — 82a1)dx1 A dxg -+ (81&3 — 83a1)d:c1 N d.133 + (82@3 — 83@2)d372 A dl‘g

-

(rota,dsS)

mit dem vektoriellen Flichenelement dS = (dwy A dxs, —dxy A dzs,dxy A dxs)?.
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Wir haben so die Differentialoperatoren Rotation, Divergenz und Gradient durch Differen-
tialformen verstanden.

Definition 5.2.8
Sei U C R"™ offen.

1. Eine stetig differenzierbare k-Form w auf U heifit geschlossen, falls dw = 0 gilt.

2. Fiir k > 1 heifit eine stetige k-Form w auf U exakt, falls es eine stetig differenzierbare
(k — 1)-Form n auf U gibt, so dass w = dn gilt.

Lemma 5.2.9.
Sei U C R" offen. Jede auf U stetig differenzierbare exakte k-Form ist geschlossen.

Beweis.
Zu einer exakten k-Form w finden wir nach Definition eine (k — 1)-Form 7 mit w = dn.
Dann gilt wegen Satz [5.2.5/3

dw = d*n = 0.

O

Eine Teilmenge U C R™ heiflt sternformig, wenn es einen Punkt xq € U gibt, so dass fiir
jeden Punkt x € U die Verbindungsstrecke Tox ganz in U liegt.

Theorem 5.2.10. [Lemma von Poincaré.|
Ist eine offene Teilmenge U C R" sternformig, so ist jede geschlossene k-Form auf U mit k > 1
auch exakt.

Beweis.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei zg = 0. Es reicht aus, k-Formen der Form

w= f(z) dz;, N... Ndx;,

auf U zu betrachten. Hierzu definieren wir die (k — 1)-Form

k 1
I(w) = Z:(—l)o‘_1 {/0 tk_lf(tx)dt] i dry, Ao o Ndx, AN dx,,

a=1

wobei die 1-Form dz;, ausgelassen wird. Das Integral ist definiert, weil tx € U liegt, da U

sternformig ist. Dann gilt
(%) w= d(I(w))+ I(dw).

Fiir eine geschlossen Form w folgt hieraus sofort w = d (I(w)), so dass w exakt ist.
Die Gleichung (x) folgt durch direkte Rechnung: Es gilt

Al = oo (1) Vi d [ fy 5 f)at] oy A A deg AN da,

a=1
+3F (1)t [f(f tk_lf(tx)dt} da;, Adrg, A Adzg, A ... A d,
= (=)ot d | [ f(m)dt} Ndzi A ..dzy. A... Adzg,

+k [fol 1 f(tr)dt | dag, A A day,
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Wir schreiben das Integral im zweiten Summanden um:
k[t f(to)dt =t f(ta)|y — [y 5 h, Opf(ta)asdt
= flz) — [y "S5, Osf (tw)zpdt

und rechnen die Ableitung des Integrals im ersten Summanden aus:

n

d {/Oltk_lf(ta:)dt} => [/Oltkaﬁf(m)dt} dzg.

B=1

Damit finden wir insgesamt fiir den ersten Summanden in (*):

dlw = SF_ S0 (—1)e [ ko, f(tx)dt} zi des Adzg, A ... Adzi, A .. d,
+f(x)dzy N .. Ndxy, — [fol "y 85f(t23)$5dt] dziy A ... Ndx,.

Wir berechnen auch explizit den zweiten Summanden in (x): wir finden

dw = Z@Bf(x)dxf; ANdzi, N. .. N\dzg,
B=1

und somit
ldw = 375, [fol dt - tk(?ﬁf(tx)} zg Ndxy, N ... Ad;,
+ 2 b ZZZI(—l)O‘ [fol dt - tkﬁﬁf(tx)} xi, daeg Ndx;, Ao A da:/z\a Ao ANdxg,

Der Vergleich liefert nun (). O

Bemerkung 5.2.11.
Aus dem Poincaréschen Lemma, zusammen mit den Beispielen [5.2.7], folgt fiir jede sternformige
offene Menge U C R3:

1. Ist a: U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit rota = 0, so existiert eine stetig
differenzierbare Funktion f: U — R mit a = grad f.

Denn fiihrt man wie in Beispiel [5.2.7}4 eine 1-Form ¢ := (a, ds) ein; dann ist
dp B.2D3 (rota, d§> = 0.

Nach dem Poincaréschen Lemma gibt es eine Funktion f: U — R mit
o = df " (grad f,d3)

also a = grad f.
In der Elektrostatik gilt fiir das elektrische Feld rotE' = 0. Daher gibt es eine skalare
Funktion V| das elektrische Potential, mit —grad V = F.

2. Ist b: U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit divb = 0, so existiert ein stetig
differenzierbares Vektorfeld a: U — R? mit b = rota.

Zum Beweis fiithren wir wie in Beispiel [5.2.7.3 eine 2-Form 1 := (b, ds ) ein; dann ist nach
5.2.71.3 die duflere Ableitung diyp = divbdV = 0. Nach dem Poincaréschen Lemma [5.2.10
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gibt es eine 1-Form ¢ mit 1) = dp. Schreiben wir ¢ = (a,ds) mit einem Vektorfeld a, so
folgt
(rota, dS) BE* dyp = ¢ = (b, dS)

und somit b = rota.

Fiir das magnetische Feld gilt div B = 0; also existiert ein Vektorfeld A, das Vektorpo-
tential, so dass B = rotA.

Definition 5.2.12
Seien U C R™ und V' C R™ offen, sei

1<ii<...<jk<n

eine k-Form auf U und p: V — U eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist

1< <gr<n
eine k-Form auf V| der Riicktransport oder Pullback p*w.
Wir halten ohne Beweis die wichtigsten Eigenschaften des Riicktransports fest:

Satz 5.2.13.
1. Der Riicktransport * ist linear: fiir A;, Ao € R und wy, ws k-Formen gilt

@ (Mwr + Aowa) = A" (wr) + Aa™(w2).
2. Der Riicktransport ist vertriaglich mit dem Dachprodukt,
@' (wAn) =" (w) Ap*(n).

3. Der Riicktransport ist vertriaglich mit der &uleren Ableitung: Ist ¢ zweimal stetig diffe-
renzierbar und w eine stetig differenzierbare k-Form, so gilt

d(p*w) = " (dw).
4. Ist weiterhin W C RP offen, v: W — V stetig differenzierbar, so ist
(o) w="(pw).
Wir brauchen explizitere Formeln fiir den Riicktransport.

Beispiel 5.2.14.
Seien V' C R™ und U C R" offene Teilmengen, ¢: V' — U eine stetig differenzierbare Abbildung.
Die Differentiale der Koeffizientenfunktionen ¢;: V' — R liefern 1-Formen

do; =S 22t
2 atj J

j=1
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1. Fiir den Riicktransport einer 1-Form w = )" | fidz; auf U finden wir deshalb

Prw = Z(fz o p)dip; = Z (Z(fz © 90)2;01> dt;

i=1 j=1 \i=1

2. Sei k = m, so dass die zuriickgezogene Form hochstmoglichen Grad hat. Da Differential-
formen alternierend sind, folgt

a(%‘l---%k)
a(tla R th)

Es folgt fiir den Riicktransport einer m-Form auf R" zu einer m-Form auf R™:

11 <t9...<ip

* oy 8(90z‘1--~<ﬂz‘k)
Y w= ( Z (fn...zk 090) det a(tl,...,tk) dtl VAN /\dtk.

11<t2...<ij
3. Insbesondere gilt im Fall m = k = n fiir w = fdxy A ... ANdz,
©'w = fop(detdy)dty A...Adt,. (7)

Formen hochstméglichen Grades transformieren sich also mit der Determinante.

Definition 5.2.15
Sei U C R" offen. Fine n-Form
w= fdry N... Ndx,

auf U heifit iiber A C U integrierbar, wenn die Koeffizientenfunktion f iiber A im iiblichen
Lebesgueschen Sinne integrierbar ist. Dann setzt man

/Aw::/Af(x)d”x.

Insbesondere existiert fiir jede stetige n-Form das Integral iiber jedes Kompaktum A C R"™.

Definition 5.2.16

Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Gilt fiir alle x € U, dass
det((dp).) > 0, bzw. dass det((dy),) < 0, so heifit der Diffeomorphismus ¢ orientierungs-
erhaltend, bzw. orientierungsumkehrend.

Satz 5.2.17.
Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Sei U wegzusammenhéngend;
dann ist ¢ entweder orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend. Sei

w= fdx; N... Ndx,

eine stetige n-Form auf V. Sei A C U Kompaktum. Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt

/ w = /gp*w;
©(A) A
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ist  orientierungsumkehrend, so gilt

/ w = —/gp*w.
©(A) A
Beweis.

Das folgt sofort aus dem Transformationsverhalten (7]) von Differentialformen in Beispiel [5.2.14
und dem Transformationssatz fiir Integrale. O

Definition 5.2.18
Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

1. Unter einem Atlas 2 fiir M versteht man eine Menge {¢;: T; — V; : j € J} von Karten
von M, deren Bilder M iiberdecken, also |J; V; = M.

2. Lésst sich fiir M ein Atlas 2l finden, so dass fiir je zwei sich schneidende Karten aus 2 der
zugehorige Kartenwechsel-Diffeomorphismus 7 orientierungserhaltend ist, so nennt man
die Untermannigfaltigkeit M orientierbar. (Orientierbarkeit ist eine Eigenschaft.)

3. Ist M versehen mit einem solchen Atlas, so nennen wir (M,2) eine durch den Atlas 2
orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. (Die Wahl einer Orientierung ist eine
Struktur.)

4. Alle weiteren Karten von M, die wir einem Atlas %A, der eine Orientierung definiert,
hinzufiigen kénnen, so dass der Atlas immer noch eine Orientierung definiert, nennen wir
positiv orientiert; alle anderen Karten negativ orientiert.

Man kann eine Orientierung einer Untermannigfaltigkeit M als Aquivalenzklasse von At-
lanten verstehen. Wenn M zusammenhéingend ist, so gilt: Entweder ist M nicht orientierbar,
oder es existieren genau zwei Orientierungen: Zu jeder Orientierung 2 gibt es auch noch die
entgegengesetzte Orientierung —2U.

Definition 5.2.19
Sei U C R" offen, w eine stetige k-Form auf U. Sei (M, 2l) eine orientierte k-dimensionale Unter-
mannigtaltigkeit des R™ mit M C U. Sei A eine kompakte Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

Es soll das Integral von der k-Form w iiber (M,2) erklirt werden. Man beachte, dass der
Grad der Form gleich der Dimension der Untermannigfaltigkeit ist.

e In dem Fall, in dem es eine einzige Karte p: T —V C M gibt mit A C V, setzt man

/ W= / Y w.
(A2) e 1(4)

Aus Satz und Satz folgt, dass dies unabhingig von der gewahlten Karte ¢
ist.

e FEs gebe nun endlich viele beziiglich 21 positiv orientierte Karten

0;: Ty —V; CM,j=1,...,m, mit
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mit einer der Uberdeckung (V;); untergeordneten lokal-integrierbaren stetigen Teilung der
FEins
Qi UV} — R fiirj=1,...,m.
l

Wir setzen
A; = AN supp(e;) C V.

und nennen die k-Form w integrierbar iiber A, falls w iiber alle A; im Sinne der vorge-
henden Betrachtung integrierbar ist. Dann setzen wir

o= / (a5 00;) - (¢5w).
/<A,m> Z 7 (4y) ’

Jj=1

Man zeigt (wie bei der Definition des Integrals iiber Untermannigfaltigkeiten), dass diese
Definition der Integrierbarkeit und des Integrals unabhédngig von der Wahl der Karten
und der Teilung der Eins ist.

Definition 5.2.20
1. Sei (M,2) eine durch den Atlas 2 orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ und ¢ eine beziiglich 2 positiv orientierte Karte. Man nennt fiir einen Punkt p € M
die Basis ((01¢)(p), - - ., (Okp)(p)) des Tangentialraums T,M und alle gleich-orientierten
Basen des Vektorraums T,M (beziiglich 2) positiv orientiert.

2. Ist n > 2 und M spezieller eine Hyperfliche im R™ mit der Standard-Orientierung, so ist
ein beziiglich 2 positiv orientiertes Einheits-Normalenfeld auf M ein stetiges Vektorfeld
v auf M, so dass fiir jedes p € M der Vektor v(p) ein Einheits-Normalenvektor auf M ist,
und so dass gilt: Ist (v, ...,v,—1) eine beziiglich 2 positiv orientierte Basis von T,M, so
ist (v(p),v1,...,v,_1) eine beziiglich der Standardorientierung des R™ positiv orientierte
Basis von R".

Fiir den Beweis der folgenden Aussagen verweisen wir auf [E], §20].

Bemerkungen 5.2.21.

1. Wenn eine Hyperfliche M C R™ eine Orientierung 2 besitzt, so existiert ein positiv
orientiertes Einheits-Normalenfeld.

2. Eine Orientierung einer Hyperfliche ldsst sich umgekehrt durch ein Einheits-Normalenfeld
v charakterisieren.

3. Fiir ein Kompaktum A C R™ mit glattem Rand 0A sprechen wir von der kanoni-
schen Orientierung des Randes 0A, wenn die Orientierung durch das dufere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Wir erinnern an das vektorielle (Hyper-)Flichenelement aus Definition [5.2.6} Dies ist ein
n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS := (dS,...,dS,)T. Somit ist fiir ein stetiges Vektorfeld f =
(fi,.-.y fu): U — R™ der Ausdruck (f,dS) eine stetige (n — 1)-Form auf U.

Wir wollen die Integration von Differentialformen und von Funktionen in Beziehung setzen.
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Satz 5.2.22.

Sei U offen im R™ und M C U eine Hyperfliche im R", die durch ein Einheits-Normalenfeld
v: M — R™ orientiert sei. Sei f = (f1,..., fn): U — R" ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C M

[ (8.9 = [ @) v@pasta).

Symbolisch wird die Aussage auch in der Form dS = vdS geschrieben. Man beachte, dass
auf der linken Seite eine (n — 1)-Form und auf der rechten Seite eine reellwertige Funktion
integriert werden.

Beweis.
Wir betrachten nur den Spezialfall einer parametrisierten Fliche im R3: Es sei U offen im R?
und M C U eine Fliche im R?, die mit nur einer Karte ¢: T' = M beschrieben wird, wobei T

offen im R? ist.
Es sei f = (f1, fo, f3): U — R3 ein stetiges Vektorfeld und K C M kompakt. Wir wollen
zeigen:

[ 18.08) = [ ) v@)asta).
K K
Fiir t € T ist der Einheitsnormalenvektor im Punkt ¢(t) € M gegeben durch das Vektorprodukt

_ O1p X Doy
Y0 = B x el

Wir rechnen dann

fK<f7d§>

/ fld.l’g A dSL’g — / f2d$1 VAN dQJg + / fgdwl VAN d.TQ
K K K

= / (" fidpa A dps — " fodpr A dps + ¢ fadpr A deps)

e LK)

— / *f 8902 . 8903 i 8902 . 6903
o\ oG o T o on

Yy Ops Op1  Ops ¢y

PR\ B o, o, ot

. dp1 Opy  Op1 Dipr
+Q0 f3 <8t1 atz 8t2 8t1 dtl/\dtg

dp  Oyp
= f, = x — )dt; Adts.
/w(m <(p "ot 8t2> LA

Wir haben dabei erst die Definition des vektoriellen Flichenelements d.S eingesetzt, dann die
Definition des Integrals und die Definition des Riicktransports und dann die Ket-
tenregel, gefolgt von der Definition des Kreuzprodukts.

Unser Zwischenergebnis ist das in Definition definierte Integral einer 2-Form iiber
die Teilmenge ¢~ !(K) C R?. Dieses Integral ist:

/ (f.d5) = / (" F(£), Brp x Dyip)dtrdy
K w 1(K)

= [ B0 01 it

-~

dS(zx)

= [ @ r)asia).
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Definition 5.2.23
1. Sei H,, C R¥ der Halbraum

{(21,...,7) € R | 2, < 0}.

Wir versehen den Rand OH;, mit der durch das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld v mit
v(z) = e fiir x € 0Hy gegebenen Orientierung.

2. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M. Ein Punkt p € M
heift Randpunkt der Teilmenge A relativ zur Untermannigfaltigkeit M, falls in jeder
Umgebung von p sowohl Elemente von A als auch von M\ A liegen. Die Menge aller dieser
Randpunkte bezeichnen wir mit dy; A. Dies ist eine Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

3. Wir sagen, ein Kompaktum A C M habe glatten Rand 0y, A, wenn gilt: Es existiert fiir
jedes p € Oy A eine Karte ¢: T =V von M mit p € V, so dass o(H, N T) = ANV und
©(0OH, NT) = 0y ANV gilt. Eine solche Karte von M nennen wir randadaptiert.

Man zeigt:

Betrachtung 5.2.24.
1. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M kompakt mit glattem
Rand, so ist 0y A eine kompakte (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

2. Ist die Untermannigfaltigkeit M zusétzlich orientiert, so erhélt man eine induzierte Orien-
tierung auf dem Rand 0y;A: Man wéihle nur randadaptierte Karten, die positiv orientiert
sind, und schrinke diese auf den Rand 0y, A ein.

3. Im Fall £ = n, M C R” offen, A wie in 2, ist die auf dy;A durch die kanonische
Orientierung von M induzierte Orientierung diejenige, die durch das duflere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Der folgende Satz ist schon ein Spezialfall des Satzes von Stokes:

Lemma 5.2.25.
Sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form im R* mit & > 2, mit kompaktem Triger. Dann

gilt
/ dw = / w.
H;, OHy,
Bewelis.

e Wir schreiben die (k — 1)-Form w als

k
w=Y (=1 fydzy AL Ndaj A A day,
j=1
mit C'-Funktionen fi,..., fi. In der von der randadaptierten Karte induzierten Karte

B: R*¥1 — 0H, des Randes mit (t1,...,tx_1) — (0,t1,...,tx_1) gilt

ﬁ*w = fl((],tl, - ,tkfl)dtl VANPIRAN dtkfl;
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also folgt fiir das Randintegral
/ w = fl(O, t1,... ,tk_l)dk_lt.
aHk Rk—1

e Wir berechnen das Integral der k-Form

k
dw:z%d:ﬁl/\.../\dxk

s
j=1 "

iiber den Halbraum Hj = R_ x R*¥L. Fiir jedes feste (zs,...,2;) € RF! folgt, da die
Komponentenfunktion f; kompakten Tréger hat

* Of
—a (x1,$2,...,$k)d$1 :fl(O,a;g,...,xk).
—00 01

Es folgt durch weitere Integration:

0
8—f1(:101,x2, ooy xp)dey .o dag = f1(0, 29, ..., xx)dxs . . . day.
H, 971 Rk-1

Fir 2 <j <k gilt

Of: OFf _
i(xl,@, oo rp)dry Lo dry = j:/ (/ ldxj) dey...dx; ... dxy.
H, 813] R_ xRk—2 R 813]
Fiir festes (z1,...,2j-1, %41, ..., %)) hat die Funktion z; — f;(x1,...,2;) kompakten

Tréger. Also verschwindet das Integral in der Klammer. Insgesamt ergibt sich

/ dw = fl(O,xQ,...,xk)dxg...dxk:/ w.
Hk Rk—1 BHk

Wir kénnen nun den Stokesschen Integralsatz in seiner vollstdndigen Form formulieren:

Theorem 5.2.26 (Stokesscher Integralsatz im R™).

Sei U offen im R". Sei M C U eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (mit
k > 2) und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form in U. Dann gilt fiir jedes Kompaktum
A C M mit glattem Rand 0y A, wobei wir dy;A mit der von M induzierten Orientierung

versehen:
/ dw = / w.
A oA

Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

Bewelis.

e Wie im Beweis des Gauflschen Integralsatzes fithren wir zu einem randadaptierten Atlas
ein feine beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins «, . ein und zerlegen die (k—1)-Form

w:
w= E Qp .
p

Es gentigt wieder, den Stokesschen Integralsatz fiir die einzelnen Summanden zu beweisen.

143



e Wir nehmen daher an, dass M Nsupp(w) kompakt und ganz in einer Karte p: Q@ — V C M
aus dem randadaptierten Atlas enthalten ist. Die Differentialform p*w auf Q C R* kann
daher durch Null zu einer auf ganz R* stetig differenzierbaren Differentialform @ mit
kompaktem Trager fortgesetzt werden. Es gilt

(%) /dw d:ef/ 0" (dw) E:ZE:313/ d(p*w:/ dw.
A HkﬁQ HkﬁQ Hy,

e Betrachte die Einbettung

B: kal k

-
(ul, R ,Uk_l) —

(O,Ul, ce ,uk_l)
und
Qo := BHOH,N Q) CRFL
Dann ist
Vi=pof: Qy—=>Vy:=0yANV

eine Karte des Randes 0y A. Dann ist

def N N
() / w = Vr'w = B*o*w = B0 = / @.
BMA Qo Q() Rk71 8Hk

Die Gleichheit von (*) und (%) und somit die Behauptung folgt nun aus Lemma [5.2.25|
O

Korollar 5.2.27.
Sei U C R" offen und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf U. Dann gilt fiir jede
orientierte, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C U

/ dw = 0.
M
Bewelis.

Da M kompakt ist, wiahle im Stokesschen Satz [5.2.26| A = M. Da die Mannigfaltigkeit M
keinen Rand hat, ist OM = (). O

Wir leiten aus dem Stokesschen Satz [5.2.26| zwei klassische Integralsétze ab.

Bemerkungen 5.2.28.
1. Sei U C R? offen. Betrachte eine parametrisierte Fliche M C U im R2. Ferner sei ein
differenzierbares Vektorfeld F': U — R? gegeben, das mit dem vektoriellen Linienelement
ds aus Definition eine 1-Form w := (F,ds) liefert.

Sei A C M ein Kompaktum in der Fliache M mit glattem Randweg ¢: [a,b] — M, der
positiv umlaufend sein soll. Dann erhalten wir mit dw = (rotF, dS) aus Beispiel .4

[ (xot F(x), v(x))dS () / (rot F d5) = / "

/ w:/ (F,d3)
oA oA

_ /[ (P, o)

Dies ist der klassische Satz von Stokes.

144



2. Der klassische Satz von Gauf ist der Spezialfall k = n des Satzes von Stokes [5.2.26] Mit
der (n — 1)-Form w = (F,dS) ist hierbei wie in Beispiel |5 3

dw = (div F) -dzy A ... Ndx,.

Wir finden
[, divFd"e = / / / (F,dS)
6MA O A
2oL (F,vydS(x
aA
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