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Kapitel 1
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DL ENIE S S P -3 Transponierte Matrix

Definition (Transponierte Matrix)

Sei A = (Aj)ij eine (m x n)-Matrix.
Die (n x m)-Matrix A* mit den Eintrigen

(AD)j = Aji

heiBt die zu A transponierte Matrix.

Bemerkung

Die Abbildung a: Mat(n,K) 5 A — A € Mat(n, K), ist eine Involution
auf der Menge Mat(n,K), d.h. a o =1d.
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DL ENIE S S P -3 Transponierte Matrix

Satz
Fiir alle A € Mat(m, n,K) und B € Mat(n, r,K) gilt

(AB)t = BAt.

Beweis. Fiir C = AB und D = B*A! gilt

n

(Ch = o= AyBi = 3 (B4 = (D)

j=1 Jj=1
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DL ENIE S S P -3 Transponierte Matrix

Folgerung

(i) Die Involution
GL(n,K) — GL(n,K)

A — (AT
ist ein Gruppenautomorphismus von GL(n, K).
(ii) Fiir alle A € GL(n,K) gilt (A~1)t = (A?)~L.

Beweis. Ubung. a
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DL ENIE S S P -3 Transponierte Matrix

Satz
Fiir jede Matrix A = (aj;);ij € Mat(n,K) gilt

detA = Z (9)ag(1)1 " ao(n)n

oES,

= Z E(T)alT(l) “rapr(n) = det A"
TES,

Beweis. Die Substitution 7 = o~ liefert wegen £(7) = £(o) die
Behauptung. O
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Determinante — Fortsetzung Transponierte Matrix

Folgerung

(i) Ebenso wie durch die Eigenschaften
(D1) det ist linear in jeder Spalte,
(D2) det ist alternierend bzgl. der Spalten, d.h. det A = 0, falls zwei Spalten
von A libereinstimmen,

(D3) det ist normiert: det(1,) =1
lasst sich det: Mat(n, K) — K durch die folgenden Eigenschaften
charakterisieren:

(D1'") det ist linear in jeder Zeile,

(D2') det ist alternierend bzgl. der Zeilen, d.h. det A = 0, falls zwei Zeilen

von A libereinstimmen,
(D3') det(1,) =1.
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Determinante — Fortsetzung Transponierte Matrix

Folgerung

(i) Addition des \-fachen der j-ten Zeile der Matrix A zur i-ten Zeile
(i # j) dndert nicht den Wert der Determinante.

(i) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile (i # j) dndert die Determinante
nur um ein Vorzeichen.

(iv) Insbesondere lisst sich die Determinante durch Anwendung des
GauBalgorithmus auf die Zeilen der Matrix berechnen (bei
Buchfiihrung iiber die Zeilenvertauschungen!).
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Determinante — Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Satz (Determinantenmultiplikationssatz)
Es gilt fiir alle A, B € Mat(n, K):

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis.

1. Fall Falls rg(A) < n, so ist rg(AB) < n und somit

det(AB) = 0 = det(A) det(B) = 0 - det(B).

2. Fall Falls rg(B) < n, so ist ker(B) # 0 und somit ker(AB) # 0. Also
ebenfalls det(AB) = 0 = det(A) det(B) = det(A) - 0.

3. Fall Seien also A, B invertierbar. Wir halten B mit det B # 0 fest und
zeigen, dass fiir die Funktion

—~ det(A- B)
detA i = ————~
¢ det B

die Axiome einer Determinantenfunktign erfiillt sind, woraus wegen der
Eindeutigkeit einer solchen Funktion detA = det A und somit die
Behauptung folgt.
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Determinante — Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes

(D2') Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist rgA < n. Wie gesehen folgt
rgAB < n, also det(AB) = 0, also detA = det(A - B)/det(B) = 0.

(D3') Auch die Funktion det ist normiert:
~ det(1, - B)
detl,= —————=1.
¢ det B

(D1") (i) Entsteht A aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K,
soist A=A, ;- Amit

T

i—te Spalte.
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Determinante — Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Es folgt AB = Ay (A B), d.h. auch AB entsteht aus AB durch
Multiplikation der i—ten Zeile mit A. Nach dem Axiom (D1) fiir die
Determinantenfunktion det folgt

det(AB) = A det AB

und somit B
—~ det(AB) detAB  —~
detA = =\ = \detA.
€ det B det B €
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Determinante — Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

(D1) (ii) Um die Additivitat von det zu zeigen, driicken wir die Matrix
B = (b1, ..., bn) durch (Spalten-)Vektoren b; € K" aus, und die

(a)*
Matrix A schreiben wir mit Vektoren a; € K" als A = ; . Es
(an)"
gelte fiir die i-te Zeile (a;)" = a}* + a/*. Dann ist
(al)tbl e (al)tb,,
A-B=|(afby+a'"h) ... (&b,+ a’tbp)
(an)th1 .. (an)tbn

Aus der Additivitdt von det folgt det AB = det A'B + det A”B und
daraus die von det:

—  detAB  ~ ,  —
detA = =2 = detA’ + detA” .

et
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Determinante — Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Folgerung

(i)
det: GL(n,K) — (K \ {0},")

ist ein Gruppenhomomorphismus.
(ii) Insbesondere gilt fiir alle A € GL(n,KK):

det(A™!) = (det A)!

(iif)
SL(n,K) := {A € GL(n,K)|det A = 1} C GL(n,K).

ist eine Untergruppe, die sogenannte spezielle lineare Gruppe.

v

Beweis. (i-ii) sind klar. (iii) folgt, da SL(n,K) = det™(1) ein Kern ist. [

Achtung: Fiir n > 2 gilt nicht det(A + B) = det(A) + det(B)!

_ 10 0 0
Gegenbeispiel A = < 00 ) und B = ( 01 >
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Determinante — Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Definition (Determinante eines Endomorphismus)

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, F € End(V') ein Endorphismus
und A = Mg(F) € Mat(n,KK) seine darstellende Matrix beziiglich einer
beliebigen Basis B von V. Wir definieren die Determinante von F als:

det F := det A.

Behauptung: Dies ist wohldefiniert, d.h. die Definition hdngt nicht von
der Wahl der Basis B ab.
Beweis. Sei B’ eine weitere Basis von V, A" := Mg/(F). Dann entspricht
A einer Selbstabbildung ¢§1 o Fo¢pg von R" und A’ einer Abbildung
¢g' o F o ¢p.
Letztere schreibt sich auch als
$p 0 P8O P50 Fogppodgloda

=S —=A =51
d.h. A/ = SAS™! mit der invertiblen n x n-Matrix S.
Also ist det A’ = det(SAS™!) = det Sdet A(det S)~! = det A. O
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Determinante — Fortsetzung OIS 1A= 13

Orientierung

Definition

Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zwei (geordnete)
Basen B = (b1, ..., b,) und B = (bi,..., b)) heiBen gleich orientiert,
wenn der Basiswechsel F = ¢pg/ o qﬁgl: V — V positive Determinante hat.

v

Bemerkungen
o Beachte, dass F(b;) = ¢prd5'(bi) = dp(ei) = bl
@ Die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B ist gegeben
durch die Abbildung ¢' o (¢gr 0 #5") 0 ¢ = ¢5' 0 g : R" — R™.
Insbesondere:
det F = det(¢" o /).
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Determinante — Fortsetzung OIS 1A= 13

Aquivalenzrelation
Definition
o Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X. Wir
schreiben auch xRy, genau dann, wenn (x,y) € R gilt.

o Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:
(i) x ~ x fiir alle x € X, (reflexiv)
(i) x ~y = y ~ x (symmetrisch)
(iii) x ~y undy ~ z=> x ~ z (transitiv)
Jedes Element x € X definiert eine Aquivalenzklasse

[x] :={y € X]y ~ x}.

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit X/ ~ bezeichnet.
Beispiel

X sei die Menge der Schiiler einer Schule, ~ die Aquivalenzrelation “in die
gleiche Klasse gehen”. Dann ist X/ ~ die Menge der Klassen.
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Determinante — Fortsetzung OIS 1A= 13

Quotientenraum

Beispiel

Sei V ein Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann definieren wir eine
Aquivalenzrelation ~ auf V wie folgt:

X~y <= x—yel.

Also R={(x,y)|x,y €V und x—y e U} C V x V.

V/U :={[x] | x € V} ist (in kanonischer Weise) ein Vektorraum, wobei
die Abbildung x — [x] eine lineare Abbildung ist.

V /U heiBt Quotientenvektorraum von V nach U.
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Determinante — Fortsetzung OIS 1A=, 1:3

Direr

Auf einem Bild von Albrecht Diirer (1471-1528) sieht man zwei Manner,
die sich sehr bemiihen, die Aquivalenzklassen beziiglich eines
eindimensionalen Unterraums von R3 zu verstehen.
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Orientierung
Ein mathematischeres Bild

Hier sehen Sie einige Aquivalenzklassen von R? nach dem in hellem Rot
gezeichnenten ein-dimensionalen Unterraum:

1UU 3

(g) +uU

?02) ; v 80
— (%) +vU

(50:: B 60 |

20 740 60 80 100
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CL T
Orientierung
Satz

Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N. Wir schreiben B ~ B’,
falls B und B’ gleich orientierte Basen von V sind.

(a) Die Relation “~" ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen
von V.

(b) Jede (geordnete) Basis B definiert eine Aquivalenzklasse (ihre
“Handigkeit” )

[B] :={B" Basisvon V|B ~ B}

und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen.

Beweis.
a) ist eine einfache Ubungsaufgabe.
b) Sei B = (by,.

.., by) eine Basis. Jede Basis ist entweder gleich

orientiert zu_'(bl, ...,bn) oder zu (—b1, bo, ..., bp). Daher gibt es

genau zwei Aquivalenzklassen. 423 /820




Determinante — Fortsetzung OIS 1A= 13

Orientierung

Definition
Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N. Eine Orientierung von
V ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen von V.

Bemerkungen

o Jede Basis B = (by, ..., by) definiert eine Orientierung [B]. Wie wir
gesehen haben, gibt es genau zwei Orientierungen [B] und
[B]°P = [(—bu, b2, . .., by)]. Letztere heiBt die zu [B]
entgegengesetzte (oder umgekehrte) Orientierung.

@ Automorphismen F € GL(V) mit det F > 0 heiBen
orientierungserhaltend, denn FB = (Fby, ..., Fb,) € [B] fiir jede
Basis B = (bx,. .., by). Ein Automorphismus F € GL(V) mit
det F < 0 heiBt orientierungsumkehrend, denn
FB = (Fba, ..., Fb,) € [B]°P fiir jede Basis B.
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Determinante — Fortsetzung OIS 1A= 13

Orientierung

Beispiele |

Die kanonische Orientierung des R” ist die durch die kanonische Basis
definierte Orientierung [(e1,. .., e,)]. Die Basen (e, €3, €1) und
(—eo, €1, e3) definieren auch die kanonische Orientierung des R3.
Die durch die Basis (e, €1, e3) definierte Orientierung ist zur durch
die kanonische Basis definierten Orientierung [(e1, &2, €3)]
entgegengesetzt. Es gilt [(e2, e1, 3)] = [(—e1, €2, €3)].
Die Drehung (um die z-Achse, entgegen dem Uhrzeigersinn um den
Winkel ¢)
cosp —sinp 0
D=1 singp cosp 0
0 0 1

ist wegen det D = 1 > 0 orientierungserhaltend.
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Determinante — Fortsetzung OIS 1A= 13

Orientierung

Beispiele Il
Die Spiegelung (an der (x, y)-Ebene)
10
S=1 01 O
0 0 -1

ist wegen det S = —1 < 0 orientierungsumkehrend.
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Matrixinversion mittels GauBalgorithmus

Wir wollen die Inverse A~1 zu A € GL(n, K) bestimmen. Dazu erinnern
wir uns an:

o i-te Spalte der Matrix A~1 ist A~le;, wobei e; der i-te Vektor der
kanonischen Basis ist.

o Nun ist x; := A~ le;, also die i-te Spalte von A~1, die eindeutige
Losung des Gleichungssystems Ax; = e;.

@ D.h. wir kdnnen x; bestimmen, indem wir den GauBschen Algorithmus
auf (Ale;) anwenden bis wir (1,|x;) erhalten.

Somit haben wir die i-te Spalte x; = A~le; von A~! ermittelt. Das
Verfahren auf alle Basisvektoren e; gleichzeitig angewandt

GauBscher Alg.
—

(A1) (1n | A)

liefert die inverse Matrix A1 = A’.

427 /820



DN ] L
Ein Zahlenbeispiel:

11 2
Wirwollen A= 0 1 2 invertieren (das geht, da det A = —3):
11 -1
11 2100 11 2100\,
01 20010 |"™' ({01 20 10| "
11 -1/00 1 00 —3/-10 1
100[1 -1 0 100[1 -1 0
o12/0 1 o |"3"lo10/-2 1 2
1 1 1 1
001/l o -1 o011 o -1
1 -1 0
dh.Al=| -2 1 2
1 o -1
3 3

Als explizite Probe rechne man AA™! = 13 nach.
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Berechnung der Inversen mittels Determinanten

Dazu benétigt man den Begriff der Streichungsmatrix.

Definition (Streichungsmatrix)

Sei A = (au)k,1=1..n € Mat(n,K) und 1 < i,j < n zwei Indizes. Die
Matrix Ajj € Mat(n — 1,K), die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
J-ten Spalte entsteht, heiBt (i, j)-te Streichungsmatrix von A.

Lemma

(i) die (i,j)-te Streichungsmatrix von A* stimmt mit der Matrix (Aj;)*
liberein.

(ii) (—1)i+j det A,'j = det(a1 cera@j_16@j41 a,,).

Beweis. (i) ist klar.
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Beweis von (ii). Die (n x n)-Matrix (a1 ---aj_1€jaj41---a,) lasst sich
durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten in
folgende Form bringen:

a;r 0 aij-1 0 a1 - am
aj—11 -+ dj-1j-1 0 dji—1j+1 - di-1n
Bjj = 0 0 1 0 0
aiy11 0 a@iv1j-1 0 aip1j41 o aiin
ani e anj—1 0 anj+1 to ann

Die Matrix Bjj lasst sich durch i — 1 Zeilen- und j — 1
Spaltenvertauschungen in die Blockdiagonalgestalt < é AO,-J- > bringen.
Also det(a;---aj_1€@j;1---a,) =

det B = (—1)(—DF0= det A; = (—1) " det A;. O
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Satz
Sei A = (ajj)ij € Mat(n,K) und A= (ajj)i,j definiert durch

~ i Lemma
ajj = (—1)’+J det AJ',' =" det(a1 c--@j_1€aAj41---A

Dann gilt AA = AA = (det A)1,,.

n)-

Beweis. Wir zeigen zuerst AA = (det A)1,:

~ Lemma
E ajjajk = E ajk det(a1 ccr@j-1 € Ajy1cce a,,)

ak

= det(a;---aj_1 Zajkej aj11---ap) = O detA
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Weiter im Beweis: Ist det(A) # 0, so erhalten wir aus Z\A = (det A)1,
auch AA = det(A)1,, und zwar durch Multiplikation von AA = (det A)1,
von links mit A und von rechts mit A~L.
Ist aber 0 = det(A) = det(A?"), so erhilt man
— mma(i) [~\t >
0=(Anar “Z (A) At = (ad)!

und damit auch AA = 0. O
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Folgerung (Entwicklungssatz von Laplace)
Fiir jede Matrix A € Mat(n, K) gilt:
(Z) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

n
det A=Y (~1)"a;det A;
j=1
(S) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

det A= (—1)""ajdet Aj.
i=1

Beweis. Auf der rechten Seite von (Z) bzw (S) steht, siehe Lemma (ii),
genau der i-te bzw. j-te Diagonaleintrag der Matrix AA = (det A)1, bzw.
der Matrix AA = (det A)1,. O
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Folgerung (Cramersche Regel)

Sei A € GL(n,K) und b € K". Dann gilt:
() At =gtz A
(i) Die eindeutig bestimmte Lésung x = (x;)i=1..n der Gleichung Ax = b
berechnet sich nach der folgenden Cramerschen Regel

Xj =

det A det(a1 ---a;_1 b ajy1cce a,,).

Beweis.
(i) folgt sofort aus det A # 0 und AA = (det A)1,,.
(ii) Mit EU = det(a1 cceaj-1€jaj41 -a,,) und x = A~ b ist

1 - 1
Xj = m Ej a,-jbj = det A det(a1 B P Ej bjej iyl ~a,,)
_ det(a a;_i1ba; ap) O
- det A 1 i—1 i+1 n
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Cramersche Regel fiir n = 2:

biaxy — a12b
X]. = -
ariax — appan

aitbo — bian
aiiaz — apa

Und (vgl. Spezialfille: b = e; bzw. b = &):

Al 1 ax  —aiz
d11d22 — aizazi —az1 411
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Determinante — Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Ein Zahlenbeispiel fiir den Entwicklungssatz von Laplace:

11 2
Wir wollen die Determinantevon A= 0 1 2 durch Entwicklung
T 1 -1
nach der ersten Spalte berechnen:
11 2
det 01 2 =1-detA;; —0-detAy; + 7 -det Az
™ 1 -1

1 2 1 2
—l-det<1 _1>+7r-det<1 2)——3+7r-0——3
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Kapitel 2

Diagonalisierung von Endomorphismen J
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S s e AT
Eigenwerte, Eigenvektor und Eigenraum

Definition

Sei F ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V, d.h. die
Selbstabbildung F: V — V sei K-linear.

o \ € K heiBst Eigenwert von F, wenn es einen vom Nullvektor
verschiedenen Vektor 0 # v € V gibt, so dass

F(v) = Av.

@ Jeder solche Vektor heiBt Eigenvektor von F zum Eigenwert \.
@ Der Unterraum von V definiert durch

Vi :={v e V|F(v) = \v}

heiBt Eigenraum von F zum Eigenwert \.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiel 1:
Sei V =R? und
01
F= ( 10 ) € End(V).

e1 + e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1,

e1 — e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert —1,

Die Eigenrdume sind V4 = R(e; + &) und V_1 = R(e; — ),
Da V = V; @ V_31, hat F keine weiteren Eigenwerte.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiel 2:
Die lineare Abbildung von R? nach R?, gegeben durch die Matrix

p .— [ €os¥ —sing
7 \sing cosp )’

ist eine Drehung um den Winkel ¢ und hat daher hat keine reellen
Eigenwerte, falls ¢ kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

0
1

x\ (0 -1 x\ [ =y \! X
o (5)=(19)(C)-()20)
d.h. —y = Ax und x = \y. Dies impliziert aber x = —A\2x und y = —\2y.
Wegen A2 > 0, ergibt dies x = y = 0.

Zum Beispiel ist Dy /» = < _01 ) und die Eigenwertgleichung liefert
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom

Das charakteristische Polynom dient zur Bestimmung der Eigenwerte.
Verabredung. Wir nehmen im Folgenden an, dass K O Q ein unendlicher
Korper ist. Wir unterscheiden nicht zwischen Polynomen P(t) € K][t] und
polynomialen Funktionen P: K — K.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n < oo und F € End(V).

Das charakteristische Polynom Pg: K — K, t — Pg(t), von F ist definiert
durch

Pe(t) := det(F —tld) = det(A— tl,)
= ) e(0) (a10(1) = t016(1)) - - * (3no(n) = tOno(n)) »
€S,

wobei A = (ajj);j die darstellende Matrix von F beziiglich (irgend)einer
Basis von V' ist.

v
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IECIENE TRV N LTI IEL L Charakteristisches Polynom

Wie sieht das charakteristische Polynom aus?

Satz
Das charakteristische Polynom von F € End(V) hat Grad n = dim V.

Schreibt man .
PF(t) = Z aktk
k=0
mit Koeffizienten o € K, die von F abhangen, dann gilt
ag = detF = detA.
Qp-1 = (_1)n—1 (311 TP coeaF ann)
Op = (_1)"7

wobei A = (ajj) die darstellende Matrix von F ist.

Die Summe der Diagonalelemente von A heit auch die Spur des
Endomorphismus F: spur(F) = spur(A) := ai1 + - + ann.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Beweis. Das Polynom (a1,(1) = td1(1)) * - - - * (3no(n) — tdno(n)) hat fiir
jede Permutation ¢ # Id einen Grad < n — 2, da dann mindestens zwei
Ausdriicke d;4(;) gleich 0 sind.

Daher gilt

Pe(t) = (a1 —t)-...-(ann — t) + Q(t)
mit einem Polynom Q(t) vom Grad < n— 2.
Ausmultiplizieren liefert nun:

Pr(t) = (1) + (~1)" M(au + -+ am) + -+ PE(0)

mit Pr(0) = det(F — 0-1d) = det F.

443 / 820



Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Satz
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V'). Dann gilt:

Die Eigenwerte von F sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von F.

Beweis.

A € K ist genau dann ein Eigenwert von F, wenn es einen Vektor

0# v € V gibt mit F(v) = Av, d.h. wenn (F — AId)(v) = 0 gilt, d.h.
wenn ker(F — Ad) # 0.

Dies ist gleichbedeutend mit det(F — AId) = Pg(\) = 0. O

444 / 820



Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen
Definition
Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n.

F € End(V) heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B = (bx, ..., by)
von V gibt, so dass die darstellende Matrix von F Diagonalgestalt hat:

A 0 0
Mg(F) = diag(A1,...,\n) == o . o |, mith,....,\,eK
0 0 A

Bemerkung
Die Basisvektoren b; sind dann Eigenvektoren von F und die
Diagonaleintrage \; sind die zugehdrigen Eigenwerte \;.

F ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
Diese Basis, wenn sie existiert, ist nicht eindeutig.

o
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P S
Charakteristisches Polynom und Diagonalisierbarkeit

Satz

Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren Endomorphismus F
zerfallt in Linearfaktoren.

Beweis. Aus Mg(F) = diag(A1,...,\,) folgt
Pe(t) = det(diag(A1 —t,...,A\p— 1))

()\1—t)~...-()\n—t)
(1) (= M) (E= M)

Bemerkung

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht, wie wir gleich sehen werden. J
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 1

Sei
(11 »
F_(O 1>€End(K).

Pr(t) = (1 — t)? zerfillt in Linearfaktoren, t = 1 ist der einzige Eigenwert.
Eigenvektoren zum Eigenwert 1 erfiillen die Gleichung

(00)(3%)=s

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 gleich V; = Ke;.

Es gibt also keine Basis aus Eigenvektoren und F ist nicht diagonalisierbar.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 2
Sei
_(0 —1 2

F-(l 0 >€End(K).
Dann gilt Pe(t) =t + 1.
Uber dem Korper K = R hat Pg(t) keine Nullstellen und zerfillt also nicht
in Linearfaktoren.
Insbesondere ist F nicht diagonalisierbar. Wir haben schon gesehen, dass
F die 90°-Drehung ist und deshalb keine Eigenvektoren hat.
Uber dem Korper K = C zerfillt Pr(t) = t> + 1 = (t + i)(t — i).

Dariiber hinaus ist F diagonalisierbar (mit komplexen Eigenwerten +/):

Fler —ier) = e +ieg=i(er — ie)
Fler +ie) = e —ieg = —i(e + iep).
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms

Ist X eine Nullstelle eines Polynoms P(t), so kann man P schreiben als
P(t) = (t = \)"Q(1)

mit einem Polynom Q mit Q(\) # 0. Die nicht-negative Zahl m heiBt
Vielfachheit der Nullstelle A.

Definition (Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms)

Sei F ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V
mit Eigenwert .

Die algebraische Vielfachheit my des Eigenwerts X\ ist definiert durch

Pe(t) = (t — A)™ Q(t), wobei Q € K[t] mit Q(X) # 0.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Multiplizitat und Dimension des Eigenraumes

Satz

Es sei V) der Eigenraum zu X und ny := dim V) die sogenannte
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \. Dann ist die geometrische
Vielfachheit durch die algebraische Vielfachheit beschrankt

ny < my.

Beweis. Sei By = (by,..., by, ) eine Basis des Eigenraums V).

Nach dem Austauschsatz konnen wir By zu einer Basis B von V erginzen.

Dann gilt
AL,
MB(F)Z( 0 ;>

wobei D eine quadratische Matrix ist.
Daraus ergibt sich Pg(t) = (—1)™(t — A\)™ Pp(t) und somit ny < my. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Satz

Sei V ein Vektorraum, F € End(V) und v, i =1,..., k, seien
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten \;.

Dann ist die Familie (vi, ..., vk) linear unabhangig.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach k.

IA: Fiir k =1 ist nichts zu zeigen, da ein Eigenvektor per definitionem
ungleich dem Nullvektor ist.

IV: Sei k > 2, und es gelte dass die Familie (vi,...,vk_1) von k —1

Eigenvektoren vy, ..., vk_1 zu verschiedenen Eigenwerten A; linear
unabhangig ist.

IS: Seien vi, ..., vk Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten ;. Wir
miissen zeigen, dass die Familie (v;) linear unabhangig ist.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:

Angenommen, es gelte 0 = Zf'(:l civj, so folgt folgt einerseits

k
0= Z )\kC,'V,'
i=1

und andererseits durch Anwendung von F

k
0= Z )\,'C,' Vi.
i=1

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

1
0= ()\k - )\,‘) CiVv;
N——

£0
und somit (wegen der Induktionsvoraussetzung) ¢; = 0 fiir
i=1,...,k—1.

Es folgt 0 = Zf'(:l CiV;i = cxVvk und somit auch ¢, = 0. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Erinnerung und Erweiterung:

Definition (Innere Summe von mehr als zwei Unterrdaumen)

Sei V ein Vektorraum und V1, V3, ..., Vi C V Unterrdume. Die innere
Summe der Unterrdume V; ist dann der Unterraum

Vit Vot o+ Vi={vitvot - +wlveV,i=12... k.

Haben die Unterrdume die Eigenschaft
vin span{U Vi}={0} Vi
JFi
so heiBt die Summe direkt und wir schreiben V; ® Vo @ --- @ V.

Es gilt:
o Jeder Vektor v € Vj @ ... @& V) hat eine eindeutige Darstellung
V=vi+w+---+vemitv €V,
() Vl@...EB Vk:("‘((vl@ V2)69 V3)@'--@ Vk—l)@ Vk.

4
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit und Aufspaltung in Eigenraume

Satz

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V). Dann sind
aquivalent:

(i) Der Endomorphismus F ist diagonalisierbar

(i) Das charakteristische Polynom Pf zerfallt in Linearfaktoren und fiir
alle Eigenwerte \ stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit
liberein, my = ny

(iii) V ist direkte Summe von Eigenrdumen, V = @ V.

X EW

Beweis. Sei F ein beliebiger Endomorphismus. Seien A1,..., A, die
verschiedenen Eigenwerte von F. Sei U = @f-(:l V), € V die innere
Summe der Eigenrdume zu den verschiedenen Eigenwerten. Sie ist direkt.

Waihle eine Basis By von U. Nach dem Austauschlemma kdnnen wir By
zu einer Basis B von V ergidnzen.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:
Die darstellende Matrix von F beziiglich B hat dann die Gestalt

MB(F):<€\ ;)’

wobei A die darstellende Diagonalmatrix der Einschrankung F|y (beziiglich
der Basis By) ist und D eine (m x m)-Matrix ist, m := dim V — dim U.
Daraus folgt fiir das charakteristische Polynom von F

Pr(t) = Pa(t)Q(1),

wobei Q(t) = Pp(t), falls m > 0 und Q(t) =1, falls m = 0.

Nun gilt: F diagonalisierbar <— U=V <= m=0 <
PF(t):PA(t):(Al_t)nkl...()\k_t)"kk. 0
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Kapitel 3

Euklidische und Hermitesche Vektorraume }
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Euklidische und Hermitesche Vektorraume

Wir betrachten nun Vektorrdaume, die mit einer zusatzlichen Struktur,
einem Skalarprodukt, ausgestattet sind. Mit dessen Hilfe kdnnen wir
geometrische GroBen wie Abstand, Lange und Winkel definieren.

Erinnerung: Linearformen
Sei V ein K-Vektorraum.

@ Der Vektorraum

V¥ = L(V,K) = {L: V = K| L ist K-linear}

heiBt Dualraum zu V oder auch Raum der Linearformen.

e Hat V endliche Dimension n, so auch V*. Ist (v, .

von V/, so ist v{,..., v, definiert durch

*(0O\ _ 1 fallsi=j
Vi(VJ)_{O falls i #£j

eine Basis von V*. Diese Basis heiBt die zu (v,

.., Vp) eine Basis

..., Vp) duale Basis.

)




Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Bi- und Multilinearformen
Definition
Sei V ein K-Vektorraum.

@ Eine Abbildung B: V x V — K heiBt Bilinearform, wenn sie linear in
beiden Argumenten ist, d.h. wenn fiir alle x,y,z € V und a,b € K
gilt:

B(ax+ by,z) = aB(x,z)+ bB(y,z) und
B(z,ax + by) = af(z,x)+ bs(z,y)

o Eine Abbildung

p:VE=Vx...xV = K

(visoooyve) = plva, .o vi)

heiBt Multilinearform (genauer k-Linearform), wenn p in jedem der k
Argumente linear ist.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Beispiele
@ Linearformen sind 1-Linearformen

Beispielsweise ist fab f(x)dx eine Linearform auf dem Vektorraum
der integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b].

e Sei V = CO([a, b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem
Intervall [a, b]. Dann definiert (f,g) — fab f(x) - g(x)dx eine
Bilinearform auf V.

@ Die Determinante det: Mat(n, K) = (K")"” — K ist n-linear.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Symmetrische und schiefymmetrische Bilinearformen
Definition
Eine Bilinearform 5: V x V — K heiBt

@ symmetrisch, wenn

B(v,w) = p(w,v) firalle v,we V.
@ schiefsymmetrisch, wenn

B(v,w) = —p(w,v) firalle v,we V.
@ nicht entartet, wenn die lineare Abbildung

vV — Vv
v = B(Va')

injektiv ist, d.h. wenn v = O der einzige Vektor ist, fiir den
B(v,w) =0 fiir alle w € V gilt.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen
Definition

SeidimV =n, a: V x V — K eine Bilinearform und B = (b, ..., by)
eine geordnete Basis von V. Die darstellende Matrix von « beziiglich der

Basis B ist die (n x n)-Matrix A mit den Eintragen

Qjj = Oz(b,', bj).

Bemerkungen/UA

o At ist die darstellende Matrix der linearen Abbildung
V 5 v a(v,-) € V* beziiglich der gegebenen Basis von V und der
dazu dualen Basis von V*. Denn betrachte
Vi — a(v,-, —) = Zj Bj,-vj*
und wende die Linearform auf der rechten Seite auf v, an und finde
ajk = a(vi, vk) = >_; Bjivi (vi) = Bui
@ Die Bilinearform « ist genau dann nicht entartet, wenn die Matrix A
invertierbar ist.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Bemerkungen/UA

@ Die Bilinearform « ist genau dann symmetrisch bzw.
schiefsymmetrisch, wenn die Matrix A symmetrisch bzw.
schiefsymmetrisch ist, d.h. wenn A = A® bzw. A = —A*. Der Raum
der symmetrischen (bzw. schiefsymmetrischen) Bilinearformen bildet

einen Vektorraum iiber K der Dimension @ (bzw. @)

462 / 820



Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Euklidische Vektorraume

Definition (Euklidisches Skalarprodukt/Euklidischer Vektorraum)

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform

(-,): V x V. — R heiBt positiv definit, wenn fiir alle v € V, v # 0 gilt
(v,v) > 0.

Ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite

symmetrische Bilinearform V x V — R.

Ein Euklidischer Vektorraum ist ein reeller Vektorraum, zusammen mit
einem (Euklidischen) Skalarprodukt.

Bemerkung

Skalarprodukte sind nicht entartet, denn aus (v, v) = 0 folgt v = 0.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Beispiel
Das kanonische Skalarprodukt auf R" ist definiert durch

n
<X, Y> = ZXiYi’
i=1

wobei x =Y | xje; und y = >"7_; yje;. Die darstellende Matrix des
kanonischen Skalarprodukts von R" beziiglich der kanonischen Basis ist die
Einheitsmatrix 1,,, denn

1, falls i=j
e, ) =0;:=2 ’
(ei, ) Y 0, sonst.
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e
Geometrische GroBen 1: Lange und Abstand

Definition
Sei V ein Euklidischer Vektorraum.

e Die Lange (auch Norm) eines Vektors v € V ist die nicht-negative

Zahl
vl :== V{v,v).
e Der Abstand d(x,y) zweier Punkte x,y € V ist die Linge des

Vektors y — x:
d(x,y) = lly — |-
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e
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist fundamental. Sie erlaubt es u.a.,
Winkel zu definieren.

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei V ein Euklidischer Vektorraum. Dann gilt fiir alle v,w € V:

(v, W) <|lv]| - [wll;

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhingig sind.

v

Beweis. Wir kdnnen annehmen, dass v # 0 und w # 0 gilt, denn sonst ist
nichts zu zeigen.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Weiter im Beweis:
Fiir alle A\, u € R gilt wegen der Bilinearitat

0< (v + aw, Av + aw) = X[v? + 22wl + 27ulv, w).

Einsetzen von \ = H und =+ ||||:/|||| liefert

0 < 2f|v[[wll + 2(v, w),

d.h. £(v,w) <||v||||w]|, und damit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
Gleichheit gilt genau dann, wenn fiir eine dieser beiden Wahlen von A und
w gilt Av + uw = 0, d.h. wenn v und w linear abhangig sind. O
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e
Geometrische GroBen 2: Winkel und Orthogonalitat

Definition
Sei V ein Euklidischer Vektorraum und v,w € V \ {0}.

o Der Winkel Z(v,w) zwischen v und w ist definiert als

L(v,w) = arccosM € [0, n].
vl wll

€[-1,1]
o Man sagt, dass v,w € V senkrecht aufeinander stehen oder

orthogonal sind, wenn
(v,w) =0

und schreibt dafiir v 1 w.

o Fiir jeden Unterraum U C V heiBt der Unterraum
Ut :={v e V|v L u firall ue U}

das orthogonale Komplement von U in V.




Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Orthogonales Komplement
Satz

Sei B eine nicht entartete Bilinearform auf einem n-dimensionalen
Vektorraum V' und U C V ein Unterraum.

(i) Dann hat der Unterraum U’ :=={v € V| B(u,v) =0 Vu € U} die
Dimension dim U’ = n — dim U.

(ii) Die Unterrdume U und U’ sind genau dann komplementdr, d.h.
V=UpU, wenn UNn U’ =0.

Zu jedem Unterraum in einem Euklidischen Vektorraum gibt es ein
ausgezeichnetes Komplement:

Folgerung

Sei U C V ein Unterraum eines endlichdimensionalen Euklidischen
Vektorraums. Dann ist U+ ein Komplement zu U in V, d.h. V = U & UL,

Beweis. der Folgerung: es gilt U N U+ = {0}, denn v € U N U+ impliziert
(v,v) = 0. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt v = 0. O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Beweis des Satzes:

Sei (u1,...,u,) eine Basis von U, ausgedehnt zu einer Basis (u1, ..., u,)
von V. Der Unterraum U’ ist genau der Lésungsraum des linearen
Gleichungssystems

Blui, Y xuj) Zﬁu,,qu, Zﬁuxj_o firalle i=1,...,r.

Da f nicht entartet ist, ist die Abbildung U > v+ S(u,.) € V* injektiv.

Somit hat die Matrix (8jj)i=1,....rj=1,...,n Vollen Rang r = dim U. Damit ist
die Dimension des Lésungsraumes U’ gleich dimV — r = dim V — dim U.
(i) folgt aus (i) und der Dimensionsformel:

dim(U+ U) = dimU+dim U —dim(UN V)

i

= dimV —dim(UNU).

—
~

O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume [OIgditelielgy EISNEEES S

Orthonormale Basen

In Euklidischen Vektorraumen gibt es eine ausgezeichnete Klasse von
Basen.

Definition
Sei (V,(.,.)) ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum.
(i) Eine Vektor v € V heiBt Einheitsvektor, wenn ||v|| = 1.

(ii) Eine Basis (wx,...,wp) von V aus n Einheitsvektoren w; € V, die
orthogonal zueinander sind, heiBt Orthonormalbasis (kurz: ONB). Es
gi/t <W,', WJ> = 5,"]'.

Beispiel
Die kanonische Basis von R” ist orthonormal bzgl. des kanonischen
Skalarproduktes.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume [OIgditelielgy EISNEEES S

Die Komponenten eines Vektors v € V in einer Orthonormalbasis
(wa,...,w,) sind gegeben durch (v,w;) € R, d.h.

n
v = Z<V7 Wi>W/
i=1

Beweis. Da (wy, ..., w,) eine Basis ist, ldsst sich v (eindeutig) als
Linearkombination schreiben,

n
V:Z)\,‘W; mit AeR.
Wir nehmen das Skalarprodukt mit w;:

(v, wj) ZA (wi, wj) :zn:A,-5;J:)\j
i=1

O
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume [INOIgiITiTolgy E1CNEEEET]

Satz

Sei V ein Euklidischer Vektorraum und (v;);c; eine Familie von
orthogonalen Vektoren v; € V mit v; # 0, d.h.

vi L fiiralle i#j.

Dann ist die Familie (v;)ic; linear unabhangig.

Insbesondere ist in einem n-dimensionalen Euklidischen Vektorraum jede
Familie aus n orthogonalen Einheitsvektoren eine Orthonormalbasis.

Beweis.
Sei 0 = ZjeJ Ajvj, wobei J C [ eine endliche Teilmenge ist und \; € R.
Daraus folgt fiir alle i € J

0= (vi, Y Avi) =D Nivi,vy) = Aillvil®
jed jed
und somit \; = 0. U
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume [OIgditelielgy EISNEEES S

Orthonormalisierungsverfahren

Satz (Gram-Schmidt)

Jeder endlich-dimensionale Euklidische Vektorraum besitzt eine
Orthonormalbasis. (Diese ist natiirlich nicht eindeutig.)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n = dim V € N.
e Falls dim V =1, so existiert v # 0 und wy := m ist eine ONB.

@ Wir nehmen an, dass jeder Euklidische Vektorraum der Dimension
< n eine ONB hat und zeigen, dass dann auch jeder n-dimensionale
Euklidische Vektorraum eine ONB hat.

@ Sei v € V, v # 0. Nach Induktion besitzt der (n — 1)-dimensionale
Unterraum v+ := (Rv)* eine ONB (wa, ..., w,). Durch wq := ™
wird diese zu einer ONB von V ergidnzt.

O
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Orthonormale Basen
Gram-Schmidt Verfahren

Eine beliebige Basis der Form (vi, ..., v,) kann man algorithmisch zu einer
ONB umformen:

Wir setzen wy = m [terativ nehmen wir an, dass wir schon Vektoren
Wi, ..., wk konstruiert haben mit (w;, w;) = dj;. Ist (wy, ..., wi) schon
eine Basis, dann sind wir fertig. Andernfalls definieren wir die senkrechte
Projektion von vy1 auf den von den Vektoren wy, ..., wx aufgespannten
Raum:

Vir1 = (Vier, wi)wi + o+ (Vigr, Wi wi

und bilden: Wy11 = k411 — Vkt1. Es gilt
<|7Vk+1, W,'> = <Vk+1, W,'> — (Vk+1, W;><W,', W,'> =0fir1l < i < k.

Der Vektor wy 1 = ”~ ” erfiillt dann (wyy1, wj) = dx41, und
(wi, ..., wp) ist eine ONB.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Normierte Vektorraume

Normierte Vektorraume

Definition
Sei V ein K-Vektorraum, wobei K = R oder K = C.
Eine Norm auf V ist eine Abbildung

[-1: V—=1[0,00), v v,

mit folgenden Eigenschaften:

N1) Fiir v € V gilt genau dann ||v|| =0, wenn v = 0.

N2) |[Av] = |A| - ||v| fir alle v e V, X € K.

N3) ||v + wl| < ||v||+ ||w] fiir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer Vektorraum
zusammen mit einer Norm.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Normierte Vektorraume

Satz
Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum. Dann wird durch

Ivll == v/(v,v), veV,

eine Norm || - || auf V definiert. Damit ist jeder Euklidische Vektorraum
insbesondere ein normierter Vektorraum.

Beweis.
N1) folgt daraus, dass (-, ) positiv definit ist.

N2) folgt aus der Bilinearitat von (-, -):
IAVIZ = (v, Av) = X2 {v, v) = A2||v|2.
N3) folgt aus der Bilinearitdt und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

lv+wl® = [IvI®+ [w]l? + 2(v, w)
< VIE+ Iwl? + 2liviliwl = (vIE+ wl)?. O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hermitesche Vektorraume

Hermitesche Vektorraume

Um auf komplexen Vektordumen geometrische GréBen einfiihren zu
kénnen, bendtigt man den Begriff eines Hermiteschen Skalarprodukts.
Definition

Sei V ein komplexer Viektorraum. Eine Hermitesche Form auf V ist eine

Abbildung (-,-): V x V — C, die C-linear im ersten Argument ist, und die
fiir alle v, w € V folgende Bedingung erfiillt:

(v,w) = (w,v) .

Bemerkung

Daraus folgt, dass (-, -) konjugiert-linear im zweiten Argument ist, d.h.

(u, \v + pw) = Xu, v) + au,w) fiiralle u,v,w e V,\,u€C,

denn {(u, \v) = (v, u) = X (v, u) = XNu, v).

AuBerdem ist (v, v) reell fiir alle v € V, da (v,v) = (v, v).
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Bemerkung

Die Menge der Hermiteschen Formen eines komplexen Vektorraumes ist
ein reeller (kein komplexer!) Vektorraum, denn: Ist 3 eine Hermitesche
Form und A € C, so gilt

()\B)(U, V) = )‘/B(Uv V) = )‘/B(Vv U) = X/8(‘/7 U),
d.h. (A\B)(u,v) = (AB)(v, u), falls X = X reell.

Definition
Eine Hermitesche Form (-,-): V x V — C heiBt positiv definit, wenn

(v,v) >0 fiiralleve V\DO.

Ein (Hermitesches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite
Hermitesche Form V' x V' — C. Ein Hermitescher Vektorraum ist ein
komplexer Vektorraum zusammen mit einem Hermiteschen Skalarprodukt.
(Hermitesche Vektorrdume heiBen auch unitire Vektorraume.)

V.
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Beispiel
@ Das kanonische (Hermitesche) Skalarprodukt auf C" ist definiert

durch .
<Zv W> = Zziwi)
i=1

wobei z =", zie; und w = Y7 ; wje;.

@ Sei V =R". Dann definiert jedes Euklidische Skalarprodukt (.,.) ein
Hermitesches Skalarprodukt (.,.)" auf C" mittels komplex linearer
und konjugiert linearer Erweiterung. D.h. wir definieren (.,.)" durch

(x+ iy, ut i) = O u) + (v, v) + i (s o) = (x,0)

fiir alle x, y, u, v € R".
(., )" ist in der Tat ein Hermitesches Skalarpodukt (UA)
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Bemerkung
Sei V ein Hermitescher Vektorraum.

o Auf V definiert man wieder die Lange eines Vektors durch

vl == ({v,v), veV.

@ Ist (.,.) ein Hermitesches Skalarpodukt, so definiert sein Realteil
g(u,v) := Re(u, v) ein Euklidisches Skalarprodukt auf V, aufgefasst
als reeller Vektorraum (UA).

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei h = (-,-) ein Hermitesches Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V.
(i) Dann gilt fiir alle v,w € V:

() v, w) < vl - [lwl

(ii) Gleichheit in () gilt genau dann, wenn v und w linear abhangig sind.
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Beweis.

(i) Wir konnen annehmen, dass (v, w) # 0 gilt, und setzen

_ {vw)
A= €C

Wegen |{v, w)|?> = (v, w){v, w) gilt dann
(v,w)(v,w)
(v, w)]

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Euklidische
Skalarprodukt g := Re(h) liefert weiter

(2) (v, w) =g(Av,w) < Ve(Av, Av)Vg(w, w) = [|v] - [|wl|.

(ii) Gleichheit in (2) und somit in (x) gilt genau dann, wenn Av und w
linear abhangig iiber R und somit v und w linear abhingig iiber C
sind.

Av,w) = Nv,w) = = |{v,w)|.

O
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Hermitesche Vektorriume
Die Euklidische Norm

Die Euklidische Norm

Wie im Fall von Euklidischen Vektorraumen gilt fiir Hermitesche
Vektorraume V: Das Hermitesche Skalarpodukt (-,-) definiert eine Norm

| -] auf V:

vl ==+ (v,v), veV.
Fiir N2) rechnet man nach: ||Av||2 = (Av, Av) = AX(v, v) = A\ v
Die durch das kanonische Skalarprodukt auf dem R" und die kanonische
Hermitesche Form auf dem C” definierte Norm heiBt Euklidische Norm,
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Unitare Basen
Wieder gibt es eine ausgezeichnete Klasse von Basen:

Definition (Unitdre Basen)

Sei (V,(.,.)) ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum. Eine
unitare Basis von V ist eine Basis (wa, ..., wy,) mit

(wj, wj) = dj;.

(Ist der Bezug auf das Hermitesche Skalarpodukt klar, so kann man auch
wieder von einer ONB sprechen.)

Die Komponenten eines Vektors v € V in einer unitdren Basis
(wi,...,w,) sind wieder gegeben durch (v, w;), d.h. v =>""_1 (v, wi)w;.
Satz

Jeder endlichdimensionale Hermitesche Vektorraum besitzt eine unitire
Basis.

Beweis. Ubungsaufgabe (wie fiir den Satz von Gram-Schmidt) s Fsho



G S U
Die orthogonale Gruppe
Definition

Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum.
Eine surjektive lineare Abbildung F: V — V heiBt orthogonal, wenn

(F(v),F(w)) = (v,w) fiiralle v,we V.

Bemerkung

@ Aus der Gleichung folgt, dass F injektiv ist: aus F(v) = 0 folgt
0= (F(v),F(v)) = (v,v), also v =0. Falls dim V < oo, so folgt aus
Injektivitat die Surjektivitdt. Diese muss also bei endlich
dimensionalen Vektorraumen nicht gefordert werden.

@ Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe
O(V) C Aut(V), die sogenannte orthogonale Gruppe.

@ Orthogonale Abbildungen erhalten Winkel, Langen und Abstidnde. Sie
setzen sich daher aus Drehungen und Spiegelungen zusammen.

4
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Die orthogonale Gruppe des R”

Beispiel

Wir betrachten den R” mit dem kanonischen Skalarprodukt
(x,¥) := Y11 xiyi. Dann definiert man die orthogonale Gruppe

O(n) := O(R", (., .))

als Untergruppe invertibler Matrizen. Sei A = (a;j) € Mat(n,R) und e; die
kanonische Basis. Dann ist A € O(n) <=

(5,'J' = <e,-,ej> Ae,,AeJ E ak,a/J €k, e/ E ak,-a/jék/ = E akidkj
k

firallei,j=1,..

., n. Dies ist aber dquivalent zu 1,, = A*A. Es gilt also
fir A € Mat(n,R)

A€ O(n) = A'A=1,,

v
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Die unitare Gruppe

Definition (Unitdre Gruppe)

Sei (V,(-,-)) ein Hermitescher Vektorraum.

Ein surjektiver Endomorphismus F: V' — V heiBt unitdr, wenn

(F(v), F(w)) = {v,w) fiiralle v,we V.

(Falls dim V < oo, braucht die Surjektivitat nicht gefordert zu werden.)
Die unitiren Endomorphismen bilden eine Untergruppe U(V) C Aut(V),
die sogenannte unitire Gruppe (UA).

Beispiel
Fir U(n) := U(C", (-, ), (z,w) := > ziw;:
A€ U(n) < A'A =1,. Man schreibt auch A := A",

Ubungsaufgabe
U(n) kann als Untergruppe von O(2n) aufgefasst werden.
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Normalformen unitdrer Endomorphismen

Normalformen von Endomorphismen

Fiir bestimmte Klassen von Endomorphismen F: V — V existiert eine
Normalform. Damit ist gemeint, dass man stets eine Basis von V finden
kann, in der die darstellende Matrix Normalform — z.B. Diagonalgestalt —
hat (und dass “echt"” verschiedene Endomorphismen in Normalform auch
verschieden aussehen).

Sei z. B. F: R?> — R? mit der darstellenden Matrix

11
A:<12>.
5 1

beziiglich der kanonischen Basis (e1, e2). Dann ist by = e; — e ist ein
Eigenvektor zum Eigenwert % und b, = e; + e zum Eigenwert % D.h. in
der Basis (b1, bp) hat F die einfachere Diagonalgestalt

>
2

Wir werden insbesondere Normalformen fiir orthogonale und unitére

Endomorphismen finden.
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Satz (Normalform unitdrer Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum und F € U(V)
ein unitarer Endomorphismus.

(i) Die Eigenwerte von F sind komplexe Zahlen vom Betrag 1.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine unitire Basis von V bestehend aus Eigenvektoren von F.
D.h. F ist in einer unitdren Basis diagonalisierbar.

Beweis.
(i) Sei v ein Eigenvektor von F und A € C der zugehérige Eigenwert. Aus
0 # (v,v) = (Fv, Fv) = (Av, Av) = AX\(v, V)
ergibt sich |A\| = 1.
(ii) Seien v, w € V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten A und p.
Wegen (i) ist A~1 = X. Daher impliziert pu # X, dass \fi # 1.
Aus (v,w) = (Fv, Fw) = Afi{v, w) folgt daher (v, w) = 0.
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(iii) Beweis durch Induktion nach n = dim V. Der Fall n =1 ist klar.

Sei dim V > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes
nicht-konstante komplexe Polynom eine Nullstelle. Insbesondere hat
das charakteristische Polynom von F eine Nullstelle und F mithin
einen Eigenwert A1 # 0.

Wir wahlen einen zugehorigen Eigenvektor by € V der Lange 1 und
betrachten den Unterraum W := by

Es gilt dmW =n—1und FW C W, denn aus w € W folgt
0 = <b1, W> = <Fb1, FW> = )\1<b1, FW>

und somit Fw € W, da A\; # 0.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitare Basis (by, ..., b,)
von W bestehend aus Eigenvektoren von F und (by, ba, ..., by) ist
die gesuchte unitdre Basis von V. O
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Normalform orthogonaler Endomorphismen

Folgerung (Normalform orthogonaler Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und F € O(V) ein
orthogonaler Endomorphismus.

(i) Eigenwerte von F sind reelle Zahlen vom Betrag 1, dh. = +1.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis, beziiglich derer F durch eine
Blockdiagonalmatrix folgender Art dargestellt wird

diag(A1, ..., Ap; Dyys - -5 D),

. _ [ cosp; — sin ;
wobei \; € {+1}, D, < R > Drehungen um den
Winkel ¢; € R sind, und p +2q = dim V gilt.

v
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Beweis.
(i-ii) Gleicher Beweis wie fiir unitdre Endomorphismen.

(iii) Analog erhalten wir auch eine aus Eigenvektoren bestehende ONB
(b1,...,bp) fiir die Summe U := V4 & V_; der Eigenrdume V4.

Es sei U # V. Wieder bildet F das orthogonale Komplement
W := U" in sich ab. AuBerdem enthilt W keine Eigenvektoren von
F.

Insbesondere hat W gerade Dimension m = 2q, denn sonst hatte das
charakteristische Polynom der Einschrankung F|w als reelles Polynom
ungeraden Grades eine reelle Nullstelle.

Es geniigt zu zeigen, dass W eine ONB besitzt, beziiglich der die
darstellende Matrix von F|y die Gestalt diag(D,,, ..., D,,) hat .
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Weiter im Beweis:

Durch Wahl einer ONB von W koénnen wir annehmen, dass W = R™ der
Euklidische Raum ist und F|y gegeben ist durch A € O(m).

Wir kdnnen A als komplexe Matrix, d.h. als Endomorphismus des C™,
auffassen. Dann ist A unitar beziiglich des Hermiteschen Skalarproduktes
auf C™, welches durch das Euklidische Skalarprodukt auf R™ induziert
wird, denn A*A =1,, und A = A implizieren AA = 1,.

Sei nun p ein komplexer Eigenwert von A mit Eigenvektor v = x + iy mit
x,y € R". Da A reell ist, gilt

Av=puv = AV:EZWZE-V.
Also ist r auch ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v := x — iy. Die echt
komplexen Eigenwerte i; = e’ (¢j € R) treten also in komplexe
konjugierten Paaren gleicher Vielfachheit auf, denn die komplexe
Konjugation der Komponenten bildet den Eigenraum zum Eigenwert p
isomorph auf den Eigenraum zum Eigenwert [z ab.
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Weiter im Beweis: Nach dem Satz gibt es eine unitdre Basis

(ﬁl)"wﬁ(ﬁﬁ)"w@)

von C™ = C?9 bestehend aus Eigenvektoren von A € U(m) mit
zugehorigen Eigenwerten

(ula--'vuqaﬁla"' 7ﬁq)-

Hierbei ist u; = €% mit ¢; € R. Wir setzen fir j=1,...,¢:

1 _ ' _
B = \ﬁ(ﬁj +5) B = \%(51 - B;).

(B1,BYs- -+, By, By) ist eine ONB von R™. (Das Euklidische Skalarprodukt
von R™ ist die Einschrankung des Hermiteschen Skalarprodukts von C™.)

Die darstellende Matrix von A beziiglich dieser Basis ist von der
gewﬂnschten Form: B ' B
ABy = L(e'%if; + e 995)) = cos(ipj) (8 + ;) + sin(i)) (8 — B) O
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Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition (Selbstadjungierte Endomorphismen)
Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes (V, (., .)).
o Ein Endomorphismus F2 € End(V) heiBt zu F adjungiert, falls
(F(v),w) = (v, F%(w)) fiiralle v,we V.
o Existiert F29, so nennt man F normal, wenn F3® o F = F o F29,
Speziell nennt man F selbstadjungiert, wenn F = F29,

(Wir untersuchen jetzt die Diagonalisierbarkeit im Fall F = F2¢, konnten
allerdings auch allgemeiner normale Endomorphismen betrachten.)

Satz
Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraums V.

e Dann existiert héchstens ein zu F adjungierter Endomorphismus F39.

e Ist V endlich-dimensional, so existiert F9.
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass (.,.) nicht entartet ist:
Seien F; und F, zu F adjungiert. Dann gilt fiir alle u, v € V, dass

(u, Fa(v) = Fa(v)) = (F(u),v) = (F(u),v) = 0.

Damit muss aber gelten, dass F1(v) = Fa(v) fiir alle v € V.

Sei nun dim(V) = n, (b1, ..., by) eine Orthornomal- (bzw. unitdre) Basis
und sei A = (ajj)j=1,.,n die darstellende Matrix von F beziiglich dieser
Basis, d.h.

F(bj) = Z ajjb;, oder dquivalent dazu (F(b;), bi) = aj;
i=1

Dann ist F2¢ gegeben durch die darstellende Matrix Af := A’ denn
n
<ijFad ijzakbk Zaik<bjabk>:aijv

und damit (F(u),v) = (u, F29(v)). O
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Symmetrische und Hermitesche Matrizen

Folgerung (aus dem Satz)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum
und A die darstellende Matrix eines Endomorphismus F beziiglich einer
ONB. Dann ist die darstellende Matrix von F?¢ gegeben durch A" und es
gilt

F selbstadjungiert <= A = A,

Beispiel

Insbesondere gilt fiir V = R” mit dem kanonischen Euklidischen
Skalarprodukt bzw. fiir V = C" mit dem kanonischen Hermiteschen
Skalarprodukt, dass A?9 = At bzw. A% = Al = AL

Matrizen mit A = A’ (und ebenso die zugeh6renden Endomorphismen)
heiBen symmetrisch. Analog verwendet man (iiber C) den Begriff
Hermitesch, wenn A = Af.

v
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Kern und Bild von adjungierten Endomorphismen
Erinnerung:

ker(F) = {veV|F(v)=0}
im(F9) = {F*(w)|we V}

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes V. Dann gilt

ker(F) = (im(F39))*
ker(F?4) = (im(F))*

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der definierenden Gleichung
(F(v),w) = (v,F*(w)), fiiralle v,w € V.

O
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Normalform selbstadjungierter Endomorphismen

Satz (Normalform selbstadjungierter Endomorphismen)

Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und F € End(V)
selbstadjungiert.

(i) Die Eigenwerte von F sind reell.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von F stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Falls dim V < oo, so besitzt V' eine orthonormale bzw. unitire Basis
bestehend aus Eigenvektoren von F.

Beweis.
(i) Aus Fv = Av und |Jv|| = 1, folgt A = (Fv,v) = (v, Fv) = \.
(i) v, w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A\, u € R.
Dann folgt aus
Mv,w) = (Fv,w) = (v, Fw) = pu(v, w)
mit A # p, dass (v, w) = 0.
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Weiter im Beweis:

(iii) Es genligt zu zeigen, dass F einen Eigenvektor v besitzt. F erhilt
dann das orthogonale Komplement W := v: fiir w € W gilt

(v,w) =0 = (v,Fw)=(Fv,w)=0.

Somit ist wiederum ein Induktionsbeweis nach der Dimension von V
moglich.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische
Polynom von F eine Nullstelle A. Im Fall V komplex und hermitesch
liefert das die Existenz eines Eigenwertes und eines Eigenvektors.

Im Fall V reell und Euklidisch fixieren wir eine ONB und identifizieren
V mit R". Wir kdnnen dann F auffassen als selbstadjungierten
Endomorphismus von R", aber auch von C". Beide haben dasselbe
charakteristische Polynom, welches nach (i) reelle Nullstellen hat und
daher in reelle Linearfaktoren zerfallt.

Also hat F auch im Fall eines reellen Vektorraumes V einen
Eigenvektor v € V.
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Dualisierung

Satz

Sei (V,({.,.)) ein endlich-dimensionaler Euklidischer (oder Hermitescher)
Vektorraum. Der R-Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen (bzw.
der Hermiteschen Formen) auf V ist isomorph zum R-Vektorraum der
selbstadjungierten Endomorphismen von V.

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch die Beziehung
B(u,v) = (F(u),v), YuveV.

zwischen einem selbstadjungierten Endomorphismus F und einer
symmetrischen/Hermiteschen Form 5 (UA). O
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Folgerung

Sei V' ein C-Vektorraum mit dim(V) = n und h eine Hermitesche Form
auf V.

(i) Dann existiert eine Basis von V, beziiglich derer die darstellende
Matrix von h folgende Gestalt hat:

diag(1,,,—1,_,04)

mit ry +r— + rp = n und 0,, € Mat,,(C) die ry x ro-Nullmatrix.

(ii) Die Zahlen ry und r— hingen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. (i) Waihle ein Hermitesches Skalarprodukt (-, ) auf V.

Dann entspricht der Hermiteschen Form h ein selbstadjungierter
Endomorphismus F. Dieser kann in Normalform gebracht werden mit
reellen Eigenwerten \; und einer unitiren Basis (u1, ..., u,) aus
Eigenvektoren von F.

Es gebe ry positive und r— negative Eigenwerte. Dann ist
dim(ker(F))=n—ry —r_.
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Fir \j # 0 setze &i; := uj. Dann ist fiir A\; #£0

1
RY

o oo A;
h(b;, ;) = (F;, Uj) = B |<u,, uj) = £19;

und die Basis hat die gewiinschte Eigenschaft.
Beweis von (ii): Aus
Vo =ker F = {v|h(v,w) =0 firalle we V}

folgt die Unabhangigkeit von rg = dim V von allen Wahlen.
Um zu zeigen, dass etwa ry unabhangig von allen Wahlen ist, zeigen wir

ry = max{dim W | W C V_ h auf W positiv-definit}.

Dazu sei V4 bzw. V_ die Summe der Eigenrdume zu den positiven bzw.
negativen Eigenwerten.

h ist auf V. positiv definit und auf dem Komplement V_ & V4 negativ
semi-definit, d.h. h(v,v) <O firalle ve V_ @ V.

Sei W C V ein UR, auf dem h positiv definit ist.

Dann gilt W N (V_ & Vp) = 0 und somit dim W < r,. O
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Hauptachsentransformation

Folgerung (Hauptachsentransformation)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und ( eine
symmetrische Bilinearform auf V.

(i) Dann existiert eine orthogonale Basis (b1, ..., b,) von V, beziiglich
derer die darstellende Matrix von (8 folgende Gestalt hat:

diag(1,,,—1, ,0p).

(Die Ursprungsgeraden Rb; heiBen Hauptachsen von f3.)
(i) Die Zahlen ry, r— und ry hangen nicht von der Wahl der Basis ab.

v

Beweis. Analog zum Beweis des vorhergehenden Satzes. U

Aussage (i) ist bekannt als Satz von der Hauptachsentransformation, (ii)
als Tragheitssatz von Sylvester.
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Beispiele

1) Sei V = R2 mit kanonischen Skalarprodukt (., .).
Dann ist {v € R? | (v, v) = 1} gleich dem Kreis mit Radius 1.
2) Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

X x! p / / '
ﬁ<(y>’<y’ )) =b5xx" +b5yy + 3xy’ 4+ 3yx'.

Beziiglich des Standardskalarprodukts (-, -) wird die Bilinearform durch die

Matrix
5 3
F=(53)

beschrieben. Deren charakteristisches Polynom Pg(T) = t? — 10t + 16 hat
die beiden verschiedenen Eigenwerte 8,2 mit normierten orthogonalen
Eigenvektoren u; := %(el +e) und up = %(el — &). Fiir die
orthogonale Basis by = \/%Tul = %(el + &) und by = \/—Uz = ;(el —e)
gilt B(b,’, bj) = 6U
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Ellipse

Insbesondere sind die Hauptachsen von 3 die Diagonalen y = x und
y = —x. Das sind genau die Hauptachsen der Ellipse

E— {v:<;>‘ﬁ(v,v):1} mit

B(v,v) = 5x? 45y + bxy = (*1¥)? + (7).

2

10,25
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Kapitel 4

Metrische Raume und Vollstandigkeit J
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Metrische Raume und Vollstandigkeit Metrische Raume

Metrische Raume

Erinnerung:
Metrische Rdume sind Mengen, auf denen eine reellwertige
Abstandsfunktion definiert ist.

Definition
Sei X eine Menge.
Eine Metrik (eine Abstandsfunktion) auf X ist eine Abbildung

d: X x X —=[0,00)

mit folgenden Eigenschaften:

M1) Fiir x,y € X gilt genau dann d(x,y) =0, wenn x = y.

M2) d(x,y) = d(y, x) fiir alle x,y € X.

M3) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) firalle x,y,z € X (Dreiecksung/eichung).J

508 / 820



Metrische Réume
Eine Norm auf einem Vektorraum definiert einen Abstand

Bemerkungen
@ Die Euklidische Metrik des R" ist gegeben durch:

n
> Ixi = yil?
i=1
o Allgemeiner wird durch

d(x,y) =[x —y|, firx,yeV

auf jedem normierten Vektorraum (V|| - ||) eine Metrik
d: V x V — Ry definiert. Dabei folgt die Dreiecksungleichung fiir
die Metrik aus der fiir die Norm:

d(x,2) = [|x=z| = [[x—y+y—z|| < |[x=yl+]ly—z| = d(x,y)+d(y, 2]
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Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen
Erinnerung: Mit Hilfe der Metrik kann man Konvergenz von Folgen
definieren.
Definition
(i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge x, € X, n € N, heit
konvergent mit Grenzwert x € X, in Zeichen lim,_ X, = X, wenn
die Folge d(x,,x) € R eine Nullfolge ist, d.h. lim,_,~ d(x,,x) = 0.
(ii) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f: X = Y heiBt im Punkt x € X stetig, wenn
lim,— o0 f(xn) = f(x) € Y fiir jede gegen x € X konvergente Folge
Xn € X.

f heiBt stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.

Beispiel
Sei (V.|| - ||) ein normierter Vektorraum mit zugehdriger Metrik d.
Dann ist die Norm || - ||: V — R eine stetige Funktion, denn aus der

Dreiecksungleichung fiir die Norm folgt |||x|| — [ly||| < I|x — y||. 510/82
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Die Parallelogrammgleichung

Die Frage, wann eine Norm auf einem reellen Vektorraum von einem

Skalarprodukt kommt, kann mittels der Parallelogrammgleichung
entschieden werden.

Satz (Parallelogrammgleichung)

Eine Norm || - || auf einem reellen Vektorraum V wird genau dann durch
ein Skalarprodukt auf V' induziert, wenn fiir alle v,w € V die

Parallelogrammgleichung gilt:

() v+ wl?+ v — w|? = 2||v]|* + 2] w]]*.

Beweis.

(=) Ist die Norm durch ein Skalarprodukt definiert, d.h. ist ||u||?> = (u, u)

fir alle u € V, so ergibt sich (*) durch Berechnung der linken Seite
mittels der Bilinearitat des Skalarproduktes.
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Weiter im Beweis:
(<) Wir definieren ein Skalarprodukt

1
(vow) =2 (v +wl® = flv = wl?).

Dann gilt offenbar (v, w) = (w, v) und (v, v) = ||v||%.

Es geniigt daher, die Linearitdt von (-,-) im ersten Argument
nachzuweisen. Wir beginnen mit einer Hilfsrechnung:

Fiir alle u, ', w € V gilt:

<u+ ula W> + <u - U,, W>

D L i+ wlP = fut ol = wP)

TS Y P I —
D L1 w4 1P) - (= wl + 1)
L wl? = ) % 200w,
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Weiter im Beweis:
Wir haben gezeigt, dass fiir alle u, v/, w € V gilt

(1) (w+d,w)+ (u—1u,w) =2(u,w).

Fir u = «/ erhdlt man 2u, w) = 2{u, w).

Nun zeigen wir die Additivitat: Seien v, v’ € V beliebig. Definiert man
u=31(v+v)und v :=3(v—V) soistv=u+u und v =u—u.
Aus (1) erhidlt man dann

(v,w) + (V/, w) W 2(u,w) = Qu,w) = (v+ Vv, w),

d.h. die Additivitat im ersten Argument.
Daraus ergibt sich per Induktion (nv, w) = n(v, w) fiir alle n € N.

Desweiteren folgt aus der Definition und der Norm-Eigenschaft (N2), dass
1
(—vow) =2 (= v+ wl® = llv+w|?) = —{v,w),

und damit (nv, w) = n{v, w) fiir alle n € Z.
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Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich wiederum, dass

1 1.1 1
;(U, W> - ;<n;u7 W> - <;U, W>

fir alle u € V,n € Z*. Somit
) Quw) = Au,w)

fir alle A € Q.

Da es zu jeder reellen Zahl X eine Folge A, rationaler Zahlen gibt, die
gegen \ konvergiert, liefert die Stetigkeit der Norm die Gleichung (2) fiir
alle A e R. O
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Beispiele

(i) Die Euklidische Norm auf R” erfiillt natiirlich die
Parallelogrammgleichung.

(ii) Durch

n

l[xl1 := lei|a X = Zx,-e; e R",

i=1
wird eine Norm auf R" definiert.

Diese erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung, denn z.B. ist
8= e+ e’ +lle—el® # 2lel®+2]el? =4
(iii) Die Maximumsnorm

Xl max == max{xal, [xal, .. . [xal}

auf R” erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung.

v
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Aquivalente Normen

Definition
Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem Vektorraum V heiBen dquivalent,
wenn es positive Konstanten ¢ und C gibt, so dass

clvll < IVl < Cllv|| fir alle v € V.

Bemerkung

o Dies definiert eine Aquivalenzrelation zwischen Normen (UA).
Insbesondere sind zwei Normen, die beide zu einer dritten dquivalent
sind, auch zueinander dquivalent (Transitivitat).

@ Seien di und d; die durch zwei dquivalente Normen auf V definierten
Metriken. Dann konvergiert eine Folge x, € V gegen x bzgl. d; genau
dann, wenn sie auch bzgl. d> gegen x konvergiert;

d.h. die metrischen Raume (V/, d;) und (V, d>) haben dieselben
konvergenten Folgen.

v
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Alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorraumen sind
aquivalent
Satz

Je zwei Normen || - || und || - || auf einem endlichdimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraum V sind dquivalent.

Beweis. Sei B := (b, ..., b,) eine Basis von V.
Fiir x = 27:1 x;jb; € V betrachten wir wieder die Maximumsnorm

|X[| max := max{|x1],. .., [xa|}.
Wir zeigen, dass jede Norm auf V dquivalent zu || - || max ist.
Fiir jede Norm || - || auf V gilt nach der Dreiecksungleichung
n
Xl = leb 1< > bl lIbill < Clixlmax,
i=1

mit C := 7, ||bi||. Dies beweist die eine Ungleichung.
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Weiter im Beweis:
Wir nehmen an, es gabe kein ¢ > 0 mit ¢|| - || max < || - ||.

D.h. es gibt fiir jedes ¢ > 0 ein y € V mit ¢||y||max > ||y||. Damit findet

man fiir jedes ¢ einen Vektor x : ” i mit || x|/ max = 1 und ¢ > ||x]|.
max

Fiir alle k € N gibt es also einen Vektor x(K) = 37 | ,( Ib; € V mit
|x,-(k)| <1lundi> |x(K)||. Nach Bolzano-WeierstraB hat jede der
beschrankten Zahlenfolgen (X,-(k))keN. i=1,...,n, eine konvergente
Teilfolge.

Wir kénnen daher annehmen, dass (x(K)) beziiglich der Norm || - || max
gegen x = > ; x;bj € V konvergiert.

Es gilt dann

1 (k—o0)

Il < e = x4 X1 < Clle = X0 + 0.

Also x = 0 und somit 0 = [|x||max = limy_so0 [[X(K)|| max, im Widerspruch
zu || xU) || pax = 1. O
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Vollstandigkeit, Banachraume, Hilbertraume

Definition (Vollstandigkeit metrischer Rdumen)
Erinnerung: Sei (X, d) ein metrischer Raum.

o FEine Folge x, € X heiBt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass

d(Xm, xn) < e fiir alle m,n > N.

@ Der metrische Raum (X, d) heiBt vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge
in X gegen einen Grenzwert x € X konvergiert.

Definition
o Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der (beziiglich der zur
Norm gehérenden Metrik) vollstandig ist.
o Ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein Euklidischer bzw.
Hermitescher Vektorraum, der (beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Metrik) vollstandig ist.




\VETES CNRETT ERT AV S =N TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Bemerkungen /Beispiele

© Wieder gilt: Seien d; und d> die durch zwei dquivalente Normen auf
V definierten Metriken. Dann ist x, € V eine Cauchyfolge bzgl. d;
genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge bzgl. d ist.

@ Aus der Vollsténdigkeit von K = R, C folgt, dass (K", || - [|max) €in
Banachraum ist: Ist x, € K” eine Cauchyfolge, so auch alle ihre
Komponenten.

© Mittels Wahl einer Basis, folgt daraus: Jeder endlichdimensionale
normierte reelle oder komplexe Vektorraum ist ein Banachraum.

© Damit sind auch endlichdimensionale Euklidische und Hermitesche
Vektorraume Hilbertraume.
Insbesondere ist R” mit dem Euklidischen und C” mit dem
Hermiteschen Skalarprodukt ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum.

© Unendlich-dimensionale Hilbertrdume spielen eine wichtige Rolle in
der Quantenmechanik.
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Beipiel fiir einen oo-dimensionalen Hilbertraum:
Quadratisch summierbare Folgen

Satz

Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

o
xp € C, Z |x,,|2 < oo}

2= ?(N,C) := {(Xn)neN
n=0

mit dem Hermiteschen Skalarprodukt (UA!)

oo
<X>y> = an)Tn
n=0

ist ein Hilbertraum.

521 /820



\VETES CNRETT ERT AV S =N TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Beweis. (2, (.,.)) ist ein Hermitescher Vektorraum (siche UA).
NERTP

Wir beweisen die Vollstindigkeit von £2: Sei (X(k))keN = X s
eine Cauchy-Folge in /2.

Dann ist jede der Komponentenfolgen (x,(,k))keN eine Cauchy-Folge und
konvergiert daher gegen einen komplexen Grenzwert x, := limy_ x,(,k).
Behauptung: Dann gilt: x := (xp)nen € 22 und x = limg_oo x (k)

Da (x(K)) eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu ¢ > 0 ein N € N mit

Z]X,, 2 < g2

fir alle p,g > N und alle m € N.
Grenziibergang p — oo in der endlichen Summe liefert:

m

Z Ix _X'gq)|2 <&

n=0

fiir alle ¢ > N und alle m € N, d.h. ||x — x(@|| <e. O
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Banachscher Fixpunktsatz

Den Banachschen Fixpunktsatz werden wir in der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen benutzen. Wir werden ihn dann auf
bestimmte Banachrdume von Funktionen anwenden, um die Existenz der
Losung einer Differentialgleichung zu zeigen.

Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und F: X — X eine
kontrahierende Abbildung, d.h. es existiert 0 < 6 < 1, so dass

d(F(x), F(y)) < 0d(x,y)

fiir alle x,y € X.
Dann existiert ein Fixpunkt von F, d.h. ein x € X mit F(x) = x.
Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt.

Des Weiteren konvergiert fiir alle Anfangswerte xqg € X die durch
Xk+1 = F(xk) rekursiv definierte Folge (xx) gegen diesen Fixpunkt.

523 /820
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Beweis. 1) Existiert ein Fixpunkt, so ist er eindeutig bestimmt.
Denn seien x,y € X Fixpunkte, F(x) = x und F(y) =y, dann gilt

0<d(x,y) = d(F(x),F(y)) < 0d(x,y).

Wegen 6 < 1 folgt d(x,y) =0, also x = y.
2) Die Folge (xx) ist fiir jeden Startpunkt xq eine Cauchyfolge, denn es
gilt, mit C := d(x1,x0):

d(XntksXn) = d(F(Xngk—1), F(xn-1)) < 0d(Xnyk—1,Xn—1)

<
<0"d(x,x0) < 07T d(xgnx) <0700 C < £ X0

Da (X, d) vollstandig ist, existiert ein Grenzwert x € X.
Dieser ist aber auch der Fixpunkt von F, denn wegen der
Dreiecksungleichung gilt

d(F(x),x)

A
2
T
X

£
0
5

X

IA
D
Q
—~
x
X
L
~
_|_
5
x
~

Somit ist d(F(x),x) =0, d.h. F(x) = x. O

524 /820



Metrische Raume und Vollstandigkeit Banachscher Fixpunktsatz

Banachscher Fixpunktsatz: Anwendungsbeispiel

Beispiel aus dem 1. Semester: Berechnung von /2

Sei X := [1,00) der mit der Euklidischen Metrik versehene vollstandige
metrische Raum.
Wir betrachten die Abbildung

Frxsx o Xilex
2 X

Diese Abbildung ist kontrahierend, denn

A= FO) = 3-n+5-1 = (3-2) -9

impliziert wegen xy > 1 dass ||F(x) — F(y)|| < 3[x — y|.
Somit hat F einen Fixpunkt, namlich V2.

v
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Offene und abgeschlossene Mengen
Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
e Die Teilmenge B.(x) := {y € X|d(y,x) < r} heiBt (offene) Kugel
(oder Ball) vom Radius r und Mittelpunkt x.

o Eine Teilmenge U C X heiBt offen, wenn es zu jedem x € U ein r > 0
gibt, so dass B.(x) C U.

@ Eine Teilmenge A C X heiSt abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X\ A offen ist.

Bemerkung/UA

@ Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder offen.

@ Beliebige Durchschnitte abg. Mengen sind wieder abgeschlossen.
Endliche Durchschnitte offener Mengen sind wieder offen.

Endliche Vereinigungen abg. Mengen sind abgeschlossen.

X und 0 sind offen und abgeschlossen. 526 /82




SIS CREENT L TRV B ENGIECEMN  Topologische Grundbegriffe in metrischen R&umen

Inneres, Abschluss und Rand
Definition
Sei X ein metrischer Raum und A C X.

(i) Das Innere von A ist definiert als die offene Teilmenge
A= |J B
BCA offen
(i) Der Abschluss von A ist definiert als die abgeschlossene Teilmenge

A= ﬂ B

B>A abgeschl.

(i) @A := A\ A heiBt Rand von A.

Das Innere A ist also die groBte offene Teilmenge, der Abschluss A die

kleinste abgeschlossene Obermenge.
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Beispiel / UA:
Der Abschluss der offenen Kugel B,(x) C R” im Euklidischen Raum ist die
abgeschlossene Kugel

Bi(x) ={y € R"|d(y,x) < r}.

Der Rand der Kugel ist die Sphiare vom Radius r:
0B, (x) = 5/(x) :={y e R"|d(y,x) = r}.
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Stetige Abbildungen
Satz

Fiir eine Abbildung F: X — Y zwischen metrischen Rdumen sind
aquivalent:

(i) F ist stetig
(i) Urbilder F~1(U) aller offenen Mengen U C Y sind offen.
(i) Urbilder F~1(A) aller abgeschlossenen Mengen A sind abgeschlossen.

v

Beweis. Wir beweisen nur die Aquivalenz von (i) und (ii):

(i) = (i):

Sei x, — x eine konvergente Folge in X. Sei ¢ > 0. Betrachte die offene
Kugel B-(F(x)) C Y. Ihr Urbild ist nach Voraussetzung offen, d.h. wir
finden ein 6 > 0, so dass Bs(x) C F~Y(B-(F(x))) in X.

Da x, — x € X, finden wir ein N = N(e) mit x, € Bs(x) fiir alle n > N.
Damit ist aber

F(xn) € F(F7Y(B.(F(x))) C B-(F(x)) fiir alle n > N.
Das heiBt aber F(x,,) — F(x). Also ist F stetig. 529 /820
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Weiter im Beweis:(/) = (ii):

Angenommen, es existiert eine offene Menge V C Y, so dass die Menge
F~1(V) C X nicht offen ist.
Es gibt dann x € F~1(V), so dass Bi(x) € F~1(V) fiir alle n € N. Sei
also x, eine Folge mit x, € B1(x)\ F~1(V).
Insbesondere gilt dann x, — x und wegen der Stetigkeit gilt auch
F(xn) = F(x).
Da V C Y offen ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(F(x)) C V und
F(xn) € Bs(F(x)) C V fiir alle n > N.

Das steht aber im Widerspruch zu x, ¢ F~1(V) fiir alle n € N. a
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Satz (Abgeschlossene Teilmengen metrischer Raume)

Fiir eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X sind dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen

(i) Wenn ein x € X Grenzwert einer konvergenten Folge von Elementen
von A ist, so gilt x € A.

Beweis.

(=) Sei xx € A eine Folge mit Grenzwert x € X.
Wenn x ¢ A, so lige x in der offenen Teilmenge U = X \ A.
Das widerspricht aber der Konvergenz der Folge x, € A gegen x.

(«<=) Sei x € X\ A. Wir zeigen, dass es ein r > 0 gibt mit B,(x) C X \ A.
Denn andernfalls gébe es eine Folge xx € By /k(x) N A.

Da diese Folge gegen x konvergiert, folgt nach Annahme x € A, im
Widerspruch zu x € X \ A.

O
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Folgerung

Sei X metrischer Raum. Sei A eine Teilmenge (versehen mit der Metrik,
die durch die Einschrankung der Metrik von X gegeben ist). Dann:

(i) Ist A vollstindig, so ist A abgeschlossen in X.

(ii) Ist X vollstindig und A abgeschlossen, so ist A auch vollstandig.

Beweis.
(i) Sei xx € A konvergent mit Grenzwert x € X.

Dann ist (xx) eine Cauchy-Folge und somit x € A, da A als
vollstandiger metrischer Raum vorausgesetzt wurde.

(ii) Sei xx € A eine Cauchy-Folge. Da X als vollstindig vorausgesetzt
wurde, konvergiert (xx) gegen x € X. Da A abgeschlossen sein soll,
ist aber nach dem vorgehenden Satz x € A.

O
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Kompakte Mengen
Definition (Kompaktheit)

Sei X ein metrischer Raum.
o Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge A C X ist eine Familie
(Ui)ier (offener) Teilmengen U; C X mit A C Ui, U;.
o Eine Teilmenge A C X heiBt kompakt, wenn es zu jeder offenen

Uberdeckung (Ui)icr von A eine endliche Teiliiberdeckung
(Uy, Uy, ..., Up), ity ik € 1, gibt.

Kompaktheit ist also eine Endlichkeitseigenschaft des metrischen Raumes
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Satz

Sei X ein metrischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge. Dann
hat jede Folge in A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis.
Sei xx € A, k € N, eine Folge in A.
Wenn die Folge (xx)ken keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A

hat, dann gibt es zu jedem a € A eine offene Umgebung U,, die nur
endlich viele Glieder der Folge xx enthilt.

(Ua)aca ist eine offene Uberdeckung der kompakten Menge A und besitzt
daher eine endliche Teiliiberdeckung U,,, Ua,, ..., U,,.

Nach Konstruktion enthdlt U7_, U, D A nur endlich viele Glieder der
Folge, im Widerspruch zur Annahme x, € A fiir alle k € N. O
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Folgerung

Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X ist
abgeschlossen, vollstindig und beschrankt.

Beweis. Cauchyfolgen konvergieren genau dann, wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzen. Nach dem vorhergehenden Satz ist dies aber der Fall.
Also ist A vollstindig. Da der Grenzwert in A liegt, ist A abgeschlossen.

Die Beschranktheit von A bedeutet, dass es x € X und R > 0 gibt, so dass
A - BR(X).

Wihle ein x € X. Dann ist (Bx(x))ken eine offene Uberdeckung von X
und somit von A.

Da A als kompakt vorausgesetzt wurde, existiert eine endliche
Teiliiberdeckung By, (x), ..., B, (x)

und mit R = max{ki, ..., k,} erhalten wir A C Br(x). O
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Satz
X kompakt, A C X abgeschlossen =—> A kompakt. J

Beweis. Sei (U;)¢; eine offene Uberdeckung von A.
Dann ist (X \ A, (U;)ics) eine offene Uberdeckung des Kompaktums X.
Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (X \ A, Uy, ..., U;,) von X.

Insbesondere ist (Ujj, ..., U;,) eine endliche Teiliiberdeckung von A. O

Folgerung

Sei X ein metrischer Raum, in dem die abgeschlossenen Kugeln B,(x)
kompakt sind.

Die kompakten Teilmengen von X sind dann genau die abgeschlossenen
beschriankten Teilmengen.
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Satz (Satz von Heine-Borel)

Im R", versehen mit der Euklidischen Metrik, (und in jedem
endlich-dimensionalen normierten Vektorraum) gilt: Eine Teilmenge A ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. Aufgrund der vorangegangenen Folgerung geniigt es zu zeigen,
dass die abgeschlossenen Kugeln B,(x) C R" kompakt sind.

Da alle Normen auf R" dquivalent sind, kdnnen wir z.B. die
Maximumsnorm zu Grunde legen.

AuBerdem konnen wir x = 0 (Translationsinvarianz des Abstands) und
r =1 (Homogenitdt) annehmen, d.h. es reicht aus, zu zeigen, dass
B.(x) = B1(0) = [-1,1]" = W kompakt ist.

Sei also (U;)ies eine offene Uberdeckung des Wiirfels W =: W.

Wir nehmen an, es gabe keine endliche Teiliiberdeckung und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch.
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Weiter im Beweis:

Wir konstruieren durch sukzessive Halbierung der Kantenlangen eine Folge
von Wiirfeln W) mit Kantenlinge 2!~ und mit der Eigenschaft, dass W
nicht durch endlich viele der U; iiberdeckt wird. Dabei ist Wy = [-1,1]".

Halbierung der Kanten fiihrt zu einer Zerlegung des Wiirfels Wy in 27
Teilwiirfel, von denen mindestens einer nicht durch endlich viele U;
iiberdeckt werden kann (sonst kénnte man Wy durch endlich viele U;
iiberdecken); diesen wahlen wir als W 1.

Sei (xk) eine beliebige Folge mit xx € Wj. Dann ist (xk) eine
Cauchy-Folge.

Wegen der Abgeschlossenheit von W; gilt x = limg_,o xx € W;, denn
x, € W; fiir alle k > |.

Daraus folgt x € N;W; C W.

Da W von den offenen Mengen U; iiberdeckt wird, existiert ein ig mit
x € Uj, und somit B.(x) C U;,, wenn & > 0 klein genug gewahlt ist.

Io

Daraus ergibt sich Wy C B.(x) C U,,, wenn 2175 < ¢. Ein Widerspruch!

(Hierbei haben wir benutzt, dass ||x — y||max < 217K fiiralle y € Wy.) O
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Satz

Sei F: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Riumen und
A C X sei kompakt. Dann ist das Bild F(A) C Y kompakt.

Beweis. Sei (U;)ic/ eine offene Uberdeckung von F(A). Dann bilden die
Urbilder V; := F~1(U;) eine offene Uberdeckung des Kompaktums A. Also
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (Vi,, ..., Vj,) und deren Bilder

(Ui, ..., U;,) tberdecken dann das Bild F(A). O

Folgerung
Sei f: X — R eine stetige Funktion und X kompakt.

Dann ist f beschrankt und nimmt ihr Minimum und Maximum in X an.

Beweis. Nach dem vorhergenden Satz ist f(X) C R kompakt und somit
beschrankt und abgeschlossen. U
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen
GleichmaBige Stetigkeit

Satz

Jede stetige Abbildung F: X — Y von einem kompakten metrischen
Raum X in einen metrischen Raum Y ist gleichmaBig stetig,

d.h. fiir alle € > 0 existiert § > 0, so dass fiir alle x,x" € X gilt

d(F(x),F(X)) <e falls d(x,x')<$

Beweis. Sei ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von F existiert fiir jedes x € X
ein 6(x) > 0, so dass

fur alle x € X mit d(x, x") < 6(x).
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Weiter im Beweis:

Da die offenen Kugeln Uy := Bs(,/2(x) das Kompaktum X iiberdecken,
gibt es endlich viele x1,...,xx € X mit X = Uf-‘leX,.

Seien nun x, x’ € X mit

1

d(x,x') < §:= 7r}1in ké(x,-)/2.

Dann gibt es x; mit x € Uy, d.h. d(x, x;) < d(x;)/2, und somit
d(x',x;) < d(x', x) 4+ d(x,x;) < d(xi)/2 + d(xi)/2 = 5(x;).
Daraus ergibt sich

d(F(x),F(xi)) <e/2 und d(F(X'),F(x)) <¢e/2
und somit nach der Dreieicksungleichung
d(F(x), F(x")) < d(F(x), F(x;)) + d(F(x;), F(x')) < ¢ .

O
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GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen
GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Riume und {f,},cn eine Folge
von Abbildungen zwischen diesen. Man sagt f,, konvergiert gleichmaBig
gegen eine Grenzfunktion f genau dann, wenn es fiir jedes £ > 0 ein

N = N(e) € N gibt, so dass

dy(fa(x),f(x)) < e fiir alle n> N, fiir alle x € X.

Sei Y = C, und sei fiir geeignetes f
[fllx := sup{|F(x)[ | x € X}

die Supremumsnorm von f beziiglich X, dann konvergiert eine Folge f,
von Abbildungen X — C genau dann gleichmaBig gegen f: X — C, wenn

|fa — fl|lx =0.

lim
n—o00
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Stetigkeit der Grenzfunktion

Satz

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Raume und {f,},cn eine Folge
stetiger Abbildungen, die gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion f: X —'Y
konvergiert. Dann ist die Grenzfunktion f stetig.
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Beweis. Wir zeigen, dass f in einem beliebig fixierten xg € X stetig ist.
Sei also € > 0.
Da f, gleichmaBig gegen f konvergiert, existiert ein n. > 0 mit

dy(fa(x), f(x)) < § fiir alle n > n., fiir alle x € X.
Da auBerdem auch f,_ in xp stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
dy (fn.(x), fo.(x0)) < §fiir alle x € X mit dx(x,x0) < 0.

Fiir alle x € X mit dx(x,x0) < ¢ gilt dann wegen der Dreiecksungleichung

dy (f(x), f(xo))
< dy(f(x), fo. (X)) + dy (fn.(x), Fo. (x0)) + dy (Fa. (x0), f(x0))
< £§+5+§ =c¢
Damit ist die Grenzfunktion f stetig in xg. O
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Bemerkung: Punktweise versus gleichmaBige Konvergenz

e Eine Folge {f,} von Abbildungen konvergiert punktweise gegen eine
Abbildung f, falls limp_o fa(x) = f(x) fiir jedes x € X.

@ GleichmaBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.

@ Aber: Sei f, eine Folge stetiger Abbildungen, die punktweise gegen
eine Funktion f konvergieren. Dann muss die Grenzfunktion f nicht
unbedingt stetig sein.

Beispiel: Sei f,: [0,1] — R, fy(x) := x". Dann konvergiert f,
punktweise gegen die Funktion

[0, fallsxe[0,1),
o= { 1, fallsx=1,

die in x = 1 nicht stetig ist.
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Bemerkung: Vertauschung von Limes und Integral

e Eine Folge stetiger Funktionen f,: [a, b] — R konvergiere gleichmaBig
gegen eine Funktion f: [a, b] — R. Dann gilt

/a i fx)dx = lim / i o (x)dx.

Denn: f ist stetig und
S £0dx = [ fa(x)dx| < (b= a)IIf = Fallpay = ©.

@ Ist f,: [a, b] — R eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise
gegen eine stetige Funktion f konvergiert, dann gilt die obige
Gleichheit im allgemeinen nicht.

Beispiel / Ubung: Man betrachte, fiir n > 2, f,: [0,1] — R,
fo(x) := max{n — n?|x — 1|, 0}.
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GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen
Der Raum stetiger Abbildungen auf kompakten Mengen

Seien X und Y zwei metrische Raume und bezeichne
C(X,Y):={f: X = Y| stetig }

die Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y.
Ist X kompakt, dann definiert

doo(fag) = Tea))é dY(f(X)ag(X))

eine Metrik auf dem Abbildungsraum C(X, Y), die Maximumsmetrik.
Satz

Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein vollstindiger metrischer
Raum. Dann ist (C(X,Y),dx) ein vollstindiger metrischer Raum.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchyfolge in C(X, Y) eine stetige

Grenzfunktion hat.
Sei {fp} eine Cauchyfolge in C(X,Y) und sei € > 0. Dann gibt es ein
N > 0, so dass fiir alle x € X gilt

dy (fa(x), fm(x)) < doo(fn, fm) < e fiir alle n,m> N;.

D.h. aber, dass fiir jedes x € X die Folge f,(x) eine Cauchyfolge im
vollstandigen metrischen Raum Y ist und daher fiir jedes x € X einen
Grenzwert f(x) 1= limp_,o0 fp(x) hat.

Da die Metrik dy stetig ist, erhalten wir

dy(fa(x). F()) = dv(fa(x), lim fm(x))

= lim_dy(fa(x), fn(x) < =

fir jedes x € X und jedes n > N;. D.h. f, konvergiert gleichmaBig gegen
f. Aufgrund des vorherigen Satzes ist die Grenzfunktion f stetig. U
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Kapitel 5

Beschrankte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen J
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Beschrankte Operatoren

Definition
Seien (VA, ||.||1) und (Va, ||.||2) zwei normierte Vektorraume.

Eine lineare Abbildung F: Vi — V& heiBt beschrinkt, falls es eine
Konstante C > 0 gibt, so dass

IF(u)ll2 < Cllully fiir alle u e V4.

Dies ist dquivalent zu
IFullz _
0£ueVy ”u“1
Die Zahl

Fx||»
|F|| ;== sup Lz = sup [IFx]l2
orxevi IXllt xevy mit lIxll1=1

heiBt Operatornorm der linearen Abbildung F.

v
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Bemerkungen/UA

@ Durch die Operatornorm wird der Vektorraum
Lb(Vl, V2) = {F & L(Vl, V2)| ”FH < OO}

der beschrankten Operatoren zu einem normierten Vektorraum.

o Insbesondere ist V' := Ly(V,K) ein normierter Vektorraum fiir jeden
normierten K-Vektorraum V. Hierbei ist K (= R oder C) durch den
iiblichen Betrag normiert.

@ Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraumen sind beschrankt.

o Ist Vj unendlich-dimensional, so gilt dies nicht: Sei
Vi = Vo = C*({[0, 1]) versehen mit der Norm [|f{|oc = sup,co,1) f(x).
und sei F = (.)" der Ableitungsoperator. Dann gilt fiir f,(x) := x"
dass ||fplloc = 1 und ||F(f1)]loe = [|nX"Y||ee = n.
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Satz

Eine lineare Abbildung F: Vi, — V, zwischen normierten Vektorrdumen
(Va, |l - ll1) und (Va, || - ||2) ist genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist.

Beweis. Ist F stetig, so ist F auch in 0 € V; stetig. Insbesondere zu e =1
gibt es ein § > 0 mit

I|Fv]2 < 1, falls [|v]]1 < 6.

Sei nun u € V4 \ {0}. Fir v := 2H U gilt dann, dass lv]1 < d, und somit

2HUII1 2IIUII1

IF(u)ll2 = IF()]2 <

Damit ist die stetige lineare Abblldung F beschrankt.
Ist andererseits F beschrankt, d.h. ||F(u)||2 < C||ul|; fir alle u € V4, so
gilt
IF () = F(un)ll2 = [[F(u = up)ll2 < Cllu = unll1.
Somit konvergiert F(u,) — F(u) in V3, falls u, — uin V. O
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Orthogonalprojektion auf vollstandige Unterrdaume
Satz

Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und U C V ein
vollstandiger Unterraum.

(i) Dann existiert zu jedem x € V' genau ein xy € U mit kleinstem
Abstand zu x, d.h.

[x = xull < |lx —yll fir alle y € U.
(i) Das Element xy € U ist durch x — xy € U* eindeutig charakterisiert.
(ii) Esgilt V=U® Ut

(iv) Die Zuordnung x — xy definiert eine stetige lineare Abbildung
P: V — U (die sogenannte orthogonale Projektion auf U). Y
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Beweis. (i) Sei y, € U eine Folge mit
limp_oo [[x = yal| = d :=infyey [[x — y||.
(yn) ist eine Cauchy-Folge, denn wegen der Parallelogrammgleichung gilt

HYn_Ym||2 = ||()/n_X)_(Ym_X)||2
= 2llyn — x> + 2[Ym — x> = [|[(¥n — X) + (ym — X)|I?
Yn+ Y
= 2||yn—><||2+2||ym—><||2—4H%—><||2

< 2llyn— x| + 2llym — x|2 — 4d2 ™5 g

Aufgrund der Vollstindigkeit des Unterraums U konvergiert (y,) in U,

xy = limp00 yn € U, und ||x — xy|| = d, wegen der Stetigkeit der Norm.
Aus xy, x;; € U mit ||xy — x|| = ||x;; — x|| = d folgt wie oben
Ixu =xull® = 2llxu — x>+ 2lIxy — x> = lIxu + x¢; — 2x|1?

= 4d® —||xy + x|, — 2x||> < 4d*® — 4d°® = 0.

Das beweist die Eindeutigkeit von xy mit |[xy — x|| = d.
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Weiter im Beweis:
(ii) Firalley € U, t € R gilt mit z := x — xy:

d® = |l2|” < ||z + ty|* = d® + 2tRe(z,y) + £|ly||*.

Das ist nur moglich, wenn Re(z,y) = 0 fiir alle y € U.

Durch Substitution t ~~ it zeigt man Im(z,y) = 0 fiir alle y € U. Es
folgt z=x—xy L U.

Umgekehrt folgt fiir u € U mit z:=x—u L U fiir alle y € U:

1z +y12 = llzl* + lIylI* > [1z]1* ,

d.h. u= xy.

(iii) In (i-ii) haben wir gezeigt, dass jeder Vektor x € V eine eindeutige
Darstellung x = xy + (x — xy) besitzt mit xy € U und x — xy € U™*.
Das beweist V = U @ U+,

(iv) Die Linearitat der Abbildung P: x — xy folgt aus der
Charakterisierung (ii). Aus der Orthogonalitit der Zerlegung
V = U@ U folgt ||xy| < ||x|| und somit die Stetigkeit von P. O
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Satz (Darstellungssatz von Riesz)

Sei V ein Hilbertraum iiber K (=R oder C) und V' der Vektorraum aller
stetigen linearen Abbildungen V — K.
Dann ist durch

¢(X) ={(,x), x€V,

ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorrdume ¢: V. — V'
gegeben.

Beweis.

Es ist klar, dass ¢ konjugiert-linear ist, denn das Hermitesche
Skalarprodukt ist konjugiert-linear im zweiten Argument.

Die Stetigkeit der Linearform ¢(x): V — K ergibt sich aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

PO = [y ) < lIx[[ - llyll fiiralle y € V.

Daraus folgt ||o(x)|| < ||x]|-
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Weiter im Beweis:

PO = [y, ) < Ix[[ - llyll fiiralle y € V.
Daraus folgt ||¢(x)|| < ||x]||. Fiir y = x erhalten wir Gleichheit:
llo(x)|| = |Ix]|. Da ¢ die Norm erhélt, ist ¢ injektiv.
Es bleibt noch die Surjektivitdt von ¢ zu zeigen.

Sei dazu 0 # « € V/. Wihle v € V mit a(v) = 1. Aufgrund der Stetigkeit
von « ist U := ker a C V abgeschlossen und daher vollstandig im
Hilbertraum V. Zerlege V = U ® U*.

Sei vy € U die Orthogonalprojektion von v in U. Wir setzen
x0:=v—vy € UL
Dann gilt a(x0) = a(v) — a(vy) = a(v) =1 und fiir alle y € V ist daher
y =y —aly)x) +a(y)xo € Us U™
N———

ckera=U

Somit {y, xo) = a(y)||x]||? und daher a = ¢(2%5). O

[0l
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Separabilitat

Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
o Eine Teilmenge Y C X heiBt dicht in X, falls ihr Abschluss gleich X
ist, d.h. Y = X.
Aquivalent dazu ist: fiir jedes x € X und jedese > 0 gibtesy € Y
mit d(x,y) < e.
o (X, d) heiBt separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teilmenge in X
gibt.

Beispiel

Fiir jedes n ist Q" dicht in R”;

jeder endlich-dimensionale reelle oder komplexe Vektorraum ist daher
separabel.
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Bemerkung

Der Hilbertraum ¢? ist separabel, denn:

Die Folgen x € £? mit x, € Q + iQ C C fiir alle n € N und x, = 0 fiir fast
alle n € N bilden eine abzidhlbare dichte Teilmenge S, d.h. jedes Element
x € ? ist Grenzwert einer Folge x, € S.

Weiterhin gilt:

Jeder unendlich-dimensionale separable komplexe Hilbertraum (V/, (-, -)v)
ist isomorph zu ¢2.

Genauer: Es gibt einen Isomorphismus von Vektorriaumen ¢: > — V, der

<¢(X)’ ¢(y)>V = <Xay>€2

fiir alle x, y € (2 erfiillt.

Fiir den Beweis dieser Isomorphie benutzt man Hilbertbasen (s.u.: Jede
Hilbertbasis B = (b1, b2, ...) von V definiert einen solchen Isomorphismus

¢BZ Zk Xk €K > Zk Xkbk).

v
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Sei (-, -) eine Bilinearform oder Hermitesche Form auf einem
K-Vektorraum V. Eine Teilmenge U C V heiBt orthonormale Familie,
wenn (u,u) =1 und (u,v) =0 fiir alle u,v € U mit u # v.

Satz
Sei V ein separabler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Dann ist jede orthonormale Familie (v;);jc; abzihlbar.

Beweis.
Sei (vi)ie; eine orthonormale Familie. Fiir alle i,j € | mit i # j gilt

lvi = vill = V2.
Sei A C V eine abz3hlbare dichte Teilmenge.
Zu jedem i € [ existiert ein Element a(i) € A mit ||v; — a(i)|| < %
Wir zeigen, dass die Zuordnung | — A, i+ a(i), injektiv ist:
la(i) —a)Il = llvi = v+ a(i) = vi + v; — a(j)
> lvi— vl = lla(i) — vill = llv; — a(j)I| > 0

fiir alle i,j € I mit i # J. O
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Satz (Besselsche Ungleichung)
Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Viektorraum und (vi, va, . ..) eine
(endliche oder abzihlbar unendliche) orthonormale Familie.

Dann gilt fiir alle x € V:

D 1 v < ixl.
k

Ist V vollstindig, so besitzt die Reihe ), (x, vik)vk in V einen Grenzwert
Xoo Und

Yoo = X = 3 |(x, vi) [ = [Ix]12
k
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Beweis. Wir betrachten fiir N € N den endlich-dimensionalen (und somit
vollstandigen) Unterraum

Uy :=span{vy, va,..., vy} C V.

Sei xy € Uy die Orthogonalprojektion von x auf den Unterraum Uy.
Es gilt xy = ZQ’ZI(X, Vk)Vk, denn x — ZI/:I:l(X, Vi) vk L Up.
Aus der orthogonalen Zerlegung x = xy + (x — x) folgt dann

N

2 2 2 2 2
D1 vi) = ol < lxwll? + [x — x| = (1]
k=1

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung und die absolute Konvergenz der
Reihe xo 1= >, (X, Vi) vik mit Werten in V.
Fiir Xo0 gilt Xoo L X — Xo0 und wegen ||x||% = ||xso || + [|x — Xo0l|?

x> = [[X]1? <= [|x — Xoo||? = 0 <= X = xs0.

O
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Definition
Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Eine abz&hlbare orthonormale Familie (vi, v, . ..) heiBt Hilbertbasis, wenn
jeder Vektor x € V eine Darstellung als Reihe x = ), (x, vk) vk besitzt.

Beispiele
(i) Falls dim V < oo, so sind Hilbertbasen nichts anderes als unitare bzw.
orthonormale Basen.
(i) Sei V = (2 der Hilbertraum der quadratisch summierbaren Folgen
x: N— C.
Die Folgen e; € ¢2 mit j(k) := djx (j, k € N) bilden eine Hilbertbasis
(ej)jen, die sogenannte kanonische Hilbertbasis von 02,

(ej)jen ist keine Vektorraumbasis, denn die lineare Hiille der ¢; ist
{x: N = C | x4 := x(k) = 0 fiir fast alle k € N} C 2.

(Bei der linearen Hiille sind nur endliche Linearkombinationen
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Satz

Fiir eine abzidhlbare orthonormale Familie B = (b1, by, ...) von Vektoren
eines Euklidischen oder Hermiteschen Vektorraum V sind folgende
Aussagen &quivalent:

(i) span{b1, bo, ...} ist dicht in V.
(ii) B ist eine Hilbertbasis.
(i) Fiir alle x,y € V gilt

<X>y> = Z<X7 bk><yv bk>

k

(iv) Fiir alle x € V gilt die Parsevalsche Gleichung

IxI? =D 10x, b .
k
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Beweis.

(i) =(ii):
Zu x € V existiert eine Folge x; € span{by, by, ...} mit
x = lim;_ o0 X;.

Wir wahlen N; so, dass
x; € Uj == span{bs, ..., by},

wobei wir N; jeweils so groB wahlen kénnen, dass N; € N sogar eine
monoton wachsende Folge ist.

Fiir die orthogonale Projektion x/ = ZLV":1<X, bk) bk von x in U; gilt
Ix =il < lIx x|l daxi e U

und somit
x = lim x/ = Z(X, by ) by

i—00
k
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Weiter im Beweis:

(if)=>(iii):

Wenn B = (bl7 b2, ..
schreiben als Reihen

X = Zx,-b,—, y = Zyjbj,
i J

wobei x; := (x, bj), yj :== (y, bj).

Daraus folgt wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts

und somit

(x,y)

(bi,y)

(inb;,ﬂ = ZX;<bi,)/>
(bi > yiby) = D (b by) = ¥

<X)y> = ZXiYi'

.) eine Hilbertbasis ist, so kdnnen wir x,y € V
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Weiter im Beweis:
(iii)=(iv): Setze x = y.

(iv)=-(i): Aus der Parsevalschen Gleichung folgt (nach dem Satz iiber
die Besselsche Ungleichung), dass x = ), (x, by) by fiir alle x € V.

Damit gilt (i).
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Satz (Hilbertbasen)

Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum V besitzt eine
abzahlbare unendliche Hilbertbasis B = (b1, b, .. .).

Ist eine héchstens abzidhlbare orthonormale Familie Fy in V' vorgegeben, so
kann B so gewdahlt werden, dass Fo C B.
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Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir das Zornsche Lemma, das aus
dem Auswahlaxiom der Mengenlehre folgt.

Mit dem Zornschen Lemma beweist man auch, dass jeder Vektorraum eine
Basis besitzt.
Definition
Eine Relation < auf einer Menge X heiBt Ordnungsrelation, wenn
folgenden Eigenschaften fiir alle x,y,z € X erfiillt sind:

x < X,

aus x < y und y < x folgt x =y und

aus x <y und y < z folgt x < z.
Die Ordnungsrelation heiBt total, wenn fiir alle x,y € X eine der beiden
Ungleichungen x < y oder y < x gilt.
x € X heiBt maximal, wenn es kein y € X mit x <y gibt (d.h. mit x <y
und x # y).
x € X heiBt eine obere Schranke einer Teilmenge Y C X, falls y < x fiir
alley €Y.

4
569 /820



Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Orthonormale Familien und Hilbertbasen

Beispiel

Betrachte auf X := N\ {1} die Relation n < m, wenn die natiirliche Zahl
m die Zahl n teilt.

Dies ist eine Ordnungrelation, die nicht total ist.

p € X ist maximal, wenn es keine natiirliche Zahl m # 1 gibt, die p teilt
und von p verschieden ist, also wenn p prim ist. Alle Primzahlen sind also
maximal beziiglich dieser nicht-totalen Ordnung.
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Lemma (Zornsches Lemma)

Auf der Menge X sei eine Ordnungsrelation < gegeben, derart dass jede
total geordnete Teilmenge Y C X eine obere Schranke besitzt. Dann hat

X ein maximales Element. (Dieses ist i.a. nicht eindeutig.) O

Zum Beweis des Satzes.

Sei Fy die gegebene orthonormale Familie in einem separablen Hilbertraum.
Sei X die durch C geordnete Menge aller orthonormalen Familien, die die

Familie Fy enhalten. Fiir jede total geordnete Teilmenge Y C X bildet die
Vereinigung Ugcy F eine obere Schranke.

Das Zornsche Lemma impliziert daher, dass es eine maximale Familie

B = (b1, by,...) in X gibt.

Nun ist B eine Hilbertbasis, denn aus y := x — >, (x, bx) b L b;j fiir alle

i € Nfolgt y =0. U

571 /820



Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Fourier-Reihen

Fourier-Reihen
Definition

Eine auf ganz R definierte reell- oder komplexwertige Funktion f heift
periodisch mit Periode L > 0, wenn

f(x+L)=1f(x) firalle xeR.

e Es ist dann auch f(x + nL) = f(x) fiir alle n € Z.
@ Hat die Funktion f die Periode L, so hat

L

F(x): f(%x)

die Periode 27.
Wir beschrinken uns auf solche Funktionen. Sei V der Vektorraum der
2m-periodischen Funktionen f: R — C, fiir die f|jg oy
(Riemann-)integrierbar ist.
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Betrachte auf dem Vektorraum V der 27-periodischen auf [0, 27]
integrablen Funktionen die Hermitesche Form

27 _
(x) (f,g) :=217r/0 f(x)g(x)dx, f,ge V.

(Vgl. auch MfP1: Integrierbarkeit von Produkten).

Die hermitesche Form (x) ist positiv semi-definit, d.h. (f, ) > 0 fiir alle
f € V. Auf dem Unterraum der stetigen Funktionen ist sie positiv definit
und somit ein Skalarprodukt. Die zugehdrige Norm bezeichnen wir mit
If]l2 := /(f, f). Auf demselben Unterraum kdnnen wir auch die Norm
[£llcc = supxeqo,2+] |f(x)| betrachten.

Satz

Die Funktionen ey (x) := exp(ikx) , k € Z, bilden ein orthonormales
System beziiglich der Hermiteschen Form (x).

(Beweis: Ubung.)
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Definition

Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist eine Linearkombination

n
p(x) = Z yie®  mit 4, € C.
k=—n

Esgilt pe Vund k= (p,ex) =2 fozw p(x)e k.

Definition

Es sei f: R — C eine 27-periodische Funktion, so dass f|[g 2, integrierbar
ist. Die komplexe Zahl

1 2w .
ck = (f,ex) = o/ f(x)e **dx
heiBt k-ter Fourier-Koeffizient und das trigonometrische Polynom
Fn(f) :=>_F__, ckex heiBt n-tes Fourier-Polynom von f.
Die Reihe (Fy(f))n=0,1,..., also die Folge der Partialsummen, heiBt
Fourier-Reihe von f.
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Bemerkung.
Es gilt

wobei
gk
by

Wenn f reellwertig
ist reellwertig.

ist, dann ist c_x = €, und auch die Fourierreihe F,(f)

+ ) (ak cos kx + by sin kx),

1 2w
Ck+ k= - / f(x) cos kxdx
0

2T
i(ck — c_k) = %/ f(x) sin kxdx.
0
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Ahnlich wie bei einer Taylorreihe ist nicht garantiert, dass die Fourierreihe
einer Funktion f konvergiert und dass sie im Fall der Konvergenz gegen f
konvergiert. [Animation]

Wenn aber f € V sich in der Form

mit einer gleichmaBig konvergenten Reihe darstellen |dsst, muss diese
Reihe die Fourierreihe sein, denn man kann Integration und Limesbildung
bei gleichmaBiger Konvergenz vertauschen und findet fiir den
Fourierkoeffizienten:

2
¢k = i Oﬂ(ztr)no:fooﬁymem)efk

2
= 5 ome—ooJo Ymem—k = Yk

Im Allgemeinen konvergiert aber die Fourierreihe von f weder gleichmaBig

noch punktweise gegen f. Ein anderer Konvergenzbegriff auf V ist

angemessen.
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Hilfssatz

Die Funktion f € V habe das n-te Fourier-Polynom F,(f) = > /_  ckex.
Dann gilt: [|f — Fa(F)IZ = 1113 — [IFa(O)IZ = IF113 — Xk——n lexl>-

Beweis. Wir finden

(F,Fa(F)) = Y penTh(fr k) = Y pep Tk = D ope_p k|
und

(Fa(f), Fa(£)) = 20— lek]?
Somit

If = Fa(F)IIZ = (£, £) = (£, Fa(F)) = (Fa(f), £) + (Fa(f), Fa(£))

= [IFI? = k= el
112 = 1Fa ()]

O
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Satz (Fourier-Polynome und Besselsche Ungleichung)

(i) Das Fourierpolynom F,(f) ist die beste Approximation im
quadratischen Mittel an f € V' durch ein trigonometrisches Polynom
vom Grad < n, d.h. ||[f — F,(f)|l2 = infgev, ||f — g||2, wobei
V,, :=span{ex| — n < k < n}.

(ii) Fiir die Fourier-Koeffizienten c, von f € V gilt die Besselsche
Ungleichung

(e.o]

> lal® < IIfl3

k=—00

und Gleichheit gilt genau dann, wenn

If = Fa(f)ll2 = 0.

lim
n—0o0
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Beweis. Seien ¢, die Fourierkoeffizienten von f.
Um (i) zu zeigen, berechnen wir fiir beliebiges g := >, dkex € Vy:

n

If—gl3 = IfI3— D (deck +dc) + D ldil?
k=—n k=—n
= |15 = D lekl® +I1IFa(f) — gl3-
k=—n

Dies wird minimal fiir g = F,(f).
(i) folgt nun aus dem vorangegangenen Hilfssatz: fiir alle f gilt

Dl < IIf13
k

und Gleichheit gilt wegen ||f — F,(f)[13 = ||f]13 — >_r__, |ck|? genau bei
Konvergenz der Fourier-Reihe ), cxex im quadratischen Mittel gegen f. O
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Wir wollen nun zeigen, dass fiir f € V in der Besselschen Ungleichung
Gleichheit gilt (Parsevalsche Gleichung).

Satz (Konvergenz der Fourier-Reihe im quadratischen Mittel)

Sei V' der Vektorraum der 2m-periodische Funktionen f: R — C, fiir die
fljo,2x] integrierbar ist.
(i) Fir alle f € V gilt

o0

IF3 = lal.

k=—00

(i) Die Fourier-Reihe von f € V konvergiert im quadratischen Mittel
gegen f, d.h. lim,_, ||[f — Fa(f)|2 = 0.

Zum Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz wissen wir, dass (i) und (ii)
aquivalent sind. Es geniigt also, (ii) zu zeigen.
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Ein Beispiel vorweg

Wir betrachten o € V mit o: R — R definiert durch

o(x) = ;X fir0<x<2m, o(0)=0.

Wir finden ¢ = % f027r o(x)dx = 0 und fir k # 0 ist ¢, = ﬁ
Die Fourierreihe lautet also:

> 1 e_’kx B i sin kx
2 - ko

k= k=1

Aus der Konvergenz im quadratischen Mittel folgt

o 2 7T2
IFCEE S CCEE Y

m 6
k=1
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Lemma iiber Treppenfunktionen
Sei f € V so, dass f|[g 24 eine Treppenfunktion ist.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Weiter im Beweis des Satzes:
f][ojgﬂ] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschrankt. Wir kdnnen
0.B.d.A. annehmen, dass f reellwertig ist und |f| < 1.
Dann eX|st|eren zZu € > 0 Treppenfunktlonen —1<p<FfF<yY <1, so
dass2ﬂf ))dx<5 Fiir 0 < x < 2 gilt x? < 2x.

2

Fiir (v — ¢)? S 2(¢ ) folgt daraus
€

1 27
IF el <lv—vl3< 5 [ 2w-p) <5

und somit [|[f — ]2 < 5.
Wegen des Lemmas iiber Treppenfunktionen existiert fiir die
Treppenfunktion ¢ ein N € N, so dass [[¢ — Fa(p)l2 < 5 fiir alle n > N.

g

Mit g :=f — ¢ gilt [[g — Fa(g)ll2 < [lg]l2 < 5 und somit
If = Fa(f)ll2 < llg — Fa(g)ll2 + [l = Fa(p)ll2 < e. 562 abo
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Beweis des Lemmas iiber Treppenfunktionen:

Wir kénnen annehmen, dass wir es mit der Treppenfunktion f mit

fl(0,a) = 1 und f|(,2r) = 0 zu tun haben, denn jede Treppenfunktion lasst
sich als Linearkombination solcher Funktionen darstellen.

a

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir ¢cg = 5> und

a

I " i ik
= — Tdx = —e " ke N k#0Q.
Ck 27r/0e =k | KENKT
Mit || = 15 °§z2ka (k # 0) erhalten wir
oo

2 1 o1 1 o= cosk
> lal= 5+ 2§2 2;1 e

k=—o00
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Weiter im Beweis:
Mit Hilfe der fiir alle x € [0, 27] giiltigen Formel

(%) Oocoskx_ X —T 2_7r72
— k22 12

erhalten wir fir x =0
2 .
> 2. % = und somit
[ee)

2 2
a 1 1, a—m T a
S el = ot - (- ) = = I

™ ™

k=—00

Also konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen die Treppenfunktion
f.
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Es bleibt der Beweis der Identitdt (*) nachzutragen.
Wir behaupten:
>, sin kx o T=X

() p 5
k=1

fur alle x € (0,2m).

Darf man — > 72 % = *57 gliedweise integrieren, so erhdlt man

o0 2
cos kx X—T
Fx)==) 2 _ 7 ) +c,
k=1

und durch weitere gliedweise Integration und weil F periodisch ist

o )3 |27 3
0:/ F(x)dx = =m) —|—27TC:7T—+27rC,
0 12 |, 6

also ¢ = —71%, und damit gilt die Behauptung (x).
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Weiter im Beweis von (x):

Um die gliedweise Integration zu rechtfertigen, stellen wir zuerst fest, dass
die Reihe F(x) = >, Colfzkx absolut und gleichmaBig auf R konvergiert.

Man muss auBerdem die gleichmiaBige Konvergenz von »"}7 | =F kX gegen

3
5% auf jedem kompakten Teilintervall [6, 2 — §] von (0, 2) zeigen.

[ Dazu schitzen wir zunichst sp(x) := Y7 _;sinkx = Im (37 _; e ab:

inx
e,-Xl —e
1— e

2 < 1
= |ex/2 — e=ix/2| T sing /2’

n
() < D ™| =
k=1
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Weiter im Beweis: Aus |s,(x)| <

Z sin kx

k=n

S|n6/2 —=: o erhalten wir weiter

ZSkX)_Sk 1(x)

Also |37, %‘ < 22, woraus die gleichmaBige Konvergenz der Reihe
folgt.]

Es bleibt noch die Identitat (xx) > 50, S0K = T-X 7y zeigen.
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Zum Beweis von (sx):
Es gilt $°%¢ = [*cos kt dt und

n

n
;COS kt = Z(elkt —lkt % Z eikt _ %

k=—n

e—mt(l . el(2n+1)t) 1 sin(n + %)t 1

2(1 — eft) 2 2sini 2

Lemma
Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f: [a, b] — R gilt mit r € R:

b
lim / f(x)sinrxdx = 0.
a

|r]—o00

Beweis. partielle Integration. O
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Weiter im Beweis:
Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir schlieBlich:
- e

sin kx sin(n +

= lim

n—oo

Sanke y [ronrt b,

k=1

k 2sm2
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Bemerkung

Aus der Besselschen Ungleichung folgt, dass die Folgen ¢k, c_x quadratisch
summierbare komplexe Zahlenfolgen sind, d.h. Elemente von ¢2(C).

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt die Vollstandigkeit des
Orthonormalsystems ex(x), k € Z.

(Die ek(x), k € Z bilden eine Hilbertbasis des Hilbertraums der
L2-Funktionen auf [0, 27], den wir in Teil Ill der Vorlesung einfiihren
werden.)
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Anders als bei der Taylorreihe konnen auch periodische Funktionen
dargestellt werden, die nur stiickweise stetig differenzierbar sind.

Satz (Fourierentwicklung)

Sei f € V stetig und stiickweise C1, d.h. es gibt eine Unterteilung
O=thy<t; <---<t,=2m, so dass fy .= f|[tk_17tk] von der Klasse C1 ist,
k=1,...,r.

Dann konvergiert die Fourierreihe Fn(f) gleichmiBig gegen f.

Beweis.
Sei ¢ die periodische Funktion, die durch |, , .y = f; definiert wird.

Die Fourier-Koeffizienten ¢, von f ergeben sich durch partielle Integration
aus den Fourier-Koeffizienten ~, von ¢:

t o i/tk —inx
o(x)e” "™ dx.
t

ti—1 n k—1

ty i I .
/ f(x)e”"™dx = —f(x)e™"™
" n

k—1

Wegen der Periodizitit von f erhilt man daraus ¢, = — v, (n # 0).
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Weiter im Beweis:
Wegen der allgemeinen Ungleichung |ab| < 1(]a|? +|b|?) folgt nun

1
el < + [nl?).

1
503
Da > 52, 5 <oound Y50 |7a]? < oo (Besselsche Ungleichung) ist
>~ |en| (von x unabhéngige) absolut konvergente Majorante der

Fourier-Reihe, und daraus folgt die absolute und gleichmaBige Konvergenz
der Fourier-Reihe F,(f) gegen eine stetige Grenzfunktion g.

Andererseits konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Das ist nur moglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. O
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Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher J
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Richtungsableitung

Differentialrechung mehrerer Veranderlicher
Richtungsableitung

Erinnerung:

Eine Funktion f: R — R heiBt differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert

lim;_,0 w existiert.

Die Ableitung /(0) an der Stelle 0 ist dann gegeben durch

F'(0) = lim o -FO)

t—0 t
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Definition
Sei U C R" eine offene Teilmenge und v € R" \ {0} ein Vektor.

(i) Eine Funktion f: U — R heiBt an der Stelle x € U
in Richtung v differenzierbar, wenn die Funktion

f:(—e,e) >R, te f(x+tv),

an der Stelle t = 0 differenzierbar ist.
Hierbei ist £ > 0 so klein gewdhlt, dass x + tv € U fiir alle t € (—¢,¢€).
(i) Die Zahl

(OvF)(x) = % i f(x + tv) = f(0)

heiBBt Ableitung von f an der Stelle x in Richtung v oder auch
Richtungsableitung.

[Animation fiir die Richtungsableitung]
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Rechenregeln fiir die Richtungsableitung

Satz
Seien f,g: R™ — R zwei Funktionen, die beide in x € R" in Richtung
v € R" differenzierbar sind. Dann gilt:

oW(f+g)(x) = 0 (f)(x)+v(g)(x)
B,(M)(x) = A (F)(x) fiir A€ R,
oW(f-g)(x) = 0u(f)(x)g(x)+ f(x)9v(g)(x)

Ist g(x) # 0, so ist g in x in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

N (g = 2()X)ex) - F(x)d(g)(x)
dy (g)( ) P .

Der Beweis folgt aus den Rechenregeln fiir die differenzierbaren reellen
Funktionen in einer Variablen f und g: R — R definiert durch
f(t) :=f(x+tv), g(t) =g(x+ tv). O
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Partielle Ableitungen
Definition
Sei (e1,...,en) die kanonische Basis des R", U C R" offen und
f: U—R.
@ Die Funktion f heiBt an der Stelle x € U partiell differenzierbar, wenn
f an der Stelle x in alle Koordinatenrichtungen e; differenzierbar ist.
o Die Zahl
(0if)(x) := (0 f)(x), i=1,2,...n,

heiBt i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x.

o f heiBt partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten x € U partiell
differenzierbar ist.
@ Die Funktion 0;f: U — R heiBt i-te partielle Ableitung von f.

Man schreibt dafiir auch -

8_)(,'.

v
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Bemerkung

Die i-te partielle Ableitung (9;f)(x) an der Stelle x = > 7, x;e; ist genau
die Ableitung der Funktion h(t) := f(xq,...,Xj—1,t, Xji41,.-.,Xn) an der
Stelle t = x;:

d
(9if)(x) = at FX1, s Xim1, X5+ £ X4 1, -+, Xn) = B (X))
t=0

Beim Berechnen der i-ten partiellen Ableitung sind also die Variablen x;
fiir j # i als Konstanten zu behandeln. Differenziert wird nach der
Variablen x;.

Beispiel

Die Funktion f: R" — R, f(x) = [[x||* = Y 7_; x?, ist partiell
differenzierbar und

of R
87{,(H><I| )= a—Xin,- — Ty
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Beispiel
Partielle Differenzierbarkeit impliziert im Allgemeinen nicht die Stetigkeit!

Gegenbeispiel: Wir betrachten

) ;:{ e (%)

‘H\

0, (x, )=(00)

f ist nicht stetig in (0, 0): Betrachten wir etwa x = ay?, so ist

limy_o f(ay?,y) = a/(a° + 1).
Aber alle Richtungsableitungen existieren in pg = (0,0):
Sei v = (v1,v2) € R?\ {(0,0)}. In po = (0,0) gilt dann fiir t # 0:

f(po+tv) —f(po)  f(tv) t3vvs v
t B t (2B thg) v v

V2
t0 ¥ w#0
0, vi=0

v
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Hohere partielle Ableitungen

Definition
Sei U C R" offen und f: U — R.

(i)

Fiir k > 2 definiert man rekursiv:

f heiBt einmal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar
ist.

f heiBt k-mal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar ist
und alle partiellen Ableitungen O;f (k-1)-mal partiell differenzierbar
sind.

f heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal partiell
differenzierbar ist und alle k-ten partiellen Ableitungen

okf

m = 8,'18,'2 Ce 8ikf

stetig sind.

v
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Lemma von Schwarz

Satz (Hermann Amandus Schwarz)
Sei f: U— R (U CR" offen) zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir alle i,j € {1,2,...,n}:

0i0;f = D, 0)f.

Beweis. Da es nur um zwei Koordinatenrichtungen e; und e; geht, konnen
wir annehmen, dass n = 2.

Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle

(%0, ¥0) € U.

Wir konnen, gegebenenfalls nach Verschiebung, annehmen, dass

(x0,¥0) = (0,0) und dass die offene Menge U ein Quadrat

Q = {(x,y)| |x| <eund |y| < e} enthlt fiir ein geeignetes £ > 0.
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Weiter im Beweis:
Fiir festes y € (—¢,¢) betrachte die Funktion g, (x) := f(x, y) — f(x,0).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem x ein £ € (—|x], |x|) mit

(1) gy(x) — &/(0) = xg,(£) = x(0rf (£, y) — Orf(£,0)).

Halte dieses £ fest. Die erneute Anwendung des Mittelwertsatzes auf die
Funktion y — 01f(&, y) liefert ein n € (—|y|,|y|) mit

(2) Of(&,y) = 0uf(£,0) = ydaOr (&, m).-

Aus (1) und (2) ergibt sich die Existenz von &, n mit |£] < |x], |n| < |y]
und

(3)  &y(x) — gy(0) = xyD201£ (&, 7).

Analog finden wir fiir die Funktion h.(y) := f(x,y) — £(0,y) Werte £, 7
mit

(3/) hX(.y) - hX(O) = Xy8182f(§7 ﬁ)7
und I€] < [x| und [i] < |y,
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hohere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:
Aus (3) und (3') erhalten wir wegen

8y(x) — 8(0) = f(x,y) — f(x,0) = £(0,y) + (0,0) = hu(y) — hx(0):

(4) D0uf (&) = D101 (&, 7).

Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen erlaubt nun den
Grenziibergang (x,y) — (0,0) in (4), woraus sich
8281f(0,0) = 8182f(0,0) ergibt. O
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DNTEVENTEO T COTET VST ST T8 Der Gradient einer Funktion

Der Gradient einer Funktion

Definition (Gradient)

Sei U C R" offen und f: U — R an der Stelle x € U partiell
O1f(x)

Oaf (x)

differenzierbar. Der Spaltenvektor grad f(x) := heiBt

Onf (x)
Gradient von f an der Stelle x. [Animation]

Bemerkungen

Der Gradient ist ein Vektorfeld auf U C R": eine Abbildung v: U — R".
(Man denkt sich an jeden Punkt x € U den Vektor v(x) € R" angeheftet.)
Die Rechenregeln fiir die Richtungsableitungen implizieren Rechenregeln
fiir den Gradienten. Z.B. ist grad additiv und fiir zwei in x partiell
differenzierbare Funktionen gilt als Folge der Leibnizregel

grad(f - g)(x) = f(x)- (grad g)(x) + g(x) - (grad f)(x).
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Gradient einer Funktion

Beispiel
Sei r = r(x) := ||x|| die Euklidische Norm von x € R” und f: Ry — R
eine differenzierbare Funktion.

Dann ist die rotationssymmetrische Funktion F(x) = f(r) = f(r(x)) auf
U =R"\ {0} partiell differenzierbar.

Die partiellen Ableitungen erhalt man mittels der Kettenregel:

0;F(x) = f'(r)0r
1 i
Oir = 0Vr2 = —gy||x|)2 = 2L,
2r r
Der Gradient der Funktion ist daher gradr(x) = % und somit
grad F(x) = f/(r)grad r(x) = f’(r)f,
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Divergenz eines Vektorfeldes

Divergenz eines Vektorfeldes

Definition (Divergenz)
Sei U C R" offen.

(i) Eine Abbildung F =", Fiei: U — R™ heiBt im Punkt x € U
partiell differenzierbar, wenn ihre Komponentenfunktionen F;,
i=1,2,...m, in x partiell differenzierbar sind.

(i) Ein Vektorfeld auf U C R" ist eine Abbildung v: U — R". Man denkt
sich an jeden Punkt x € U den Vektor v(x) angeheftet. [Animation.]

(iii) Fiir ein in x € U partiell differenzierbares Vektorfeldes

v=>T",vie: U— R" ist die Divergenz an der Stelle x gegeben
durch

div v(x) := Z djvi(x).
i=1

[Animation zur Divergenz.]
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Divergenz eines Vektorfeldes

Leibnizregel fiir die Divergenz
Satz

Sei v ein in x partiell differenzierbares Vektorfeld und f eine in x partiell
differenzierbare reellwertige Funktion. Dann ist f - v ein in x partiell
differenzierbares Vektorfeld und es gilt

div(fv)(x) = (grad f(x), v(x)) + f(x) - div v(x)

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der Leibnizregel fiir
Richtungsableitungen:

div(f-v)(x) = > 9i(f-vi)(x)
i=1

= Z (0if (x) - vi(x) + f(x) - Oivi(x))

i=1
= (grad f(x), v(x)) + f(x) - divv(x).
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Der Laplace-Operator

Definition (Laplace-Operator)

Der Gradient einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion f: U — R
ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld grad f: U — R".

Somit definiert

Af :=divgrad f = Za,-zf
i=1
eine Funktion U — R.

o Der Differentialoperator A heiBt Laplace-Operator.
o Losungen f der (Laplace- oder auch Potential-)Gleichung

Af =0

heiBen harmonische Funktionen.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Leibnizregel fiir den Laplace Operator

Der Laplace-Operator ist linear:
A + ng) = AA(F) + pA(g)

fir A\, u € C und f, g zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Aus der
Leibnizregel fiir div und grad erhalten wir eine Leibnizregel fiir den
Laplace-Operator.

Satz

Seien f und g zwei zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt

A(f-g) = f-Ag+g-Af +2(grad f,grad g).
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Beispiel: Rotationssymmetrische harmonische Funktionen auf R"\ {0}
Sei f: R; — R eine zweimal differenzierbare Funktion, r: R" — R™ die
Norm von x, d.h. r(x) := /> 71 x? und F(x) = f(r(x)) die zugehdrige
rotationssymmetrische zweimal partiell differenzierbare Funktion auf

R"\ {0}.

Wir haben gesehen, dass gilt 0;F(x) = f'(r)>. Daraus folgt

XiX; 5r—Xi:<j XiX; i XiX;
QOF() = S+ ()T = ()L (% -2

r r3

Daraus folgt

AF(x) = £'(r) + Z==F/(r).
Jede Lésung der Differentialgleichung f”(r) + =2f'(r) = 0 definiert somit
eine rotationssymmetrische harmonische Funktion auf dem Raum

R™\ {0}. Fiir n = 1 erhalten wir f(r) = ar + b als Losung.

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Fiir n > 2 setzen wir h(r) := f'(r) und erhalten aus
f"(r) + 2=1£'(r) = 0 die Gleichung

H(r) = —"= Lh(r).

Unter der Voraussetzung, dass h(r) keine Nullstellen hat, kénnen wir die
Differentialgleichung fiir n > 2 umformen:

n—1 H(r)
= — = —(In]h(r)])
= 3 = ~(nlh()
Dies impliziert In|h(r)| = —(n — 1) Inr 4+ c. Anwenden von exp ergibt als
Losung
eC
hO) = o

Somit ist f(r) = 225 + b falls n>2und f(r) = alnr+ b fiir n= 2.

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Fiir n = 3 erhalten wir mit b = 0 das Newtonsche Gravitationspotential
_GAT/, einer im Nullpunkt konzentrierten Masse M. (Hierbei ist G > 0 die

Gravitationskonstante.)

Ganz analog ist das elektrische Potential einer Punktladung @ im
Ursprung gegeben durch fyg. (Dabei ist wieder v > 0 eine Konstante.)
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Das Newtonsche Gravitationsfeld
Jede partiell differenzierbare Funktion V: U — R auf einer offenen
Teilmenge U C R" definiert ein Vektorfeld —gradV auf U.

Fiir das Newtonpotential V(r) = —GM erhalten wir als Gradientenfeld

—gradV = —-G—=, fir xeR3\{0},

das Newtonsche Gravitationsfeld.

Die auf eine Probemasse m im Punkt x wirkende Kraft wird beschrieben
durch das Vektorfeld

F = —mgradV = —G1Mx

2 r
Beschreibt t — x(t) € R3 die Bewegung der Probemasse im
Gravitationsfeld, so geniigt diese nach dem Newtonschen Gesetz F = mx
der (von m # 0 unabhéngigen) Differentialgleichung

- X
X=—GM5.
r
V.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Das elektrostatische Feld
Aus dem elektrischen Potential V(r) = 7% ergibt sich entsprechend

E=—gradV = fygf x € R3\ {0},

als Vektorfeld fiir das elektrische Feld.
Die auf eine Probeladung g im Punkt x wirkende Kraft ist
qQ x

(Die elektrische Kraft ist abstoBend, wenn g@Q > 0 und anziehend wenn
qQ < 0.)

Die Bewegung einer Probeladung geniigt der Differentialgleichung

% =~99% (m 0 ist die Masse der Probeladung).

m r3
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Das Vektorprodukt von Vektoren im R3
Definition (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von x = Z?Il x;ie: € R3 und
y= Z?:l yiei € R3 ist der Vektor

X2Y3 — X3)2
XXy = X3y1 — X1Y3
X1y2 — Xoy1

= (xy3 —x3y)er + (x3y1 — x1ys)ex + (x1y2 — xoy1)es.

Es gilt
Die durch das Kreuzprodukt definierte Abbildung

x: RExR® = R3 (x,y) = xxy

ist bilinear und schiefsymmetrisch, x X y = —y x x. Man schreibt auch
XAYy.
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Satz (Eigenschaften des Vektorprodukts)

Sei der R3 versehen mit der durch die geordnete Basis (ey, e, €3)

gegebenen Orientierung. Fiir alle x,y € R3 gilt dann:

(i) xxy=—-yxx.

(i) x x y ist senkrecht zu x und y.

(i) [Ix x y 12 = [Ix[2[lyl1? = (x, ).

(iv) Ix x yll = lIx]l - Iyl sin ¢, wenn x,y € R®\ {0} und
v =Z(x,y) € [0,7].

(v) x X y =0 <= (x,y) linear abhangig.

(vi) Sind (x,y) linear unabhangig, so ist (x,y,x X y) eine positiv
orientierte Basis.

(vii) Sind x und y orthonormal, so ist (x,y,x X y) eine positiv orientierte
Orthonormalbasis von R3.

v

Beweis. Ubungsaufgabe O

Man beachte, dass ||x x y|| die Flache des von x und y aufgespannten

Parallelogramms ist. 616 /820



210 R AR VR
Spatprodukt

Satz
Fiir alle x,y,z € R3 gilt: (x x y,z) = det(x y z). J

Beweis. Wegen der Trilinearitit von (x X y, z) und det geniigt es, die
Gleichung fiir x, y,z € {e1, €2, e3} zu iiberpriifen.

Offenbar ist (e; x ej, ex) = 0 = det(e; € ex), wenn mindestens zwei der

drei Indizes iibereinstimmen.

Sei (i, j, k) eine Permutation von (1,2, 3). Da (e;, ;) orthonormal ist, gilt
e X € = €jjkex, wobei ¢jj das Vorzeichen der Permutation ist.

Also (e x e, ex) = cjjx = det(e; € ex) fiir jede Permutation. O
Bemerkung

Die alternierende Trilinearform (x,y, z) — (x x y, z) heiBt Spatprodukt.

(x X y, z) ist das orientierte Volumen des durch x, y, z aufgespannten
Parallelepipeds oder Spats P = {ax + by + cz|a, b, c € [0,1]} C R3.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Definition

Sei v = 2?21 vie; ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge U C R3.

Das “Vektorfeld”

82V3 — 83V2
rotv:i=| d3vi — w3
O1v2 — 0wy

heiBt Rotation von v.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Bemerkung
Wir kdnnen den Gradienten als vektorwertigen Differentialoperator
auffassen:

0
grad=| 0» | :{f: U— R| fpart. diffo. } — Vektorfelder auf U
03
O f
f — grad(f)= | 0Oof
Osf

Daraus ergibt sich formal:

divv = (grad,v), rotv = grad x v.

619 /820



Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Satz

Sei U C R3 offen und f: U = R, v: U — R3 zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt

rotgradf =0 wund divrotv =0,

d.h. (formal): grad x grad f = 0 und (grad,grad x v) = 0.

Beweis. Das rechnet man unter Benutzung des Lemmas von Schwarz
direkt nach (UA). O
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Kapitel 7

Differenzierbare Abbildungen J
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Wir erinnern an den Zusammenhang von Differenzierbarkeit und linearer
Approximation:

Sei D C R und f: D — R eine Funktion, a € D ein Haufungspunkt von
D. Wenn es ein ¢ € R gibt, so dass

i 0 = [F(2) + el = 3]

X—a X —a

=0

gilt, so ist ¢ = f’(a). Wir schreiben x = a+ £ und finden dquivalent:

i Fa 6~ fla) — c€ _

€0 § 0

Man beachte, dass wir £ — c£ als lineare Funktion R — R auffassen
konnen.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Definition (Differenzierbarkeit)

Sei U C R" offen und F: U — R™.
(i) Die Funktion F heiBt im Punkt x € U (total) differenzierbar, wenn es
eine lineare Abbildung A: R" — R™ gibt, so dass

IF(x+&) = FO) = A _

lim

£ER"\{0}, €50 €]l
(i) Die Funktion F: U — R™ heiBt differenzierbar, wenn F in allen
Punkten x € U differenzierbar ist. )
Bemerkung:

Wir konnten in der Definition ohne weiteres R” und R™ durch beliebige
Banachrdume ersetzen. Dann fordert man, dass die lineare Abbildung A

stetig ist.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Satz (und Definition Differential)

Sei U C R" offen und sei F: U — R™ differenzierbar im Punkt x € U.
Dann wird durch

{Ii_r;rz)(“F(X‘l‘g) - F(x) = AI/lIEN) =0

die lineare Abbildung
dF, = A: R"” - R™

eindeutig bestimmt. Sie heiBt Differential (oder Ableitung) von F im
Punkt x. Wir identifizieren oft dF, mit ihrer beschreibenden Matrix.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beweis der Eindeutigkeit von A:
Seien A und B zwei lineare Abbildungen mit der geforderten Eigenschaft.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir die Norm erh3lt man

o < i IBO-AQI
o el
o i IFHO = FO =A@ = Fx+9) + FG) + B(E)]
= Iél o lél
=0

Setzt man nun & = tn fir n € R"” mit ||n|| = 1 so erhalt man daraus wegen
der Linearitat von A und B, dass

Hieraus folgt wegen der Linearitat A(n) = B(n) fiir alle p und somit
A=B. U
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beispiel
Die Funktion f: R" — R, f(x) = ||x||?, ist iiberall differenzierbar, denn
wegen

Fx+8&) = lIxI* +2(x,6) + lI€]* = f(x) +2(x, &) + [I¢]®

gilt
Fx+8) = f(x) —2(x.&) _ |IE]P
€]l €11

Das Differential df, € (R")* ist also gegeben durch die Linearform:

= |l€ll =¢—0 0.

df(€) = 2(x, &) = 2x'¢, ¢ €R".

Also df, = (2x1,2x2, ..., 2Xp).
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Differenzierbarkeit und Differential
Jacobi-Matrix (Matrix der Ableitungen)

Satz

Sei U C R" offen und F: U — R™ in x differenzierbar. Dann existiert fiir
Jjede Komponente F; mit j =1,...,m von F die Richtungsableitung
Oy Fj(x) fiir jede Richtung v € R" \ {0} und es gilt

Oy Fj(x) = (dFj)x(v)-

Insbesondere sind alle Komponentenfunktionen F; in x partiell
differenzierbar, d.h. F ist in x partiell differenzierbar. Weiterhin gilt:

NFi(x) - OnFi(x) (gradFi(x))*
O1Fm(x) -+ OnFm(x) (gradFm(X))t

Diese Matrix heiBt auch Jacobi-Matrix

v
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beweis: Sei v € R” mit |lv|| =1und F =377, Fie;.

Da F differenzierbar ist, sind alle Komponentenfunktionen F; als
Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar. D.h. es gilt fiir

jede Komponente F;
|Fi(x + tv) — Fi(x) — (dFj)x(tv)]

0 = lim
t0 [tlliv]
i | )~ Fi()
- l!'_r;% t _(dFJ)X(V) )

d.h. (dFj)x(v) = Gle=oFj(x + tv) = O, Fj(x).

Damit erhadlt man fiir v = ¢; die i-te partielle Ableitung
0iFj(x) = (dFj)x(ei).

Dies gilt fiir jede Komponente F; und somit

8,'F1(X)

dF.(ei) = = i-te Spalte von dF.

8,-F,:,,(x)

Dies beweist die Formel fiir die Ableitungsmatrix.

O
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Folgerung

Sei U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion.
Dann existiert fiir jedes v € R" \ {0} die Richtungsableitung 0,f(x) und
es gilt

O f(x) = dfyv = (grad f(x), v).

Die Jacobi-Matrix von f ist gegeben durch die Linearform

df = (O1f,...,0nf) = (grad f)* : U — (R"),
X — dfy.

Beispiel
Fiir die Koordinatenfunktionen f(x) = x; haben wir grad(x;) = €; und

somit die Linearformen dx; = (e;, ). Man schreibt daher fiir jede
differenzierbare Funktion f auf einer offenen Teilmenge U C R" auch

df = ia,f dX,'.
i=1
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Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Satz

Sei U CR" offen und F =37 Fje;: U— R™ in x € U total
differenzierbar. Dann ist F in x stetig.

Beweis. Sei x, := x + &, mit £, — 0 eine Folge, die gegen x konvergiert.

Dann ist wegen der Dreiecksungleichung

[1F (xn) = F(x) — dFx(&n)l
[1€nll

—0, da f diffb.

[F(xn) — FOIl < [1€nl] + Il dFx(&n)l-
~~

—0

Nun ist aber dFy: R” — R™ linear und damit stetig, d.h. auch
[ dFx(n)ll —¢,—0 0. Also [|F(x,) — F(x)|| — 0. O
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N PARGEICWACIMGECI  Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit
Satz

Sei U C R" offen, F = ZJ'": 1 Fiei: U —= R™ partiell differenzierbar und
alle partiellen Ableitungen O;F; seien an der Stelle x € U stetig.
Dann ist F in x total differenzierbar.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass m = 1.
Wihle £ > 0 so klein, dass B:(x) C U gilt. Wahle £ = Y7 ; &iej € B:(0).

Fiir i = 1,..., n betrachten wir die reellen Funktionen einer Variablen
gi(t) = F(xa+t,x,...,xn)
g,-(t) = F(Xl—|—fl,...,X,'_1—|—f,'_1,X,'—|—t,X,'+1,...X,,)
g”(t) = F(Xl+§17"‘7Xn—1+§n—lvxn+t)

Dann gilt

g/(0) = OiF(a—+&, ... xic1+&—1,Xiy -y Xn)
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N PARGEICWACIMGECI  Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Weiter im Beweis:
Auf jede dieser Funktionen wenden wir nun den Mittelwertsatz an und

erhalten, fiir i = 1...n, Zahlen 6; € (—[&;], |&]) mit

Fxi4+&,. oo xi +&i,Xix1,---Xxn) — F(x1 + &1, .y xim1 + &im1, Xiy - - - Xn)

= &OiF(x1+ &1, ..., xi—1 +&i—1,xi +0i, Xit1, ... Xn)
Setzt man nun

y(@ = (a+&yeoyxi +&iXit1,---%0), i =0,...,n
n)7i> 17

2D = (x4 E, X1 G X A 0 Xig 1, Xn)y >

so erhilt man daraus

F(x+¢&)— F(x) = ZF Ky — F(yk1)) = ngakF (z().
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N PARGEICWACIMGECI  Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ende des Beweises: Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
ergibt sich dann

F(x+8&) = F(x) =37 0F (& | X(0iF(27) — 8iF(x))éil

€]l €]l
1Y (@0iF (D) = 0iF (x))eil
i=1

IN

Fiir ¢ — 0 gilt auch z() — x.
Da nun alle partiellen Ableitungen stetig sein sollen, bekommen wir

8/F(Z(i)) _>£%0 a,'F(X),

und somit
FH —FO) - S 008l _
€0 €]l
Damit ist F in x differenzierbar. O
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz
Sei F: R" — R™ eine Abbildung, die in x differenzierbar ist. Dann gilt:
o Ist G: R" — R™ in x differenzierbar, so auch F + G und es gilt

d(F+ G)x = dF+dGy
o Fiir A € R ist AF in x differenzierbar und es gilt
d(AF)x = XdFi
@ Ist h: R" — R in x differenzierbar, so auch h- F und es gilt
dh-F)x = F(x)-dhy+ h(x)dFy.

e Ist g: R" — R in x differenzierbar und g(x) # 0, so ist éF in x
differenzierbar, und es gilt:

1 1
d (gF)X = 2002 (g(x)dFx — F(x) - dgx) -
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Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential
Satz (Kettenregel)
Seien U C R",V C R™ offen, F: U —R™, F(U)C V und G: V — RX,

Wenn F in x und G in y = F(x) differenzierbar sind, dann ist die
Verkettung G o F: U — R¥ in x differenzierbar und

d(G o F)x = dG, o dF,.

Beweis. Fiir x € U, y := F(x) € V und £ € R"” und n € R™ hinreichend
klein definieren wir

0(€) = F(x+¢&)— F(x)—Ag, wobei A= dF;,
Y(n) = G(y+n)—G(y)—Bn, wobei B=dG,,

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit von F und G, dass

m #(¢) 0 und lim v(n) =0.

&0 &l =0 [l
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential
Weiter im Beweis:

Fiir die spezielle Wahl 1 := F(x + &) — y = A + ¢(&) erhalten wir

(GoF)(x+&) —(GoF)(x) = G(y+n)—G(y)
= Bn+(n)
= BA{+ Bo(§) +¢(n)

D.h.
i (G0 ) +€) = (G0 F)G0 = BAS| _ . 1Bo(@)] | - [Vl
e el o el e el

Nun ist aber wegen der Linearitdt von B

- 1BA©)] o(6)
Im e = dm 18 (T

Also bleibt nur noch zu zeigen, dass lim¢_,g % =0.

eI
)H S ||B||Op.—Norm Ell_rn) ”€|| -
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Ende des Beweises: Dazu bemerkt man, dass n — 0 falls £ — 0, denn
wegen der Dreiecksungleichung ist

Il = [IA€ + (I < ALl + [l —e=0 0.

Somit gilt W —¢—0 0. Aus der der Differenzierbarkeit von G und der
Dreiecksungleichung folgt dann:

[l _ el linl _ @)l 1A+ e (@)
€]l Il 1€l Il €]l
[l (ALl el
— 07
i Clel *_fel) "
—— ——
—>5_,00 _>§—>00
denn wegen der (stetigen) Linearitdt von A bleibt HIIILEII” = HA(@)H
beschrankt. O
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Folgerung (Kettenregel in Komponenten)

Seien U C R",V C R™ offen, F: U —R™, F(U)C V und G: V — R¥,
H:=GoF:U— R Essei Finxund G iny = F(x) differenzierbar.
Dann ist H= G o F in x differenzierbar und fiir alle i = 1,2,...,n und
I=1,...k gilt:

0 Hi(x Z Ok Gi(y)0iFi(x) -
In anderer Notation, mit den Eintragen der Jacobi-Matrix:

8H/ aGI a":k
Z 8_yk 8Xl )

638 / 820



Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

In den folgenden Beispielen betrachten wir Abbildungen des Vektorraumes
der n x n-Matrizen Mat,(R) = R"".

(i) Sei F: Mat,(R) — R gegeben durch F(A) = det(A). Dann gilt fiir
das Differential in 1,

dFy,(A) = d dety, (A) = spur(A);

denn nach der Produktregel gilt

dF,(A) = *!t 0 Y e(0)(0101) + ta16(1)) - - * (Bro(n) + tans(n))
oc€ESy

= a1 +...+ ann-
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

(i) Nun sei F: Mat,(R) — Mat,(R) gegeben durch F(A) = A? und
G: Mat,(R) — R durch G(A) = spurA.
F und G sind auf Mat,(R) differenzierbar mit

d
dFaB = —li=o [(A+tB)?] = AB + BA,

und
d
dGaB = ah:o [spur(A + tB)] = spurB,

fir A, B € Mat,, (R).
Somit ist G o F: A+ spur(A?) differenzierbar und

d(G o F)aB = dGp(a) o dFa(B) = spur(AB + BA) = 2spur(AB).
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiel

Sei c: (—¢,e) = R" (¢ > 0) eine differenzierbare Abbildung, d.h. eine
differenzierbare Kurve. Setze x := ¢(0), v := ¢’(0) = (¢1(0), . .., c,(0))".
Ferner sei f: U — R eine in einer offenen Umgebung U C R" von x
definierte und in x differenzierbare Funktion.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion foc: (—¢,¢) — R:

(f o c)'(0) = df(0)(c'(0)) = dfi(v) = 8, f(x).

D.h.
ol F(e(t) = D) = TlecolFx+ 1),

v

Es geniigt hier iibrigens vorauszusetzen, dass c stetige Abbildung, d.h. eine
stetige Kurve ist, die im Nullpunkt differenzierbar ist.
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Mittelwertsatz
Mittelwertsatz

Satz (Mittelwertsatz fiir Funktionen auf dem R")

Sei U C R" offen und F: U — R stetig differenzierbar.
Seien weiterhin x € U und § € R", so dass x + t€ € U, fiir alle t € [0,1].
Dann existiert ein xog = x + tp§ € U mit ty € (0,1), so dass

F(x+ &) = F(x) = dFy(§)-

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folge des Mittelwertsatzes fiir
Funktionen f: [0,1] — R.

Sei p:[0,1] = R", t—»x+t{und f =Fop:[0,1] = R.

Nach dem Mittelwertsatz fiir f erhalten wir ein tp € (0,1) mit

f(1) — £(0) = f'(to).

Aus der Kettenregel ergibt sich dann

F(1) = f(0) =f(to) = (Fop)(to) = dFcrne(¢(t0))
Fir o(t) = x + t€ ist ¢’ = & und damit F(x + &) — F(x) = dF,(§). O
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Ist eine Abbildung F: U — R™ konstant, so ist dF, = 0 fiir alle x € U.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (man betrachte eine Vereinigung
U = U; U U, zweier disjunkter offener Mengen). Allerdings gilt:

Folgerung

Sei U C R" offen. Ist U wegzusammenhangend, d.h. gibt es fiir je zwei
Punkte x,y € U stets eine stetige Kurve c: [0,1] — U mit ¢(0) = x und
c(1) =y, so gilt:

Ist F: U — R™ differenzierbar mit dF, = 0 fiir alle x € U, so ist F
konstant.

Beweis. Fiir jedes £ € U finde £(£) > 0 so, dass K¢ := B.(¢)(§) € U.
Nach dem Mittelwertsatz ist F auf K¢ konstant, d.h. F\K§ = d;.

Sei nun c eine stetige Kurve von x nach y. Deren Bild wird {iberdeckt
durch die offenen Kugeln {B.(c(+))(c(t))}tefo,1)-

Da das Interval [0, 1] kompakt ist und c stetig, ist auch ¢([0,1]) kompakt.
Daher finden wir eine endliche Teiliiberdeckung durch offene Kugeln
B.(c(¢)(c(ti)) fiir i=1,...kund t; =0, t, = 1. Damit ist aber

F’Ba(c(t,-)) = d;, und somit F(y) = F(C(tk)) =...= F(C(tl)) = F(X) O
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Niveaumengen und Gradient

Satz

Sei U C R" offen, f: U — R stetig differenzierbar.
Dann steht grad f senkrecht auf den Niveaumengen

Ne(k) .= {x e R"|f(x) =k} mit k e R,

d.h. fiir jede innerhalb der Niveaumenge N¢(k) verlaufende differenzierbare
Kurve c: (a, b) — R" gilt

grad |y L c'(t) fir alle t € (a,b).

Beweis. Das folgt durch Ableiten der Gleichung f o ¢ = k nach der
Kettenregel

0=df.oc = (gradf,c).
(]
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Beispiel
Sei f: R" — R gegeben durch die Norm, f(x) = ||x||. Die Niveaumengen

sind dann Kugeln vom Radius k und der Gradient ist gradf(x) = .

Il

Bemerkung

Wenn grad f(x) # 0 ist, so gibt der Gradient die Richtung des starksten
Anstiegs der Funktion f im Punkt x € U an, denn fiir jeden Einheitsvektor
v € R” gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

0, f(x) = (grad f(x), v) < |lgrad f(x)||

mit Gleichheit genau fiir den Einheitsvektor v = eradf)
l[grad f(x)]|
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Lokale Extrema

Definition
Sei U C R" offen, f: U — R eine Funktion und x € U.

Man sagt, dass f in x ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum)
annimmt, falls es ein € > 0 gibt, derart dass

f(x) > £(§) baw. f(x) < £(¢)

fir alle ¢ € U mit ||x — || < e.
Lokale Minima und Maxima heiBen auch lokale Extrema.

Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusatzlich
f(€) # f(x) fiir alle € € U\ {x} mit ||x — || < e fiir ein € > 0.
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Lokale Extrema und Gradient

Satz

Sei U C R" offen. Eine Funktion f: U — R sei an der Stelle x € U partiell
differenzierbar.

Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Extremum annimmt, dann gilt
grad f(x) = 0.

Beweis. Fiir alle i = 1,..., n ist die Funktion t — g(t) := f(x + te;) im
Nullpunkt differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.
Demnach gilt

0= g/(O) = 8,f(X)
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Wiederholung: Taylor-Entwicklung fiir Funktionen einer Variablen

Es sei f: | — R eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall /| C R.

Zu x € | sei das Polynom Tp,(x,&) € R[{] gegeben durch

T3, €) = F(3) (€ + 3F(E 4 -+ A (x)gm.
Die folgende Beschreibung des Restglieds verallgemeinert den
Mittelwertsatz: es gibt zu jedem & mit {x + t{|t € [0,1]} C [ ein 7 € [0, 1]
mit
Fm+D(x 4 7€)

f(X+€):Tm(X?£)+ (m+1)|

€m+1
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Notation: Multi-Indizes

Um die Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Veranderlichen kompakt
schreiben zu kdnnen, fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein.

Fir a1, as,...,a, € Nund x =37 | xje; € R” setzen wir

«
|af
ol

XOé

aOL

(1,00,...,ap) €N"
a1 +oax+--+a, €N

arlag! -, € N
1,00

.. an
X1 ' Xy Xy

Qa1 9o fe’
81 82 ...8n"

Definition

Sei U C R" offen. Es bezeichne

CK(U) := {f: U— R | f ist k-mal stetig differenzierbar }

den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen U — R. 649 /82




Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Variablen

Satz (Taylorentwicklung)

Sei U C R" offen, f € C™*1(U), x € U und £ € R", so dass
{x+t&jt€[0,1]} C U.

Dann existiert T € [0, 1], so dass

fx+&) =) ia“f(x)ga + > $8°‘f(x + 7E)EC.

la]<m laf=m-+1

Definition

Tin(€) =2 ja1<m Loof(x)¢e ist ein Polynom vom (Gesamt-)Grad < m
in den n Variablen &1, ..., &, und heiBt m-tes Taylorpolynom.
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Mit Hilfe des folgenden Hilfssatzes fiihren wir den Satz auf den Fall einer
Funktion in einer Variablen, also n = 1, zuriick.

Lemma

Fiir die (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion g: [0,1] — R mit
g(t) :=f(x+ t&) gilt fiir alle 0 < k < m+1:

gVt =k S %6”f(x+ £
|a|=k '

Beweis des Satzes: Der Satz folgt nun mit Hilfe des Lemmas aus der
Taylorentwicklung der Fuktion g im Nullpunkt: es gibt 0 < 7 < 1 mit

g"(0) 1k g™ (7) . qm+l

m

e = s = 25 e
1 1
= Z aaaf(x)fa-l- Z aaaf(X—FTf)fa.
la)]<m la|=m+1

O
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Beweis des Lemmas: Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach k.
Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Wir berechnen g(k*1)(t) aus der
Induktionsannahme

D)=k S iaaf(w )¢

la|=k

Mit der Kettenregel erhalten wir:
i(‘i’c'if(x + t&) = Zn:&ao‘f(x + t&)¢&;
dt N — ' '

und somit mit der Induktionsannahme

gk D) )_klzz 88a (x + t£)E%¢)

i=1 =k ¢
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich weiter:

gk () = k) éaiaaf(x+tg)ga§,-
i=1 |aj=k

n

= K> Y Ejaﬁf(ertg)gﬂ

i=1 |8|=k+1 p
1
= (k+1) > Eaﬁf(w t€)&”,
|B|l=k+1
denn 27:16,': ‘/B’ =k+1,da 5:(041,...,04,'4-1,...,04,,). U

Damit haben wir das Lemma und somit auch den Satz bewiesen.
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Approximation durch das Taylorpolynom

Folgerung

Sei U C R" offen, f: U — R eine m-mal stetig differenzierbare Funktion
und x € U.

Dann existiert 6 > 0 und ¢: Bs(x) — R, so dass Bs(x) C U und

)= 3 —0*F()E + ()

lo|<m

fiir alle £ € Bs(0), wobei
- 9(6)
lim —== =0
&0 [[Efm

654 /820



Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Beweis (der Folgerung).

Da U offen ist, existiert Bs(x) C U. Aus der Taylorentwicklung der
Ordnung m — 1 folgt fiir £ € Bs(0):

= 3 SOFE+ 3 (x4 T,
la|<m-1 " lal=m
fur ein 7 € [0,1].

Wir setzen

P€) = D0 (0 Fx+7E) — D F(x))E
lal=m '
Dann gilt f(x +&) = >4 j<m Lo (x)€% + ¢(€) und
gm (§)/1IE1™ =0,

denn die m-ten partiellen Ableitungen von f sind nach Voraussetzung
stetig. O
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Spezialfall:
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x,& € R”
derart, dass {x + t&|t € [0,1]} C U.

Dann gilt

fx +¢€) = f(x +Zaf )i + zzaaf )i +p(£),

i=1 ij=1

/

quadratisches Taylorpolynom

wobei lim¢_,o % =0.
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema
Hessematrix

Definition
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Die nach dem
Satz von Schwarz symmetrische Matrix

Hess f(x) 1= (0;0;f(x))ij=1,...n

heiSt Hessematrix von f im Punkt x.

Nachtrag zum letzten Beispiel:

Mit der Hessematrix lasst sich die obige Gleichung unter Verwendung des
Standardskalarprodukts auf R” nun indexfrei schreiben:

Flx+€) = F(x) + (grad £(x), ) + 3 (Hess F(x)E,€) + #(€)

o T w(§) _
mit lim¢_o e = 0.

v
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Definition
(i) Eine symmetrische Bilinearform [3 auf einem reellen Vektorraum heif3t
positiv semi-definit, wenn

B(v,v) >0 firalle veV.

(i) B heiBt negativ definit (bzw. negativ semi-definit), wenn — 3 positiv
definit (bzw. positiv semi-definit) ist.
(iii) B heiBt indefinit, wenn 3 weder positiv noch negativ semi-definit ist.

(iv) Ein symmetrischer Endomorphismus A eines Euklidischen Vektorraum
heiBt positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ), wenn
die zugehorige symmetrische Bilinearform

/B(V7 W): <V7AW>7 V’WE V7

positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ) ist.
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Hessematrix und lokale Extrema

Satz

Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar.

(i) Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Minimum (bzw. Maximum)
hat, dann ist grad f(x) = 0 und Hess f(x) ist positiv (bzw. negativ)
semi-definit.

(ii) Wenn der Gradient von f an der Stelle x € U verschwindet und
Hess f(x) positiv definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Minimum,

Hess f(x) negativ definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Maximum,
Hess f(x) indefinit ist, dann hat f in x kein lokales Extremum.

[Animationen.]
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Beweis.

(i)

f habe in x z.B. ein lokales Minimum. Wir wissen bereits, dass
grad f(x) = 0 und mit h(§) := 3(Hess f(x)¢, &) gilt

F(x) < Fx +&) = F(x) + h(§) + »(8)-
Daraus folgt 0 < h(£) + ¢(&), d.h. h(§) > —p(&) und somit mit

e £ h(€) _ h(t€) (£€)
t plt§) t—0
(Hi\l) fel? ~ Tegl? = ~Ilee?

Das impliziert h(y) > 0 fiir alle Einheitsvektoren y, d.h. h > 0.

Sei nun umgekehrt grad f(x) = 0 und h(&) > O fiir alle £ # 0.

Dann ist m := min 1 h(y) > 0.

Weiterhin findet man zu 0 < & < mein § > 0, so dass |p(¢)| < £]|¢]|?
fiir alle 0 # ¢ € B(0).

Aus der Taylorentwicklung folgt dann fiir diese &:

F(x +€) = F(x) + h(€) + p(€) > F(x) + mll€|> = =[€] > F(x).

O
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Kapitel 8

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen J
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Umkehrsatz
Umkehrsatz

Definition (Diffeomorphismen)

Seien U und V offene Mengen im R". Eine bijektive, stetig differenzierbare
Abbildung f: U — V, deren Umkehrabbildung auch stetig differenzierbar
ist, heiBt Diffeomorphismus zwischen U und V.

Satz
Sei f: U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist fiir alle x € U die Ableitung
df, eine invertierbare lineare Abbildung und es gilt

(df Depg = (dh)™

Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel:

o = d = d(FTof), = dhih ook

und damit df 3 = (df)"". O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Umkehrsatz
Der Umkehrsatz besagt, dass lokal, d.h. in einer geeignet gewahlten
Umgebung von x, eine Umkehrabbildung existiert, falls df, invertierbar ist.

Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V C U von p und W von q := f(p), so dass f|y: V — W ein
Diffeomorphismus ist.

Beispiele
o Sei f: R — Ry, f(x) = x2 Dann ist f/(x) # 0 fiir x € R\ {0}.
Fiir x > 0 betrachte W =Ry und V =Ry mit f1(y) = ,/y.
Fiir x < 0 betrachte W =Ry und V =R_ mit f1(y) = —/y.
o f: R — R, f(x) = x3 besitzt eine stetige Umkehrabbildung (da

streng monoton wachsend). Diese ist aber nicht differenzierbar in
y =0=f(0) da ’(0) = 0.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Der Beweis des Umkehrsatzes beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz
und den folgenden beiden Satzen. Wir brauchen zunachst:

Definition
Seien V, W normierte Rdume und U C V. Eine Funktion f: U — W heiBt
Lipschitzstetig auf U, wenn es eine Zahl L > 0 gibt, so dass

IF(x) = FY)Il < Lllx =y

fiir alle x,y € U. Jede solche Zahl L heiBt eine Lipschitzkonstante fiir
auf U.

Bemerkungen
e Lipschitzstetige Funktionen sind gleichmaBig stetig.

e Stetige lineare Funktionen sind Lipschitzstetig.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Satz (Schrankensatz)

Sei f: U C R"™ — R™ stetig differenzierbar. Sei K C U eine kompakte
Menge, die konvex ist, d.h. fiir alle x,y € K liegt auch die
Verbindungsstrecke {tx + (1 — t)y | t € [0,1]} in K. Dann ist f auf K
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L := maxyck ||df«|| operatornorm- ES
gilt also

1) — F)Il < Llx =y

fiir alle x,y € K.

Beweis. Da K kompakt ist und x — dfy und die Operatornorm stetig
sind, existiert

L = max||dfy _ = ma a df,
max 06| —nerm = max _max [ (O]

Nach dem Mittelwertsatz existiert dann fiir x,y € K ein ty € [0,1], so dass

1 (x) = FWI = lldfeoxt1—to)y (v = X) I < Llly = x]|. -
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Satz (Diffeomorphie)

Seien U und V offene Mengen im R" und f: U — V stetig differenzierbar
und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung f~1: V — U. Wenn fiir jedes
x € U das Differential df, invertierbar ist, so ist f ein Diffeomorphismus,

d.h. £~V ist auch stetig differenzierbar und dfy o\ = (dfc) ™.

Wir erinnern uns:

f(x) = x3 hat eine stetige, aber in x = 0 nicht stetig differenzierbare
Umkehrabbildung. Die Bedingung dfy invertierbar ist also wesentlich.

Beweis. Wir zeigen die stetige Differenzierbarkeit von f~1 in y = f(x).
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass x = y = 0, denn:

Sind L3, Ly: R" — R” invertierbare affine Abbildungen, so gilt der Satz fiir
f genau dann, wenn er fiir Ly o f o Ly gilt. Mittels zweier Translationen
verschiebt man dann x und y nach O.

Ferner konnen wir annehmen, dass df, = Id, denn setzt man L := (dfx)_l,
so folgt nach der Kettenregel

d(LOf)X:de(X)Ode: LOdﬁ( =Id. 666 / 820



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Weiter im Beweis des Satzes: Sei y € V und x := f~1(y) € U. Wir
definieren

p(x) = f(x)—f(0)—dfo(x) = f(x)—x
Ply) = i y)—y = x—f(x) = —p(x) = —o(fF(y))
Um die Differenzierbarkeit von =1 zu zeigen, miissen zeigen, dass
) 0.
Tylm —7y=0

Da f stetig differenzierbar ist, gilt ”( ”) —x—0 0.

Daher koénnen wir ein € > 0 finden, so dass ”Sﬁ(ﬁl)” < 3 fiir alle [|x|| < e.

Da 1! stetig ist, finden wir zu diesem ¢ ein § > 0, so dass ||[f(y)|| < e
fur alle |ly|| < d. Somit gilt fiir alle y mit ||y|| < d, dass

[ = oGl < 5l = 210 ()

und daher wegen der Dreiecksungleichung

() 1
W< 1) =yl + Iyl = T+ Iyl < S0+ Iyl
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Ende des Beweises: Also haben wir fiir alle y mit ||y|| < ¢, dass

I W)l < 2llyl
und somit

[N _ TGl Ixll _ el IF2 W Gl

Iyl RS Y I ] I

Aus y — 0 folgt nun, wegen der Stetigkeit von f~1, dass auch
x = f~1(y) — 0 und somit

[~ el
Iyl ~ [Ix]

y—0 0.

Damit ist £~ differenzierbar in y und mit df;,_l = (df,)~! erhalten wir
auch die Stetigkeit von df 7!, O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Jetzt beweisen wir den Umkehrsatz:
Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V C U von p und W von q := f(p), so dass f|y: V — W ein
Diffeomorphismus ist,

d.h. f|y ist bijektiv und (f|y)~*: W — V stetig differenzierbar.

Beweis. Wir kdnnen wieder 0.B.d.A. annehmen, dass p = ¢ = 0 und
df, = Id. Der Beweis des Umkehrsatzes erfolgt nun in mehreren Schritten:

1) Definition von W: Sei § > 0, so dass By5(0) C U und so, dass

1
11 — dfcll op. —porm < 5 fir alle x € Bys(0). (%)

Wir setzen dann W := B;(0).

2) Definition von V := f~1(W) N Bys(0) C U.
Da W offen ist und f stetig, ist auch das Urbild f~1(W) offen.
Damit ist V als Durchschnitt zweier offener Mengen offen.
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Weiter im Beweis: 3) Die Abbildung 7|y : V — W ist bijektiv:

Zu y € W = B;(0) definieren wir die differenzierbare Abbildung
oy U—=R" o, (x)=y+x—f(x).

Ein Fixpunkt x von ¢, ist eine Lésung von f(x) = y. Wegen

(dpy)x = Id — df; liefert der Schrankensatz auf By;(0) C U dass

1
lley(a) = ey Gl < Sl =l (+x)

Da ||y|| < 0, gilt fiir alle x € Bys5(0), dass

ey O < My (x) = @y (O) + llyll < 26,

D.h. ¢, : Bys(0) — Bs(0). Wegen (xx) ist ¢, also eine kontrahierende
Abbildung auf dem vollstandigen metrischen Raum Bss(0).

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir also zu jedem

y € W = B;(0) genau ein x € Bys(0) mit ¢, (x) = x.

Wegen || x|| = [l¢y(x)]| < 26, gilt sogar x € By5(0). D.h aber, dass

f(x) =y und x € f1(W) N Bys(0) = V. Somit ist f: V — W bijektiv
und wir kénnen die Umkehrabbildung durch f=1(y) := x definieren.

670 /820



L Do Umkehrsatz und seine Anwendunzen B
Weiter im Beweis:
4) f~1ist stetig:
Wegen (**) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir x;,x; € V
e =xll < llpo(x2) = wolxa)ll + [[f(x2) — F(xa)
< gl —xll+[1f0e) = FOa)ll.

Damit ist fiir x; = £~ 1(y1) und xo = F~1(y)

1F712) = FH )l < 2lly2 = wll,

und somit ist die Umkehrfunktion f~1 (Lipschitz)stetig.
5) Fir alle x € V ist dfy ein Isomorphismus:
Fiir x € V C By5(0) und der Wahl von § in (*) gilt fiir £ € R”

I a2 (@) < el

Fiir £ € ker(df,) ist dann ||€]| < 3|¢]|, d.h. £ = 0. Also ist dfy
invertierbar.
Aus dem vorherigen Satz folgt somit die Behauptung des Umkehrsatzes. [J
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Bemerkung:

f—1 ist sogar k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal stetig
differenzierbar ist (k € N). Die Gleichung df, ™! = (dfy(,)) ™" zeigt nadmlich,
dass f~1 k-mal stetig differenzierbar ist, wenn f k-mal und g = £~}

(k — 1)-mal stetig differenzierbar ist.

Folgerung (Offenheits-/Diffeomorphiesatz)

Sei U C R" offen und f: U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung
mit dfy invertierbar fiir alle x € U. Dann gilt

e f(U) C R" ist offen.
@ Ist f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus U — f(U).

v

Beweis. Dies folgt aus dem Umkehrsatz und dem Satz iiber Diffeomorphie
bei stetiger Umkehrabbildung. (UA) O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Beispiel (ebene Polarkoordinaten)
Die Abbildung

f: R> - R, (r>n—><x>:<rcés¢>,
© y rsin

ist unendlich oft differenzierbar. |hr Differential ist

% 2—* cosp —rsing
(% £)-(s )
<g}r’ gé) singp  rcosyp

Da det df = r, gibt es zu jedem Punkt p = (rp, ¢0) € R* x R eine offene
Umgebung U C R* x R, so dass f U bijektiv auf eine offene Menge

V = f(U) C R? abbildet mit unendlich oft differenzierbarer
Umkehrabbildung (f|y)~t: V — U.

ZB. U=Ry x (po —m, 0 + ).
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Satz iiber implizite Funktionen

Motivation

Sei f: R" — R eine Funktion. Wir betrachten die Gleichung fiir x € R"
f(x1,...,xn) =0,

bzw. die Lésungsmenge N¢ := {x € R" | f(x) = 0}.

o Ist f linear, so ist die Losungsmenge N¢(0) ein (n — 1)-dimensionaler
Unterraum. Eine Variable, etwa x;, ist durch die anderen durch eine
lineare Abbildung g: R"~! — R bestimmt (wir kdnnen nach x;
auflgsen): ist z.B. i = n, so finden wir
f(x1,...,xn) =0 <= x, = g(x1,...,xp—1) Mit g linear.

@ Was passiert, wenn f nicht linear ist? Unter welchen Bedingungen
kann man nun die Gleichung nach einer Koordinate aufldsen, d.h.
wann existiert eine Funktion g: R"1 5 R, so dass

f(Xla ce. ,anl,g(Xl, o ,anl)) = 0’

d.h. N¢(0) D graph(g)? Ist g differenzierbar, falls f difFerenzierbar(;ftgm




Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiele

o Sei f: R2 5 R, f(x,y) :=x2+y?— 1. Esist N¢(0) = S C R? der
Kreis. Hier bendtigen wir zwei Funktionen, um ganz N¢(0) als
Graphen darzustellen:

S' = {(xy)eS'ly>0} U {(x,y)eS'|y<0}
graph(g+) U graph(g-)

mit g+ : [—1,1] — Ry. Die Funktionen gy (x) := £v/1 — x? sind
differenzierbar nur auf dem offenen Intervall (—1,1).

o f(x,y,z) = x>+ y? d.h. Nr = {(0,0,2) | z€ R}. Hier gibt es kein g
mit graph(g) = Nr.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiele
o f(x,y) = x — y3. Hier ist g(x) = ¥/x nicht differenzierbar in 0.

C f(X,y) = y2 - X2(1 - X2)' Nf(O) \ {(_1? O)a (07 0)7 (17 0)} ist
Vereinigung von Graphen von 4 stetig differenzierbaren Funktionen.

Yy
+05
N¢(0) = [\ A
-05 05 1
0.5
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CEE T R
Satz iiber implizite Funktionen

Satz (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei U C R™ x R" offen, f: U— R" k-mal stetig differenzierbar (k > 1)
und (p,q) € U, so dass f(p,q) = 0. Weiterhin sei das Differential der
Abbildung y — f(p,y) im Punkt y = q invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen V C R™ von p und W C R" von q und
eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung g: VV — W, so dass fiir alle
(x,y) e Vx Wygilt: f(x,y)=0 <= y=g(x).

D.h. Ne(0) NV x W = graph(g).

v

Beweis. Die Hilfsfunktion F: U — R™ x R", F(x,y) := (x,f(x,y)) hat in
(p, q) ein Differential, das sich wie folgt aus dem Differential der
Abbildung y — f(x,y) = > ; fi(x, y)ei berechnet:

1, 0
dFpq) =1 » (of
(ayj)ij (P, q)

%
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Weiter im Beweis: Da (:%2) ~_im Punkt (p, q) invertierbar ist, ist auch
i
dF(p,q) im Punkt (p, q) invertierbar.

Nach dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen Vi3 C R™ von p und

Vo CR" von g, so dass V; x Vo C U C R™ x R” durch F bijektiv auf eine
offene Umgebung 2 C R™ x R" von F(p,q) = (p,f(p,q)) = (p,0)
abgebildet wird, und zwar so, dass die Umkehrabbildung

G = (Gl,Gz): Q— V1 X V2
k-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist V := {x € V4|(x,0) € Q} eine offene Umgebung V C V; von p.
Wir setzen dann W := V, und
g: VoW, g(x):=Gx,0).

Da G k-mal stetig differenzierbar ist, ist es auch g.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Weiter im Beweis: Aus

Q> (va) = F(G(X7y)) = (Gl(va)v f(Gl(Xay)v G2(Xay))) (*)

folgt dann Gi(x,y) = x und f(x, Ga(x,y)) = y.
Wir iiberpriifen nun die Aquivalenz f(x,y) =0 <= y = g(x) fiir alle
(x,y) e Vx W:

(«=) Da g(x) = Ga(x,0) folgt aus (*), dass f(x,g(x)) =0 fiir alle x € V.

(=) Umgekehrt folgt aus (x,y) € V x W mit f(x,y) =0, dass
F(x,y) = (x,f(x,y)) = (x,0) und somit

(x,¥) = G(F(x,y)) = G(x,0) = (G1(x,0), Ga(x, 0)) = (x, 8(x)),

d.h. y = g(x).
Damit ist der Satz iiber implizite Funktionen bewiesen. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiel (zweischaliges Hyperboloid)
Die Funktion f: R =R? x R — R,

f(Xa}/7Z) ::X2+y2_z2+17

erfiillt 9£ = —2z £ 0 fiir alle (x,y,z) € H := f~1(0).

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen definiert die Gleichung
f(x,y,z) =0 also lokal eine unendlich oft differenzierbare Funktion
(x,y) — z = g(x,y). Diese kann man durch Auflésen der Gleichung
f(x,y,z) = 0 nach z explizit angeben:

g+(x,y) =tvVx2+y2+1.

Der Graph von g.: R?> — RT, bzw.
g : R2 — R_ ist die obere, bzw. untere,
Schale des Hyperboloids H.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Differential einer implizit definierten Funktion

Unter den Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen l3sst sich
das Differential der durch die Gleichung f(x,y) = 0 implizit definierten
Abbildung x — g(x) wie folgt berechnen.

Bezeichnet d,f das Differential der Abbildung x — f(x,y) und d,f das
Differential der Abbildung y — f(x,y), dann liefert Ableiten der Gleichung
f(x, g(x)) = 0 nach der Kettenregel:

0 = dvf + d, fdg = dg = —(d,f) 1df.

Hierbei ist dg an der Stelle x und dif, d,f an der Stelle (x, g(x))
auszuwerten:

dg|x = - (d f| (x,g(x)) ) ! de|(X,g(X))'

In Komponenten, i=1,...,nund j=1,...,m

) G0 = o

y
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Abbildungen von konstantem Rang

Definition (Rang einer differenzierbaren Abbildung)
U C R™ sei offen und f: U — R" differenzierbar.
(i) Der Rang von f im Punkt p € U ist definiert als

rg(f), := rg dfy, < min{m, n}.

Das definiert eine Funktion rg(f): U — {0,1,2,...,min{m, n}}.
(i) f heiBt Immersion, wenn rg(f) = m. Das Differential ist dann injektiv.

(i) f heiBt Submersion, wenn rg(f) = n. Das Differential ist dann
surjektiv.

(iv) k-mal stetig differenzierbare Abbildungen heiBen auch von der Klasse
Ck oder Ck-Abbildungen, k € N U {oo}.

(v) UCR™, V CR" seien offen. Eine Ck-Abbildung f: U — V heiBt

Ck-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und auch f~1 von der
Klasse CX ist.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiele
(i) Sei m < n.

R™ > (x1,..-yXm) = (x1,--+,Xm,0,...,0) e R" x R"™" =R"

ist eine Immersion. Diese nennt man auch kanonische Immersion «.
Warnung: Immersionen sind nicht unbedingt injektive Abbildungen.

(i) Sei m > n.
R™ > (x1,...,Xm) — (X1,...,%,) € R"

ist eine Submersion. Das ist die kanonische Submersion (Projektion)

.
Warnung: Submersionen sind nicht unbedingt surjektive Abbildungen.

(iii) Sei r < min{m, n}. Die Abbildung
R™ > (x1,. s Xm) — (X1,.--,%,0,...,0) ER" x R"™ " =R"

hat konstanten Rang r. 683 /82




Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiele

(iv) Sei f: U C R" — R eine Funktion. Dann ist F: U C R" — R,
F(x) = (x,f(x)) eine Immersion, denn rg(dFy) = n. Das Bild von F
ist der Graph von f.

(v) Der Rang eines Diffeomorphismus f: U — V, mit U C R™, V CR"
offen, ist konstant gleich m = n.
Durch Ableiten der Gleichungen f~1of = Idy und fof~t= Idy
folgt namlich, dass df, fiir alle p € U invertierbar ist, d.h.
m = n = rg(f).
Umgekehrt besagt der Umkehrsatz, dass jede Ck-Abbildung
f: U — V vom konstantem maximalen Rang n zwischen offenen
Mengen des R” lokal ein CX-Diffeomorphismus ist.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Immersionen
Satz (Normalform fiir Immersionen)

Sei U C R™ offen, p € U und f: U — R" eine CK-Abbildung mit
rg(f)p = m < n.

Dann existiert eine offene Umgebung V' des Bildes f(p) und ein
Ck-Diffeomorphismus ¢: V — (V) C R", so dass

(pof)(x1,---y%Xm) = (x1,--+,Xm,0,...,0)

in einer Umgebung von p. Insbesondere ist f lokal eine Immersion.

Schematisch sieht die Situation bei einer Immersion so aus
vV CR"

f

7o I

R"O> U <, ¢(V)CR"
wobei ¢ o f =, ¢ die kanonische Injektion. Dies ist durch das Symbol O
angedeutet. Man spricht auch von einem kommutativen Diagramm. o35 /820



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im Bild R”
konnen wir annehmen, dass die ersten m Zeilen der (n x m)-Matrix df,
linear unabhangig sind.

Betrachte die Hilfsfunktion F: U x R"™™™ — R", F(x,y) := f(x) + (0, y).

F ist von der Klasse CX und

0

n—m

dF(p,y) = ( dfp ’ 1 ) S I\/Iat,,(R).

Da insbesondere dF, o invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz
eine offene Umgebung W von (p,0) € R”, so dass F|yw: W — F(W) ein
Ck-Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung V := F(W) von

F(p,0) = f(p) ist.

Der Ck-Diffeomorphismus ¢ := (F|w)~1: V — W erfiillt dann, wie
gewiinscht, (x,0) = ¢(F(x,0)) = ¢(f(x)). O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang
Submersionen

Satz (Normalform fiir Submersionen)

Sei U C R™ offen, p € U und f: U — R" eine CK-Abbildung mit
rg(f)p=n<m.

Dann existiert eine offene Umgebung VV C U des Urbilds p € U und ein
Ck-Diffeomorphismus ¢: V — ¢(V) C R™, so dass

(Foo ™ )(x1,...,xm) = (x1,...,Xn)

auf (V). Insbesondere ist f lokal eine Submersion.

Hier bekommen wir folgendes Diagramm:

R">UDV - (V)R
PN LT
Rn

1

wobei f o ™" =, also die kanonische Submersion 7 ist.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im Urbild
R™ kdnnen wir annehmen, dass die ersten n Spalten der (n x m)-Matrix
df, linear unabhangig sind.

Betrachte die Hilfsfunktion F: U — R™, F(x',x") := (f(x’,x"),x"),
wobei (x',x") € UCR" x R™ ", x" = (x1,...,Xn), X" = (Xn41,- -+, Xm)-

F ist von der Klasse C¥ und

df,
o= (51— ).
Da dF, invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz eine offene
Umgebung V C U von p € R™, so dass ¢ := F|y: V — F(V) ein
C*-Diffeomorphismus ist.
o erfiillt dann fiir alle (X', x") € o(V): (X', x") = F(¢~1(x',x")) und
somit, wie gewiinscht, f(o1(x',x")) = x. a
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang

Satz (Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang)

Sei U C R™ offen, p € U und f: U — R" eine CK-Abbildung mit

rg(f) = r auf U.

Dann existieren offene Umgebungen VV C U von p und W C R" von f(p)

und Ck-Diffeomorphismen ¢: V — (V) CR™, ¢p: W — (W) C R”, so
dass

(Wofoe H(xt, .. xm)=(x1,...,%,0,...,0)

auf (V).

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R und
R” konnen wir annehmen, dass die quadratische Matrix

fi . ) .
A= (3([))) invertierbar ist.
0 ij=1,....r
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:
Betrachte wieder die Hilfsfunktion F(x) = (fi(x),..., f(X), Xr+1s -y Xm)-

Da
A *
oF, — ( A )

invertierbar ist, existiert eine offene Umgebung V C U von p, so dass
@ :=F|y: V = ¢(V) ein Ck-Diffeomorphismus ist.

Aus F o p~1(x) = x folgt dann f:(p~1(x)) = x; fiir alle i < r und

x € (V).

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass fj(x) = x; fiir alle i < r.

g, — (Y 0, g= (Y
P\ B’ -\ 0% ij>r+1‘

und aus rg(f) = r folgt nun B =0, d.h. f hangt nur von (xi,...,x,) ab.

Somit ist
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:

Wir haben gezeigt, dass f von der Form f(x) = (x/, f”(x’)) ist, wobei

X' =(xt,...,x) und "= (fi1,...,f).

Sei nun U’ C R" die Projektion von U C R" x R™™".

W := U’" x R"~" ist eine offene Umgebung von f(p) = (p', f"(p’)), wobei
p’ € R" die Projektion von p = (p/, p”") € U CR" x R™" ist.

Es geniigt nun, folgenden Ck-Diffeomorphismus ¢: W — ¢(W) C R” zu
verwenden:

P(x) = (X', X" = f"(X)) fir x=xx")eW=U xR"".
In der Tat gilt, wie gewiinscht,

P(F(x)) = P, (X)) = (X, F7(X') = F7(x")) = (', 0). 0
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiel

Die Abbildung f: Mat(n, R) — Mat(n,R), A — f(A) = A'A, hat auf der
offenen Teilmenge GL(n,R) C Mat(n, R) konstanten Rang r = w
wie im Folgenden gezeigt wird.

Wir kénnen f als Abbildung f: Mat(n,R) — Sym(n,R) in den Unterraum
Sym(n,R) C Mat(n,R) der symmetrischen Matrizen auffassen.

Das Differential dfa: B — B'A+ A'B, Mat(n,R) — Sym(n, R), ist fiir
A € GL(n,R) surjektiv:

Sei C € Sym(n,R). dfs bildet B = (A™1)tC auf 2(Ct + C) = C ab.
Daraus folgt rg(f)a = dim Sym(n,R) = w

Somit definiert f eine Submersion GL(n,R) — Sym(n,R) und hat somit

konstanten Rang r = w
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Kapitel 9

Mannigfaltigkeiten J
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Wir wollen nun Teilmengen des Euklidischen Raumes betrachten, die lokal
durch eine Immersion oder eine Submersion gegeben sind.

Bemerkung: Die auf Teilmengen induzierte Metrik

Sei Y C (X, d) eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).

Dann definiert die Einschrankung von d auf Y eine Metrik dy auf Y, so
dass (Y, dy) ein metrischer Raum ist. Es heiBt dy induzierte Metrik.

Beispiel

Die zweidimensionale Einheitssphare

52 =51(0) = {(x,y,2) € R3|x? + y? + z2 = 1} ist eine abgeschlossene
Teilmenge im Euklidischen Raum und beziiglich der induzierten Metrik ein
vollstandiger metrischer Raum.

Die obere Halbsphire {(x,y,z) € S? | z > 0} ist eine offene Teilmenge
der Sphire S? und kein vollstiandiger topologischer Raum.

v
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Definition
Eine bijektive stetige Abbildung ®: X — Y zwischen metrischen Riumen
X und Y heiBt Homéomorphismus, wenn auch die Umkehrfunktion
o1 Y — X stetig ist.
Bezeichnung: ®: X — Y.

Beispiel
Die Abbildung

®:[0,21) = S ={zeCllz| =1}, @ ¥,

ist stetig und bijektiv, aber kein Hom&omorphismus. Denn die Bildfolge

zp, = ®(27 — %) € S! konvergiert gegen 1, aber die Urbildfolge

®~1(z,) = 2 — 1 € [0,2) konvergiert nicht gegen ®~1(1) = 0.

Die Einschrinkung von ® auf das offene Intervall (0, 27) definiert jedoch
einen Homdomorphismus von (0, 27) auf die offene Teilmenge S*\ {1} der
Einheitskreislinie S?.

v
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten
Definition (Untermannigfaltigkeiten im R")

Eine Teilmenge M C R" heiBt m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung V C R”", eine offene
Teilmenge U C R™ und eine Ck-Immersion F: U — R" gibt, die U
homdomorph auf die offene Teilmenge VN M von M abbildet.

F: U =5 F(U) heiBt lokale Parametrisierung von M oder Karte der

Umgebung F(U) C M. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten in

einem beliebigen R" heiBen Flichen und (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten von R" heilen Hyperflichen.

Beispiel
Die Menge M := {(x,y) € R? | x3(1 — x?) — y? = 0} C R?
ist keine Untermannigfaltigkeit.

M\ {(0,0)} ist eine Untermannigfal- K\J{/\
tigkeit. K/+\J

05
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Mannigfaltigkeiten

Bemerkungen

@ Sei M C R" m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit und seien
Fi: U =5 V;, i =1,2 zwei Karten mit V := V; N V» # (). Man zeigt:
Die Urbildmengen W; := F.*(V) sind offen in R™ und
F2_1 oF: W — Wsist ein Ck-Diffeomorphismus.

@ Man kann den Begriff der Untermannigfaltigkeit verallgemeinern:
Gegeben seien ein metrischer Raum M, eine offene Uberdeckung
(Vi)ier von M mit offenen Mengen U; C R™ und Homdomorphismen
Fi: Uy = V;. Man spricht dann von einer (abstrakten)
m-dimensionalen CX-Mannigfaltigkeit wenn fiir je zwei offene Mengen
Vi, Vo € M mit Abbildungen F; und F, die Abbildung

ForloF: F'(VinWe) —»  FH(Vin W)

ein Ck-Diffeomorphismus ist.

v
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel: Graph einer Abbildung als Untermannigfaltigkeit

Sei U C R™ offen und f: U — R eine CX-Abbildung.
Dann ist der Graph von f

MNe={(x,y) € UxR" |y =f(x)}

eine m-dimensionale CK-Untermannigfaltigkeit von R”, wobei n = m + r.

Denn die CX-Immersion F: U — R", F(x) = (x, f(x)), bildet U
homéomorph auf F(U) = ¢ ab.

v

Es gilt auch eine Umkehrung, jede Untermannigfaltigkeit des R" |3sst sich
lokal als Graph schreiben:
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M, eventuell nach
Umbenennung der Koordinaten des R", offene Umgebungen U' C R™ von
a :=(a1,...,am) und U" CR""™ von a" := (am+1,...,an) und eine
Ck-Abbildung g: U — U" gibt, so dass

MU x U")={(xX,x")e U x U" | x" =g(x)}

gilt. Lokal lasst sich also M als Graph schreiben.

Beweis. Wir miissen nur noch eine Richtung zeigen und nehmen an, dass
M C R" eine CK-Untermannigfaltigkeit ist. Sei a € M und sei T € R™ und

F: T—R"

eine lokale Parametrisierung mit a = F(t,), also eine Immersion, die T
hom&omorph auf F(T) = M N U abbildet. Wir kénnen, eventuell nach
Umnummerierung, annehmen, dass die Vektoren

(gradFi(ts), ..., gradFm(t,)) linear unabhangig sind.

699 /820



Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Nach dem Umkehrsatz bildet F := (Fi,..., F,) dann eine Umgebung
Ty C T bijektiv und Cl-invertierbar auf eine Teilmenge U; C R™ ab. Sei
¥: Uy — T1 die Umkehrabbildung. Dann hat

G:=Fot: U - R"

die Form

G(X1, -y Xm) = (X1, s Xm, &ma1(X), .. ga(X)) mit X' = (x1,...,xm)

Auf einer Verkleinerung U’ C U; hat dann die Abbildung
g=(gmi1;---gn): U =R
alle gewiinschten Eigenschaften: denn x = F(t) fir t = ¢(v'), v € U

genau dann, wenn x = G(u') = (¢, g(v)). O
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel
Die Sphire S? ist eine C*°-Fliche in R3.
Sie besitzt namlich eine Uberdeckung durch 6 Halbsphiren

HE = {x = (x1,x2,x3) € S?| £ x; > 0} CR?

und jede der Halbspharen ist ein Graph. Zum Beispiel ist
Hf = {(f(u),uv)|lu € U} mit f: U= {ueR?|u| <1} >R,

u) = V1= [ulP
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel: Die stereographische Projektion der Sphare
Wir betrachten die beiden Abbildungen ¢ : R? — R3 definiert durch

1
px(x,y) = y)||2 (2X,2y,:|:(||(x,y)H2—l)).

T+ 16 )IP

Beides sind Immersionen mit im(p+) € S2 (UA).
Seien N* = (0,0, £1) der Nord- und Siidpol der Sphire. Dann sind i
@+ : R? — S2\ {N*} Homdomorphismen mit der Umkehrabbildung (UA)

-1 . 2 + 2 -1 o X Yy
()O:I: . S \{N } - R ) QD:I: (X,y,Z) 0= (1:FZ71:FZ)

@il heiBt stereographische Projektion aus
dem Nord/Siidpol. Sie ordnet jedem Punkt
P € S?\ {N*} den Schnittpunkt P’ der
Gerade durch P und N* mit dem

R? = {(x,y,0) € R3} zu.
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten als Urbilder unter Abbildungen
von konstantem Rang
Satz
Sei U C R" offen und f: U — R™ eine CX-Abbildung von konstantem
Rang r und q € f(U). Dann ist

M:=f1(q)cU

eine CX-Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension n — r.

Beweis. Sei p = (p1,...,pn) € M. O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dass
fo(xt,.yxn)— (X1, %,0,...,0),

definiert auf einer in U enthaltenen offenen Umgebung V4 x V;

CR" x R""" von p, wobei g = (p1,...,pr,0,...,0) € (V1 x V).

Dannist Vo 3 (Vrt1s---5¥n) = (P1y- -y Pry Yre1s -+, ¥n) € Vi X V2 eine
Immersion, die Vo homdomorph auf f~1(q) abbildet. O
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiele

(i) Die Abbildung f: GL(n) — Sym(n,R), A+ A'A, hat iiberall den
Rang n(n+1)/2. Somit ist O(n) = f~1(1,) C Mat(n,R) eine
(kompakte) C*°-Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n — 1)/2.

(i) Man zeigt auf dhnliche Weise, dass U(n) C Mat(n,C) eine
(kompakte) C°°-Untermannigfaltigkeit der (reellen) Dimension n? ist
(UA).

(iii) Sei p € R™1. Die Abbildung f: R™! — R, f(x) = ||x — p||2,
definiert eine Submersion von R"1\ {p} auf R,. Die n-dimensionalen
Sphiren S”(p) = f~1(r?) CR" (r > 0) sind also C>-Hyperflichen.

(iv) Sei U C R™ offen und F: U — R" eine CX-Abbildung und
s ={(x, F(x)) € U xR"} der Graph von F.

Dann gilt: die Abbildung f: R™*" — R’ definiert durch
f(x,y) :=y — F(x) ist eine Submersion und

v
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten und Submersionen

Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine Umgebung
V C R"” gibt und eine Ck-Submersion f: V — R"™™ so dass
MnV =f10).

Eine Untermannigfaltigkeit M ist also lokal durch n — m Gleichungen
gegeben.

Beweis. "—" Gegeben sei eine Untermannigfaltigkeit. Sei

F: U— V CR" eine lokale Parametrisierung, wobei U C R™ und
peE F(U)y=MnV.

Wegen der Normalform von Immersionen kdnnen wir annehmen, dass

F:(xt, - yXm) = (x1,...,xm,0,...,0).
Dannist f: V — R"™™ f(x1,...,%1) = (Xm+1,--.,Xn) die gesuchte
Submersion.

Die Umkehrung folgt aus dem vorherigen Satz. (]
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Tangentialraum
Definition (Tangentialvektoren)

Sei M C R" eine C-Untermannigfaltigkeit und p € M.

Ein Vektor v € R" heiBt Tangentialvektor an M in p € M, wenn es ein
e > 0 und eine C*-Kurve v: (—¢,¢) — M C R" gibt mit

Y0)=p und v=+0).

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p heiBt Tangentialraum in p
und wird mit T,M bezeichnet.

TpM
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Beispiel: Tangentialraum an die Sphare
Sei S! = {x € R™"1 | ||x||?> = r?} C R"*! die n-dimensionale Sphire vom
Radius r. Wir behaupten, dass dann fiir alle p € S/ gilt

T,S" = p*.

Denn es gilt v € T,M <= d eine Kurve
=011, Yn+1): (=&,6) = 57 mit 7(0) = p und 7(0) = v.
Dann gilt r2 = (y(t), y(t)) = 327 (7i(t))? und somit
0 = Fle=o(y(t),2(t))
23274 %i(0)(7:) (0)
= 2(p,v).
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Satz (Eigenschaften des Tangentialraumes)
Sei M C R" eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit und To,M der
Tangentialraum an M in p € M. Dann gilt:

(i) TpM ist ein Vektorraum der Dimension m = dim M.

(i) Sei F: U CR™ — V eine lokale Parametrisierung von M, u € U mit
p = F(u).
Dann bilden die m Vektoren 01F (u), ...,0mF(u) € R" eine Basis von
ToM.

(iii) Sei V C R" eine offene Umgebung von p und
f=(f,...,fo—m): V= R"™™ eine Cl-Submersion, so dass
M NV = f~1(q), wobei g = f(p). Dann ist
TpM = ker(dfy) = (=" (grad (p))*.

(iv) Insbesondere gilt T,M* = span{grad fi(p), ..., grad f,_m(p)} C R".

v
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
span{01 F(u),...,0mF(u)} C T,M (%)

und gradfi(p) L T,M fiirallej=1,...,n—m, (%)
Denn wegen Rang(F) = m und (x) folgt dann dim(T,M) > m. Wegen
Rang(f) = n— m und (xx) folgt ebenso dim(T,M) < n—(n—m)=m.
Sei nun v =", viej; € R™ beliebig. Dann definiert ¢(t) := F(u + tv)
eine C1-Kurve (—¢,¢) — F(U) C M mit

c'(0) = dFpv =Y vid;F(u) € T,M.
i=1
Das beweist (x).
Fiir jede C1-Kurve c: (—¢,¢) — F(U) € M mit c(0) = p gilt f(c(t)) =q
fir alle t € (—e,¢) und somit 0 = %L:O f(c(t)) = df,c'(0).
Das zeigt To,M C ker(df,) = ﬁj’-’:_lm(gradﬁ(p))J- und damit (). O
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Beispiele:

@ Tangentialraum an die Sphére:
Es ist S” = f~1(0) wobei f: R™1\ {0} — R die Submersion ist, die
durch f(x) = ||x||?> — 1 gegeben ist. Damit ist fiir p € S2
T,M = (grad f,)+ = 2p*.

@ Tangentialraum an einen Graphen:
Sei p: U C R™ — R eine CK-Abb. und I, = {(x, ¢(x)) € U x R}
der Graph von ¢.
Dann ist F: U — R™1 F(x) = (x,¢(x)) eine Parametrisierung und

Tpl'y, = span ((e,-, 8;@(p))t)7;1 C R

Ist f: R™1 5 R, f(x,y) = ¢(x) — y die durch den Graphen
definierte Submersion, dann gilt auch

Tol, = (gradf(p,¢(p)))" = (grad ¢(p), —1)".

Beachte, dass ((grad ¢(p), —1), (e, 9ip(p))) = 0.
Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fiir p: U — R” mit r > Li /e




Mannigfaltigkeiten Extrema mit Nebenbedingungen

Extrema mit Nebenbedingungen
Satz (Extrema mit Nebenbedingungen)

Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, U C R" offen und
f: U— R im Punkt p € M N U differenzierbar

(i) Wenn die Einschrinkung F := f|ynm im Punkt p ein lokales
Extremum annimmt, so ist

(%) T,M C ker df, = (grad f(p))*.

(i) (x) gilt genau dann, wenn es Konstanten A,
Lagrangemultiplikatoren) gibt mit

..., A\r € R (sogenannte
grad f(p) = Y _ Ajgrad hy(p),
j=1

wobei r :==n—m und h = (hy,...,h): U— R’ eine C1-Submersion
ist, so dass M N U = h~1(0).

v
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Mannigfaltigkeiten Extrema mit Nebenbedingungen

Beweis. Sei c: (—¢,) — M N U C R" eine C*-Kurve in der
Untermannigfaltigkeit mit ¢(0) = p. Dann hat die Funktion

foc:(—e,e) = R ein lokales Extremum in 0 und somit

d

0=2
dt |

f(c(t)) = dfpc’(0) = (grad f(p), c'(0)).
Das beweist (i), d.h. T,M C (grad f)*. Das impliziert aber
grad f € (T,M)+L. Damit folgt (ii) aus

TpI\/IJ‘ = span{grad h1(p), . ..,grad h,(p)}.
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Beispiel

Hiermit konnen wir (erneut) zeigen, dass jeder symmetrische
Endomorphismus A eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraums
V einen Eigenvektor hat:

Da die Einheitssphare S = 57(0) C V kompakt ist, nimmt die

quadratische Form
S - R

x = f(x):=3(x,Ax)
als stetige Funktion in einem Punkt p € S ihr Minimum an.

Nach dem vorherigen Satz gilt also
grad f(p) = Ap € (T,S)* = Rp,

d.h. p ist ein Eigenvektor von A. Der Lagrangemultiplikator ist der
Eigenwert.
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Gewohnliche Differentialgleichungen )
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen
Eine gewdhnliche Differentialgleichung (DG) besteht aus einer oder

mehreren Gleichungen an eine oder mehrere Funktionen einer Variablen
und deren Ableitungen.

Wir kennen schon einige Differentialgleichungen:

e Die differenzierbare Funktion x: R — R, t — x(t) erfiille die DG
x'(t) = 0. Jede Lésung ist dann von der Form x(t) = ¢, wobei ¢ € R
eine Konstante ist. Wir miissen noch eine Anfangsbedingung (AB)
stellen: x(t9) = ¢, um die Lésung festzulegen.

e Die DG zweiter Ordnung x”(t) = 0 hat die Lésungen x(t) = at + b
wobei a, b € R Konstanten sind. Diesmal miissen wir zwei
Anfangsbedingungen stellen: x(tp) = by und x’(ty) = ap. Dann ist
x(t) = ao(t — to) + bo eine Losung.

e Die DG x/(t) = t? mit der Anfangsbedingung x(0) = c hat die
Losung x(t) = 33 + c.

e Die DG x/(t) = x(t) mit der AB x(0) = ¢ hat die Lésung x(t) = ce’.

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Warum interessieren wir uns fiir Differentialgleichungen:
Die Bewegung eines Punktes im R3 wird beschrieben durch eine Kurve im
R3
x:R — RS
t = x(t) = (a(t), x(t), xs(t))
x'(t) gibt dann die Geschwindigkeit und x”(t) die Beschleunigung zum
Zeitpunkt t an. Auf den Punkt wirke eine Kraft F, die vom Ort x, der Zeit

t und der Geschwindigkeit x’(t) des Punktes abhingt, d.h. F = F(x, X', t).
Das Newtonsche Bewegungsgesetz der Mechanik hat dann folgende Form

m - x"(t) = F(x(t), x'(t), t).

Unter der Annahme, dass F und die Anfangswerte x(tp) und x'(to)
bekannt sind, versucht man, die Bewegungskurve des Punktes zu
berechnen.

Dies ist ein Anfangswertproblem der Form

1
X"(t) = ;F(X,X’, t), x(to) =x0, x'(to)= vo.
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Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung)

Sei Q C R? und f: Q — R eine stetige Funktion.
@ Dann heiBt die Gleichung

X(t) = f(x, 1) (1)

Differentialgleichung erster Ordnung in x. Meist schreiben wir auch
nur x' = f(x,t).

o Unter einer Losung der DG (1) versteht man eine auf einem Intervall
I C R differenzierbare Funktion p: | — R, so dass
(i) (o(t),t) € Q firalletel,
(i) ¢'(t) = f(p(t),t) fiirallet € I.

@ Seitg € | und c € R. Eine Lésung ¢ der DG (1) mit p(tp) = ¢ heilt
Lésung des Anfangswertproblems (AWP) zu (1) mit der
Anfangsbedingung

x(tg) = c. ,1,(20)1




Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Definition (Gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung)
Sei Q CR¥ xR und f: Q — R stetig.

xK) = flx,x,...  x(k=1) t)

heiBt gewdhnliche Differentialgleichung k-ter Ordung.

@ Unter einer Lésung versteht man eine auf einem Intervall | C R
definierte k-mal differenzierbare Funktion ¢: | — R, so dass

(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei & := (p,¢’,...,*D): | — R¥ und

(i) R(t) = F(p(t), ¢ (1), ...,k (1), t) fiir alle t € I.
@ Seityc !l und(ci,...,cx) € RK. Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (3) und

X(to) =
Xl(to) =
X(k_l)(to) : Ck

(4)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Definition (Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen)
Sei Q C (RM* x R und F: Q — R" stetig.

xK) = F(x,x',... x1) t) (5)

heiBt System gewéhnlicher DG'en k-ter Ordung an x = (x1,...Xp).
@ Unter einer Lésung versteht man eine differenzierbare Kurve
p: I — R" mit
(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei ® = (¢, ¢, ..., *k=1): | — R™ und
(i) R(E) = F(o(t), @' (1), ..., 0. D(t), t) fiir alle t € I.
@ Seitg €l und cy,...,cix Vektoren in R". Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (5) und

X(to) =
X/(to) : () (6)
X(k_l)(to) = Ck
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Reduktion von Systemen hoherer Ordnung
Satz
Sei F: Q C (R")* x R — R" stetig und F*: Q — (R") definiert durch

F*(y0,---sYk—1,t) :i= (y1,-- > Yk—1, F(¥0, - - -, Yk—1,t)), wobei y; € R" fiir
alle j € {0,...,k —1}. Dann gilt:

(1) Ist x: | — R" eine Losung des AWP's k-ter Ordnung

X(to) = a
x5 = F(x,...,x* "V t) mit AB’en : (7)

X(kfl)(to) —] aka
soisty = (x,x,...,x"<7D) 1 | — R™k eine Losung des AWP's
y'=F(y.t),  y(to) = (ar,--.,ak) (8)

(2) Isty = (yo,.--,¥k_1): | = (R™) eine Lsg. des AWP’s (8) erster
Ordnung, so ist yp: | — R" eine Lsg. des AWP's (7) k-ter Ordnung.

4
72077820




Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Beweis: Nach Definition von F* ist y'(t) = F*(y(t), t) dquivalent zu

Yo(t) = wnl(t),
yi(t) = (1),
Via(®) = vea(),
y[ifl(t) = F(yoa"'vyk—lvt)'

Die Behauptung folgt dann sofort durch Einsetzen:

x(t) 16st (7) = y(t) = (x(t),...,x1(t)) st (8)
y(t) lost (8) = x(t) = yo(t) lost (7). O
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Beispiel: Schwingungsgleichung ohne Reibung

Die Bewegung einer Masse m, die reibungsfrei an einer Feder auf der
x-Achse um 0 gleitet, wird beschrieben durch die DG zweiter Ordnung

X'(t) = —£x = F(x,x',t) mit F: R? x R — R, F(xg,x1,t) = — £ xo.
(9)

Wir fiihren nun (9) auf das System erster Ordnung zuriick
(vo(£), ¥1(1)) = (A(t), —Eyo(t)) = F*(yo, 31, 1),

wobei F*: R? x R — R?, F*(y0,y1,t) = (y1, F(y0,¥1, 1)) = (1, ~15:%0)-
Das heiBt, x(t) l6st genau dann (9), wenn (yo(t), y1(t)) := (x(t), x'(t))
folgendes Differentialgleichungssystem erster Ordnung [6st

(M’)(t))_( (1) )_( 0 1)()’0(1”))

y1(t) —Kyo(t) —= O n(t) )’
d.h. y'(t) = A- y(t), mit einer konstanten Matrix A: dies ist ein lineares
Differentialgleichungs-System mit konstanten Koeffizienten.

D)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder
Definition
o Ein DG-System der Form x() = F(x,...,xk=1), bzw. x' = F(x)

falls k = 1, heiBt autonom. Entscheidend ist, dass F nicht von t
selbst abhangt.

o Ein stetiges Vektorfeld (ab jetzt, kurz: Vektorfeld) auf einer offenen
Menge U C R" ist eine stetige Abbildung V: U C R" — R".

o Eine C'-Kurve 7y, : (—&,€) CR — U heiBt Integralkurve des
Vektorfeldes V' durch xo € U, falls gilt

fyio(t) = V(vx%(t)) firalle t € (—e,e) und 7,(0) = xo.

Der Vektor V(7 (t)) des Vektorfelds ist gleich dem Tangentialvektor der
Kurve vy, in t. Die Integralkurven eines Vektorfeldes V: U C R" — R”"
sind also Lésungen der autonomen Differentialgleichung

v'(t) = V(y(t)) mit der Anfangsbedingung v(0) = xo.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Beispiel: Lineare Vektorfelder auf dem R?

@ Sei A € Rund U: R? — R? ein Vektorfeld definiert durch
U(x,y) = A+ (x,y). Eine Integralkurve von U durch
p = (x0, y0) € R? ist dann gegeben durch

’YP = e)\tp7

denn ~(t) = AAp = Myp(t) = U(rp(1))

@ Sei V das Vektorfeld V(x,y) = (—y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch 7,(t) = r?(cos t,sin t), denn
vp(t) = r?(—sint,cost) = V(7,(t)). [Siehe Graphik]

e Sei W das Vektorfeld W(x,y) = (y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch 7,(t) = r?(cosh t,sinh t), denn
v,(t) = r?(sinh t, cosh t) = W(y,(t)). [Siehe Graphik]
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Definition und Beispiele

Gewdhnliche Differentialgleichungen
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Elementare Losungsmethoden fiir DG’en 1. Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungen der Form
x' = F(x, t)

wobei F: R x R — R stetig ist. Eine Losung ist also eine differenzierbare
Funktion x: I CR — R.

Wir geben elementare Lésungsmethoden an, fiir Falle, in denen F eine
einfache Gestalt hat. Diese Verfahren basieren meist auf der Moglichkeit
der Trennung der Variablen.

Grundidee:

F sei von der Gestalt F(x,t) = f(t) - g(x), die Gleichung also

x'=f(t) - g(x).

Formal gilt dann 9% = f(t)g(x) und deshalb % = f(t)dt; Integration
liefert die Losung der Differentialgleichung.
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Trennung der Variablen
Definition
Eine DG mit getrennten Variablen ist eine DG folgenden Typs

X'(t) = f(t) - g(x(t)) mit Anfangsbedingungen x(tp) = xo, (10)

wobei die Funktionen f: /; — R und g: h — R\ {0} stetig sind,
(to,x0) € h X kh und h, kb C R offene Intervalle.

Satz (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)

Sei G eine Stammfkt. von L auf I, und G~ die Umkehrfkt. von G. Das
AWP (10) besitzt auf einem Intervall J C I, um ty die eindeutige Losung

t
x(t)=G! (G(xo) +/ f(s) ds) :
to
Das Intervall J ist gegeben durch das Innere der Menge
t
IteR | G(xg) - [f(s)ds € im(G)!. 727 /82
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Beweis.

Existenz: Da die Funktion é stetig und ohne Nullstellen ist, ist ihre
Stammfunktion G streng monoton und somit umkehrbar mit

G 1:im(G) — h. Setze

t

x(t)= Gt G(xo)+/f(s) ds | ;

to
nach der Kettenregel ist die Ableitung

t

X(6) = Gy (GO0 + [ ) ds) = glx(e) - (0

to
also erfiillt x(t) die DG (10). Es gilt x(tg) = xo. Die Funktion x(t) ist
t
definiert fiir diejenigen t, fiir die G(xo) + [ f(s) ds € im(G).
to
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Weiter im Beweis.
Eindeutigkeit: Sei x eine Lésung von (10)

Wir integrieren die Gleichung g)g;((?)) = f(t) von to bis T nahe tp:

T X’(t) B T
/to 2(x(1)) dt_/t0 f(t) dt.

Die Substitution x = x(t) ergibt dx = x/(t) dt und

T x(T) Ix
/t f(t) dt:/ ;(’)0 = G(x(T)) - G(x)

fir G die Stammfunktion von é. Da G monoton ist, ist die Ldsung x
eindeutig bestimmt. O
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Beispiele

e Jede autonome DG x’ = g(x), x(tp) = xp ist eine DG mit getrennten
Variablen, wobei f = 1. Ist G eine Stammfunktion von 1/g, so ist
x(t) ;= G7(t + G(xo) — to) eine Lésung.

Sei z.B. X’ = x mit x(0) = ¢ > 0. Dann ist g(x) = x und eine
Stammfunktion von 1/g = 1/x ist G(x) = Inx mit Umkehrfunktion
G1(x) = e*. Somit ist die Losung gegeben durch

x(t) = G (t+Inc) =etinc = ¢ ¢l

@ Sei x’ =t - x*> mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢ # 0. Dann ist
g(x) = x und eine Stammfunktion von 1/g = 1/x? ist G(x) = —1
mit Umkehrfunktion G~1(x) = —1. Andererseits ist fots ds = 3t2.
Somit ist die Losung gegeben durch

V.
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Euler—homogene Differentialgleichungen
Definition

Sei f: | — R stetig. Eine Euler—homogene DG ist eine DG vom Typ

t
X(t)y=f (#) wobei  (x,t) so dass )—; el

Losungsmethode: Die Substitution u(t)

(11)

x(t .
= ¥ ergibt

u = X;_X - % (¥ -7%) = %(f(u)—u).
Lést x(t) die DG (11), so I6st u(t) = X(tf)

die DG mit getrennten Variablen
1
o (6) = £ (F(w) — u)

Umgekehrt ist fiir jede Lésung u(t) der DG (12) die Funktion

(12)
x(t) = t - u(t) Lésung der Euler-homogene DG (11), denn
X =t +u B

) fluy—u+u = f<§>
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Beispiel fiir Euler-homogene Differentialgleichungen

Wir betrachten die DG x’ = 1 + % mit der Anfangsbedingung x(1) = xo,
und wir suchen Losungen auf (0, 00). Dann gilt

x(t) , X t—x 1 1
U(t):T — u :t—2:§(t+X—X):?

Somit ist u'(t) := 1 mit u(1) = x zu I8sen. Die L&sung ist aber
offensichtlich gegeben durch u(t) = In(t) + xo. Folglich erhalten wir als
Lésung fiir die DG x' = 1 + ¥ mit Anfangsbedingung x(1) = xo die
Funktion

x(t) = t(In(t) + x0) fir alle t € (0,00).
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Lineare Differentialgleichungen
Definition
Eine lineare Differentialgleichung ist eine DG der Form
x'(t) = p(t)x(t) + q(t), (13)

wobei p, q: | — R stetige Funktionen sind. Ist die Storfunktion g(t) = 0,
so heiBt (13) homogene lineare DG, andernfalls inhomogene lineare DG.

v

Satz (Homogene lineare DG)

Jede Lésung einer homogenen, linearen DG x" = p(t)x ist gegeben durch
x(t) = ¢ - e/ POt
wobei ¢ € R konstant und [ p(t)dt eine Stammfunktion von p ist. Das

AWP x" = p(t)x mit der Anfangsbedingung x(ty) = xo hat genau eine
Losung x: | — R

t
X(t) =Xo- € fto ps) ds' 733 /829
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Beweis. x’ = p(t)x ist eine DG mit getrennten Variablen. Somit ist die
Losung des Anfangswertproblems eindeutig gestimmt.

In der Tat erfiillt x(t) = xo - & /0P % das AWP, denn

x'(t) = xo- elio P)s (/tt p(s)ds) = x(t)p(t) und x(tp) = xo.

Die “allgemeine Lésung” von x’(t) = p(t)x(t) ist von der Gestalt
x(t) = c - e/ POt mit ¢ € R.

Satz

Sei xs: | — R eine spezielle Losung der inhomogenen linearen DG
x" = p(t)x + g mit g # 0. Dann erhilt man alle Lésungen x der
inhomogenen Gleichung mittels x = xs + x. mit einer Lésung

xe(t) = cel ()

der homogenen Gleichung x' = p(t)x.

Beweis. x — x; [6st die homogene lineare Gleichung. B
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Wie findet man nun eine spezielle Losung xs der
inhomogenen Gleichung x" = p(t)x + q(t)?

1. Methode: Variation der Konstanten

Wir betrachten eine Losung x(t) = c - e/ P() 9t der homogenen, linearen
DG x’ = p(t)x und machen den folgenden Ansatz: Angenommen,

xs(t) := c(t)e) P(B) dt

|6se die inhomogene, lineare DG x” = p(t)x + q(t).
Man bestimmt daraus die Funktion ¢(t). Es gilt

p(t)xs +q(t) = xi = c(t)-e/ PO (1) p(t)-el PO
c(t) - el POdt L p(t) . x (2).
Folglich muss ¢/(t) = q(t) - e~/ P(0) 9t gelten und somit

c(t) = [q(t) e~ S PO gt Mit dieser Funktion ist xs(t) = c(t)e/ P(t) <t
eine Lésung der inhomogenen, linearen DG x" = p(t)x + q(t).

v
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Beispiel zur Variation der Konstanten
Wir betrachten die inhomogene, lineare Differentialgleichung

X = tx + tet’  mit Anfangsbedingung x(0) = xo. (14)

e Allgemeine Losung der homogenen DG x’ = tx ist x(t) = cex?’

1.2

e Variation der Konstanten: Sei xs(t) = c(t)e2" eine spezielle Losung.

/ / & 2 / 2 (14 / 2 2
xi(t) = c(t)ez +c(t)tez = c'(t)ez + txs(t) c(t)ez =te

N

Folglich ist ¢/ = te% = (e %) und somit ¢(t) = ez,

e Spezielle Lésung: xs(t) = et” der inhomogenen, linearen DG.
2

o Allgemeine Lésung x(t) = e’ + cez mit c € R.
e Konstante ¢ aus AB x(0) = xp gibt xp = 1 + ¢ und somit

+2

2
x(t)=ez (eT + x0 — 1).

als eindeutige Lésung des Anfangswertproblems (14). 736 /82
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2. Methode: Ansatze fiir x; bei p(t) = p # 0 konstant

Wir betrachten die inhomogene lineare DG x/(t) = px(t) + q(t) mit p #0
konstant.

(1) Ist die “Storfunktion” q(t) ein Polynom h(t) vom Grad m mit reellen
Koeffizienten, so setze fiir xs(t) ein Polynom Q vom Grad m an.

(2) Ist g(t) von der Form h(t) - e, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q(t) - e (p # a) bzw. t- Q(t) - € (p = a) an mit h, Q wie oben.
(3) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) oder
h(t) - sin(bt), h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t) - cos(bt) + @Qo(t) - sin(bt) an.
(4) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) - e®* oder
h(t) - sin(bt) - e, h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t)e" - cos(bt) + Q(t)e® - sin(bt) an.
Dann setzt man den Ansatz in die inhomogene, lineare DG ein und
berechnet die Koeffizienten des Polynoms Q(t) durch
Koeffizientenvergleich.

v
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Die Bernoullische Differentialgleichung

Definition
Eine Bernoullische DG ist eine DG des folgenden Types

X'(t) = p(t)x(t) + q(t)x(t)*, (15)

wobei @ € R\ ({0} U{1}) und p,q: | — R stetige Funktionen sind.

Eine Bernoullische DG wird durch die Substitution u(t) := x(t)'~
behandelt. Man erhilt

Vo= (1-a)x* X =2 (I —a)x *(p(t)x + q(t)x*)

= (1-a)p(t)x'™" + (1 - a)q(t)
= (I -a)p(t)u+(1-a)q(t),
also eine inhomogene lineare DG fiir u(t). Aus deren Losung u(t) erhilt

man x(t) = u(t)ﬁ als Losung der Bernoullischen DG.
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Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung
Wir betrachten eine Bernoullische DG

xX'=—x+tyx, dh a=1/2 (16)

o Wir setzen u(t) := x(t)% und erhalten

1 (16
o = L2y P %X_%(—X‘l-t\/;() = —%X%-f—% =—lu+it. (17)

N[ =

e Fiir die homogene lineare DG v/ = —1u erhilt man als allgemeine

1

Lésung u(t) = c-e 2%

e Um eine spezielle Losung us der inhomogenen, linearen DG (17)

u = —%u + %t zu finden, machen wir den Ansatz mit einem Polynom

ersten Grades als Losung: us = at + b. Daraus ergibt sich

1 1 1 1
= ——us+ -t = ——(at+b)+§t.

a = u 2T 5 2

Dies hat die Lésung a =1 und b = —2, also us(t) =t — 2.

30 /820




(ST NI NVEI EET THECHI  Elementare Losungsmethoden fiir DG’en 1. Ordnung

Weiter im Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung

Damit haben wir mit us(t) = t — 2 eine spezielle Lésung der inhomogenen
DG (17) gefunden. Somit ist u(t) =t —2+c¢ e 2! eine allgemeine
Losung der inhomogenen, linearen DG (16), und wir erhalten

x(t) = (t —2+c e‘%t>2

als allgemeine Lésung der Bernoullischen Differentialgleichung (16)
X = —x+ ty/x.
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Exakte Differentialgleichung

Sei V = (P,Q): UCR? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
R?. Falls es eine zweimal stetig differenzierbare Funktion F: U — R gibt
mit
gradF (x1,x2) = V(x1, x2) = (P(x1, x2), Q(x1,x2)) ,

eine sogenannte Potentialfunktion des Vektorfelds V, so muss wegen des
Lemmas von Schwarz gelten

oP _ OPF  ®F  9Q

sz N 8X28X1 - 8X1(9X2 - 8X1‘

(18)

Bemerkung

Ist die offene Menge U sternformig, so findet man zu jedem stetig
differenzierbaren Vektorfeld V = (P, Q): U — R?, welches gTP =9

2 Ox1

erfiillt, auch eine Potentialfunktion F € C2(U,R), also V = gradF.
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Exakte Differentialgleichung

Definition
Seien P, @ € CY(U,R), U C R? offen, zusammenhingend und gelte auf U
P =92 und Q#0. (19)

Dann heiBt die (gewdhnliche) Differentialgleichung
P(t, x(t)) + Q(t,x(t)) - X'(t) =0 (20)

exakte Differentialgleichung. (19) heiBt die Integrabilitdtsbedingung.

Satz

Sei F € C?(U,R) eine Potentialfunktion, also 2 a = P und 8F2 Q. Es
gelte Q # 0; dann erhalt man eine Losung der exakten DG (20) mit der
AB x(tp) = xo durch Auflésen der (Erhaltungs-)Gleichung

F(t,x) — F(to,x0) =0 nach x.

4
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Beweis. Wegen des Lemmas von Schwarz ist die Integrabilitdtsbedingung
(19) erfiillt, d.h. es liegt eine exakte Differentialgleichung vor.

Da g—x’;(to,xo) = Q(to, x0) # 0, folgt nach dem Satz iiber implizite
Funktionen die eindeutige Auflésbarkeit von F(t, x) — F(to, xp) = 0 nach x
in (to — &, tg + €). Das heiBt, es existiert eine C'—Funktion

x: (to—e,to+¢) — R mit x(to) = xo und
F(t,x(t)) — F(to,x0) =0 .

Differenzieren nach t ergibt

OF OF oy
8—)q(t,x(t)) + a—xz(t,x(t)) x'(t) = 0.

—P(t.x(t)) —Q(tx(t)

Somit erfiillt die Auflésung nach x(t) die exakte Differentialgleichung. [
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Beispiel zur exakten DG

Wir betrachten die DG (t + x + 1) + (t + x)x’ = 0 mit AB x(t) = xo
auf dem Gebiet U = {(x1,x2) € R? | (x1 + x2) > 0}. Diese ist exakt:

oP

Pxi, ) =xi+x+1, Q(xa,x)=x+x, also 5-=1=

o)

3

Q
fl

X

Eine bis auf eine Konst. ¢ eindeutige Potentialfkt. F von (P, Q) ist:
F(Xl,Xz) =] %(Xl + X2)2 +Xx1+C

Wir I8sen 0 = F(t,x) — F(to, x0) = 5(t +x)? + t — 3(to + x0)? — to nach
x auf und erhalten (t + x)? = 2(to — t) + (to + x0)? und somit

x(£) = \/(to +x0)2 +2(to — 1) — 1,

da x + t > 0. Die Funktion x(t) ist Lésung der gegebenen DG und der
Definitionsbereich von x ist {t € R | tp + M > t}.

v
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Exakte DifFerentiaIgIeichung' Integrierender Faktor

Ist die Bedlngung = 8x Q fiir die DG P+ Q- x’ = 0 nicht erfiillt, so kann
die Exaktheit durch d|e Multiplikation mit A € C1(U) erreicht werden.
Definition

Eine stetige Funktion A € C1(U), A # 0 heiBt integrierender Faktor

(Eulerscher Multiplikator) der DG P + Q - x’ = 0, falls 8(/\P) = 859);(?)‘

Es ist dann (AP) + (AQ) - x’ = 0 exakte DG mit unveridnderten Ldsungen.
Beispiel
Sei U = {(x1,x) € R?| x1, x2 > 0}. Wir betrachten die DG

5t* +2x3 4+ 3tx% - X' = 0. (21)

Hier ist g—g = 6x3 80 = 3x3, das heiBt (21) ist nicht exakt. Aber die
Funktion A(x1,x2) = xl |st ein integrierender Faktor fiir die DG (21); wir
konnen die exakte DG 5t° 4 2tx3 + 3t°x% - x’ = 0 I6sen.

v
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Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en
Wir haben gesehen, wie sich bestimmte gewdhnliche DG'en (eindeutig)
[6sen lassen. Im folgenden Abschnitt wollen wir allgemeine Aussagen liber
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen machen.

Dazu muss die “rechte Seite” f eine Bedingung erfiillen, die stirker ist als
die der Stetigkeit und die wir schon vom Schrankensatz kennen.

Definition
Sei Q CR™ x R" und f: Q — RK, (x,t) — f(x, t).

f heiBt auf einer Teilmenge K C Q beziiglich x Lipschitzstetig mit der
Lipschitzkonstanten Lk > 0, wenn

1 (x1, 1) = Fx2, )] < Lixa — el (%)

fiir alle (x1,t), (x2, t) € K.

f heiBt auf Q) beziiglich x lokal Lipschitzstetig, wenn es zu jedem p €
eine Umgebung U von p gibt, so dass (x) fiir alle (x1,t),(x2,t) € UNQ
mit einer Konstanten Ly gilt, die von U abhingen kann.

4
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Bemerkung zur Lipschitzstetigkeit

Wir erinnern an den Begriff der gleichm&Bigen Stetigkeit: Eine Abbildung f
zwischen zwei metrischen Raumen heiBt gleichmaBig stetig auf X, falls es
fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass f(Bs(x)) C B-(f(x)) fir alle x € X.
Es gilt:
Lipschitzstetigkeit = gleichm. Stetigkeit = Stetigkeit.

Die erste Implikation beweist man, indem man § = & wahlt.
Beispiele:

@ f(x) = cos(x) ist nach dem Schrankensatz Lipschitzstetig auf ganz R

mit Lipschitzkonstante L = 1.

o f: Ry =R, f(x):= % ist stetig, aber nicht gleichmaBig stetig, denn

bR ibg)= o= = = e

e f:[0,1] —» R, f(x) := y/x ist als stetige Abbildung auf einem
Kompaktum gleichmiBig stetig, aber nicht Lipschitzstetig auf

Intervallen (0, a) und damit nicht lokal Lipschitzstetig, denn
’f(X) f y)’ ‘

’f+f’ 70 00

v
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Lipschitzbedingung

Satz (Lipschitzbedingung)

Sei Q CR™ x R offen und f: Q — R" von der Klasse Ct, d.h. stetig
differenzierbar. Ist K x [a, b] C Q mit K kompakt und konvex, dann ist f
auf K X [a, b] beziiglich x Lipschitzstetig. Insbesondere ist f auf Q
beziiglich x lokal Lipschitzstetig.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Schrankensatz, der sich

wiederum aus dem Mittelwertsatz ergab: Da K x [a, b] C Q kompakt und
konvex ist und f stetig differenzierbar, ist nach dem Schrankensatz f auf
K X [a, b] C Q Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Insbesondere gilt

[f(x1,t) = F(x2, t)|| < Lll(x1, t) — (x2, t)]| = LI (31 — x2,0)|| = Lllx1 — x2,

und somit ist f auf K X [a, b] Lipschitzstetig beziiglich x. O
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Der Satz von Picard-Lindelof
Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof)

Sei F: UCR" xR — R" stetig, (xo,t) € U und a, b > 0 so, dass

Q = By(x0) X [to —a,t0 + 3] C U,
wobei Bp(xp) :== {x € R" | ||x — xo|| < b} die abgeschlossene Kugel vom
Radius b um xqg ist. Sei F Lipschitzstetig auf Q bzgl. der x—Variablen und

b
M := max ||F(y,t und o :=minla,— |.
[ (. )] ( M)

Dann hat das AWP

x"'= F(x,t), x(to) = xo ‘ genau eine C-Lésung

x:[to—o,tp+0] CR— R,

fiir die gilt x(t) € Bp(xo) fiir alle t € [ty — o, tp + o).

o
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Beweis. Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz auf eine Abbildung
zwischen Funktionenrdumen anwenden. Sei | := [ty — o, ty + o]. Dazu

betrachten wir um die Funktion, die konstant xp ist, die abgeschlossene
Kugel By, im Banachraum (C(/,R"), ||.|[s0), d.h.

K == {peCLR) o) —xl <b Veel}

Da K eine abgeschlossene Teilmenge im vollstandigen metrischen Raum
(C(I,R"), dy) ist, ist K selbst ein vollstindiger metrischer Raum. Wir
betrachten nun den Integraloperator

H : K — C(I,R"
X (H(X):tb—)Xo—i-fttF(X(s),s)ds).

Wegen der Wahl von ¢ := min ( ) gilt H: K — K, denn
o) =0l = | [ Fle2).9] < Mo < wry = b
Ein Fixpunkt von H ist nun eine Lésung des AWP's, denn

x(t) i Hx(t) = Xo—i—/t F(x(s),s)ds <= X(t)= F(x(t),t),x(to) = xo-
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Weiter im Beweis: Ist L Lipschitzkonstante von F, so ist H
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante Lo, denn

| Hx(t) — Hy(8)]| < [\|F(x(s $)— F(y(s).s)ds < L / Ix(s) —y(s)l|ds

(22)
und somit ||Hx — Hy||oo < Lo||x — y||oo-
Um mittels des Banachschen Fixpunktsatzes einen Fixpunkt zu finden,
muss H kontrahierend sein. Im allgemeinen ist H aber nicht kontrahierend
Wir fiihren daher eine neue Norm ein, bzgl. derer H kontrahierend ist.
Dazu wéhlen wir eine beschrankte Funktion az € C(/,[r,s]) und definieren

eine modifizierte Norm auf C(/,R")
llla := max le*®e (2) .

Diese ist aquivalent zu ||.||co, denn e"||¢]loo < [l@lla < €°]|¢]|co- Damit ist

auch (C(/,R"),||.]l«) ein Banachraum und K C C(/,R") abgeschlossen
beziiglich ||.||o. D.h. auch (K, d,) ist ein vollstindiger metrischer Raum.
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Ende des Beweises: Wir wahlen nun «o(t) := —L|t — ty|, somit
a € C(I,[-Lo,0]). Multiplizieren wir nun die Ungleichung (22) mit
e(t) = e=Llt=tl 5o erhalten wir fiir alle t € /

t
’ L ea(®) / e e ||x (s) — y (s)|| ds

to

IN

&) (Hix () = Hy (2)

t
< Lt / et =olds | [|x — y]),
to

N—
=1(eti—t0l-1)

(1-e) Ix =l

D.h. aber, dass H kontrahierend ist beziiglich d,:
IHx = Hyll, < (1—e ") lx—yl,
—_——
<1

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist H konstant oder hat genau einen
Fixpunkt x € K und somit genau eine Losung x des Anfangswertproblems
x" = F(x,t) und x(to) = xo mit dem Definitionsbereich | = [ty — o, ty + 0]
und dem Bild X(I) - Bb(Xo)). 752@20
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Existenz und Eindeutigkeitssitze fiir gewdhnliche DG’en
Approximative Losung des AWP's

Folgerung

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard—Lindelof liefert der
Banachsche Fixpunktsatz ein Verfahren zur Approximation der Losung des
Anfangswertproblems x' = F(x,t), x(tp) = xo: Sei

wo(t)=x0, w1:=Hpo, ..., @n:=Hpp1, ...

iterativ definiert. Dann konvergiert v, gleichmaBig gegen die Lésung x des
AWP’s in (C(I, Bp(x0)), ||-||oc). Die Abschitzungen in jedem Schritt liefern

M L"

< et el

1x(2) = ()]

Zum Beweis dieser Folgerung benutzt man den Beweis des Banachschen
Fixpunktsatzes und eine Induktion iiber n.
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Lokale Version des Satzes von Picard—Lindelof

Folgerung (Picard—Lindelof lokal)

Sei F: U CR" xR — R" eine stetige Abbildung, die lokal
Lipschitzstetig bzgl. x ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung
(x0, to) € U ein e > 0 und eine eindeutige Lésung

©Oxo: (to—e,t0+¢) = R" des AWP’s x' = F(x, t) mit x(ty) = xo.

Beweis. Da F lokal Lipschitzstetig ist, finden wir zu jedem (xo, tp) € U
eine Umgebung V auf der F Lipschitzstetig ist mit Lipschitz-Konstante L.
Darin finden wir nun eine kompakte Menge Q = B;s(xp) x [to — €, to + €],
so dass € < §/M und Le < 1 (M wie im Beweis des Satzes).

Im Beweis des Satzes hatten wir gesehen, dass Le die
Kontraktionskonstante fiir den Integraloperator H ist, d.h. dass H fiir
dieses ¢ kontrahierend ist. Die Behauptung folgt nun wieder aus dem
Banachschen Fixpunktsatz. O
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Eindeutigkeit der Losung

Wir brauchen ein Lemma:
Lemma

Sei | C R ein Intervall. Sei D C | eine nicht-leere Teilmenge, die in /| offen
und abgeschlossen ist. Dann gilt D = /.

Beweis. Angenommen, D C /, dann ist die Menge I \ D nicht leer, offen
und abgeschlossen. Finde p; € D und py € I\ D. Wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen, dass p; < p» gilt. Definiere

p:=sup DN [p1,pa] -

Dann muss p € D oder p € |\ D gelten.

e Angenommen, p € D. Da D offen ist, finde € > 0, so dass auch noch
(p—€,p+€) C D, im Widerspruch dazu, dass p obere Schranke ist.

e Angenommen, p € | \ D. Da auch I\ D offen ist, finde ¢ > 0, so dass
(p—€,p+e€) C I\ D, im Widerspruch dazu, dass p kleinste obere
Schranke ist. O
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Satz (Eindeutigkeitssatz)

Sei 2 CR" xR, F: Q — R" stetig und beziiglich x lokal Lipschitzstetig.
Seien p,v: | = (a,b) — R" zwei Lésungen von x' = F(x,t) mit

(to) = Y(to) = xo fiir ein ty € I. Dann gilt ¢ = 1).

Beweis. Wir betrachten die Menge D := {t € | | ¢(t) = 1(t)}. Dann ist
@ D nicht leer, denn t5 € D,
e D ist abgeschlossen, denn ¢ und % sind stetig und D = (¢ —1)~%(0).

@ D ist offen in [: Sei dazu t € D. Dann sind ¢, Losungen des AWP's
x' = F(x,t), x(t) = ¢(t) = ¥(t). Nach Picard-Lindeldf lokal existiert
ein € >0, so dass ¢ = auf (t —e,t +¢) C I. Dann ist aber
(t—¢e,t+¢) C D.D.h. D ist offen in /.

Damit ist D nicht leer, offen und abgeschlossen im Intervall /.
Somit ist D = /. O
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Fortsetzung zur maximalen Losung

Definition

Eine Lésung ¢: | — R" des Anfangswerteproblems (*) x' = F(x, t),

x(to) = xo, heiBt maximal, falls fiir jede andere Lésung v: J — R" von (*)
gilt, dass J C |.

v

Folgerung (Satz iiber die maximale Lésung)

Sei F: U CR" x R — R" stetig und lokal Lipschitzstetig beziiglich x.
Dann existiert zu jedem (xp, to) € U genau eine maximale Lésung

©Oxo " (3x05 bxy) € R — R"” des Anfangswerteproblems

x' = F(x,t), x(to) = xo-
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Beweis. Sei (xo, tg) € U. Wir definieren die folgenden Zahlen

ay, = inf{ae€ R |3lLsg. des AWP's ¢: (a,b) — R}
by, = sup{be€ R |3ILsg. des AWP's ¢: (a,b) — R}

mit ay, < xp < by,. Auf dem offenen Interval Inax 1= (ax,, bx,) C R
definieren wir die Abbildung

Oxp: fmax — R”
t — p(t), fallste (a,b)und ¢: (a,b) = R" eine
Lsg. des AWP's x’ = F(x, t), x(t) = xo

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist diese wohldefinert, da zwei auf einem
Intervall gegebene Losungen iibereinstimmen. Alle Lésungen sind
C-Abbildungen, und damit auch ¢y, .

Des Weiteren 16st ¢y, das Anfangswertproblem x’ = F(x, t), x(to) = xo
auf dem gesamten (und maximal moglichen) Intervall (ay,, by,). O
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Globale Existenz- und Eindeutigkeit

Satz

Sei | =(a,b) mit —oo<a< b<oound F:R" x| — R"
Lipschitzstetig auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J C | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung

(x0, to) € R" x | eine eindeutige, auf ganz | definierte maximale Lésung
©Oxo: | = R" des AWP'’s x' = F(x, t) mit x(tp) = Xo.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Beweis des Satzes von
Picard-Lindelof: Sei J C I ein kompaktes Intervall. Da F: R" x J — R"
Lipschitzstetig ist, ist der Integraloperator H aus dem Beweis eine
Lipschitzstetige Abbildung von C(J,R") — C(J,R"). Wie im Beweis weist
man dann nach, dass H kontrahierend ist (bzgl. der gednderten Norm).
Somit erhalt man fiir jedes kompakte J C [ eine eindeutige Ldsung

¢: J — R" des AWP's. Diese kann man nun wie im Satz iiber die
maximale Losung zu einer Losung auf / fortsetzen. O
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Maximale Losung des linearen Anfangswertproblems

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's)

Sei | = (a,b) mit —oo < a< b< o0, (x0,t0) € R” x I, A: | - Mat,(R)
und b: | — R" stetige Abbildungen. Dann besitzt das lineare AWP

x'= A(t)x +b(t), x(to) =xo

genau eine maximale Losung ¢y, : | — R".

Beweis. F(x,t) := A(t)x + b(t) ist Lipschitzstetig auf jeder Menge der
Form R" x J mit einem kompakten Intervall J C [:

IF(y, t)=FOx, )l = [lACt)y —A(t)x]| = |AE)(y—x)I| < max[At)[[[ly—x]l,

wobei [|A|| = max¢cpn |¢)=1 |AS]|. Die Lipschitz-Konstante ist
L := max;cy ||A(t)||. Die Behauptung folgt dann aus dem vorhergehenden
Satz. O
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Existenzsatz von Cauchy und Peano

Zum Abschluss geben wir noch einen allgemeineren Existenzsatz an, ohne
ihn zu beweisen. Die Voraussetzungen sind schwicher (Stetigkeit statt
Lipschitz-Stetigkeit), dafiir erhdlt man keine Eindeutigkeitsaussage.

Satz (Existenzsatz von Cauchy und Peano)

Sei U C R™*! eine offene Menge und (xo, to) € U. Die Abbildung
F: UCR" xR — R" sei stetig auf dem kompakten Bereich

Q= Bb(Xo) X [to —a, ty + a] c V.

Bezeichne wieder M := max, )cq ||F (v, t)|| und o := min (a, %) . Dann
hat das AWP ‘ x' = F(x,t), x(to) = xo ‘ mindestens eine C'-Lésung

x:[to—o,to+0] CR— R",

und diese erfiillt |x (t) — xo|| < b fiir alle t € [ty — o, to + 0].

v

Fiir einen Beweis siche H. Amann: Gewéhnliche Differentialgleichungeng; ;¢
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Beispiel zur Mehrdeutigkeit der Losung

Wir betrachten die stetige Funktion F: R — R mit F(x) = \/|x| und das
Anfangswertproblem

x'=F(x)=/I|x], x(t)=0.

Wir haben gesehen, dass F nicht lokal Lipschitzstetig ist, so dass wir nicht
den Satz von Picard-Lindel6f anwenden kdnnen. Nach dem Satz von
Peano gibt es jedoch mindestens eine Losung, z.B. x(t) = 0. Man findet
jedoch unendlich viele weitere Ldsungen, denn fiir jede Konstante ¢ > ty

Ist ,
(t—c) -
xe(t) ::{ = fir t>c¢

0 fir t<c

eine Lésung des Anfangswertproblems (UA).
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Abhangigkeit der Losung von den Anfangsbedingungen

Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung von den Anfangswerten
abhangt. Dazu bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma (Gronwall-Ungleichung)

Seien u,v: [a, b] — R stetige, nichtnegative Funktionen und gelte
t
v(t)<c +/ v(s)u(s)ds fiir alle t € [a, b],
a
mit einer Konstante ¢ € Rt U {0}. Dann gilt

v(t) < c- e ls e firalle t € [a, b].
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Beweis. 1. Fall: ¢ > 0. Wir betrachten die Funktion
t
f(t) = c+/ v(s)u(s)ds > 0.
Es gilt 0 < ¢ < f(t) und v(t) < f(t) fiir alle t € [a, b]. Dann gilt

f'(t) = v(t) - u(t) < f(t) - u(t) und deshalb (Inf(t)) = );I((:)) < u(t).

Durch Integration erhalt man

|n(f(t))—|n(f(a))§/at u(s)ds, also F(t) < f(a)-elsu)es

fu(s) ds
Folglich ist v(t) < f(t) < c-e= wegen ¢ = f(a).

2. Fall: ¢ = 0. Hier ist zu zeigen, dass v(t) = 0. Nach Voraussetzung ist

v(t) < /t v(s)u(s)ds < 5+/a v(s)u(s)ds Vt e [a,b], e >0.

Nach dem 1. Fall folgt dann 0 < v(t) <e-e J; u(9) 45 fijr alle ¢ > 0.
Lassen wir € gegen 0 gehen, so folgt v(t) = 0. O
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Stetige Abhangigkeit der Losung von den AB

Satz

Sei F: UCR" xR — R" auf U stetig und Lipschitzstetig in x mit der
Lipschitzkonstanten L. Seien (xo, to), (yo,t0) € U und

©Oxo s Pyo: [to—€,t0+€] — R”

Lésungen der DG x' = F(x, t) mit den Anfangsbedingungen ¢x,(to) = Xo
bzw. ¢y, (to) = yo. Dann gilt

loxo(£) = 03 (B)l| < lIx0 — yoll - 1751V t € [t — e, 0 + €]

Folgerung (Stetige Abhingigkeit der Losung von der AB)

Sei F wie im Satz und {xp}nen eine Folge von AB'en, die gegen die AB xp
konvergiert. Sei ¢y, die Losung des AWP'’s x' = F(x,t), x(to) = x,. Dann
konvergiert {¢x, } gleichmaBig gegen ¢y, auf jedem kompakten Intervall
[to — &, to + €], auf dem alle Lésungen definiert sind.

v
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Beweis. v(t) := [|¢x(t) — py,(t)]|? ist diffbar. Fiir to < t < to + ¢ gilt:

Wt) = vito)+ / "V (s)ds [Hauptsatz]

to

= () +2 / (620(5) — Pyo(5), Pl (5) — @l (5)) ds

to

< vy +2 onl®) — oyl - 9 (s) — @l s

= v(b) + 2/tt 19x0(5) = Py () - [IF (050 (5): 5) = Flpyo(5), 5

IN

t
(o) + 2L [ [lonls) = 2(s)IP o
t
’ =v(s)
Aus der Gronwall-Ungleichung fiir u(s) = 2L folgt dann

v(t) < v(to) - e o 2E % = y(tp) - 2L,

Damit erhilt man die Behauptung [|¢x,(t) — 9y, (t)]| < |Ix0 — yo| - eH(t%)
fir alle tp < t < tg + €. Analog geht man fiir tg — e < t < ty vor. 266 Fabo



Beispiel zur Abhangigkeit der Lsg. von den AB's

Wir betrachten das folgende Vektorfeld auf dem R?:

V(X’y) = (—y,x)+(r2(x,y)— 1)(X7y)a

wobei r?(x,y) := x? + y?. Wir suchen die Integralkurven von V durch
einen Punkt (xg,0) € R2, xg > 0, d.h. wir miissen das autonome AWP

To(t) = V(1(t))  mit  754(0) = (x0,0) (23)
|6sen. Schreiben wir 7,, = (x,y), so ist das Anfangswertproblem

X/ = 7y+( 1)Xa

y = x+(r2 -1y x(0)=x0 y(0)=0

zu l6sen. Wir machen den folgenden Ansatz fiir die Losung 7,:

Y% (t) = h(t)(cos(t),sin(t))

fiir eine Funktion h: | — R mit h(0) = xg. 767 /82
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Dann gilt r2(7x(t)) = h?(t). Ist 1 (t) = h(t)(cos(t),sin(t)) eine
Integralkurve von V/, so gilt

Yo (t) = H(t)(cos(t),sin(t)) + h(t)(—sin(t),cos(t))

D h(e)(—sin(t), cos(t)) + (H(t) — 1)h()(cos(t). sin(t))

Also muss h das autonome AWP h’ = h(h* — 1), h(0) = xo erfiillen. Dies
[6st man mittels Trennung der Variablen und erhalt

eft

)

Ist nun xo < 1, so ist (1 — ) <0 und damit ist h: R — R auf ganz R
0

h(t) =

definiert. Ist dagegen xp > 1, so ist 0 < (1 — %) < 1 und damit ist h nur
0

definiert auf dem Intervall | = (—oo, —% In (1 — %)) CRum tg =0.
X0

v
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Noch ein Beispiel fiir Trennung der Variablen
Wir rechnen noch einmal die Lésung des AWP h' = h(h? — 1) mit
Anfangsbedingungen h(0) = xo durch Trennung der Variablen nach:
Esist f(t) =1 und g(x) = x(x?> — 1) und

1 1 1 1/2 1/2

g x(x2-1) x x—-1 x+1

mit Stammfunktion

1 1 1 1
G(x):flnx+§In(x—1)+§ln(x+1): 5|n(17;) _
Es folgt G 1(y) = 11e2y und somit als Lésung des AWP
G lt+ZIn(l—=)) =
(t+ 311~ )

v
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Wir unterscheiden nun drei Falle fiir die Integralkurven
Yo (t) = h(t)(cos(t),sin(t)):
@ xg = 1: Hier ist h(t) = 1 und die Integralkurve ist ein Kreis.

@ 0 < xg < 1: Hier sind die Integralkurven ~,,: R — R? Spiralen, die
auf ganz R definiert sind. Das Quadrat des Abstandes zum Nullpunkt

rz(t) = r2('7><0(t)) ist

2= Rt = -

g el

und erfiillt r(t) =+~ oo 1 und r?(t) —¢00 0. D.h. die Spiralen
laufen fiir t — oo in die Null und nahern sich fir t — —oco dem
Einheitskreis an.

@ xp > 1: Die Integralkurven ~,, : (—oo, —% In (1 = %)) — R? sind
>4 2
Spiralen, die sich fiir t — —oo dem Einheitskreis annahern, und fiir
t— —2In(1- Xlg) in endlicher Zeit gegen co gehen.
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Lineare Differentialgleichungen mit Werten im R”

Wir haben Losungsmethoden fiir lineare Differentialgleichungen fiir
Funktionen mit Werten in R kennengelernt. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir diese und behandeln lineare Differentialgleichungen
mit Werten im R".

Sei | = (a,b) C R ein Intervall mit —oco < a < b < oo und

A: | — Maty(R), b: | —s R"

stetige Abbildungen. Dann heiBt

X' = A(t)x homogenes, lineares DG System,

x' = A(t)x+ b(t) inhomog., lin. DG System mit Storfkt. b(t).

Gilt speziell A(t) = A € Mat,(R), so sagt man, das System habe
konstante Koeffizienten.

Wir haben schon gesehen, dass es zu jeder Anfangsbedingung der Form
x(tp) = xo mit ty € | genau eine maximale Lésung gibt, die auf ganz /

definiert ist.
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Struktur des Lésungsraumes linearer Systeme

Satz (Struktur des Losungsraumes linearer Systeme)

Die Menge V' der maximalen Lésungen x: | — R" des linearen homogenen
Systems (*) x' = A(t)x ist ein n-dimensionaler reeller \ektorraum.

Die Menge der maximalen Losungen des linearen inhomogenen Systems
(**) x' = A(t)x + b(t) ist der affine Raum A = xs + V wobei xs eine
spezielle Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist.

v

Beweis. Sind x; und x, zwei Lésungen von (%) und A1, A2 € R, so ist auch
A1x1 + A2xp eine Losung von (). Zu jedem Vektor xp € R” existiert genau
eine maximale Losung ¢,,, d.h. die lineare Abb. xg — ¢y, ist ein
Vektorraum-Isomorphismus, und somit ist dim V = n.

Sei A der Losungsraum des inhom. lin. Systems (). Wir wissen, dass
eine spezielle Lésung xs der inhomogenen linearen DG (xx) existiert.
AuBerdem gilt fiir jede andere Losung x € A, dass x — xs € V und fiir jede
Lésung y € V, dass xs + y € A. Somit ist A = x; + V.
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Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Definition (Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix)

Sei A: | — Mat,(R) stetig und (*) x’ = A(t)x ein homogenes lineares

DG-System.
e Eine Basis ¢1, ..., des Losungsraumes von (*) nennt man ein
Fundamentalsystem zu (*).
e Die matrixwertige Funktion ® = (1,...,¢,) aus den

Spaltenvektoren ¢; heiBt eine Fundamentalmatrix von (*).

Seien (1, ..,¢n) Losungen von (*). Die Funktion
W :=det(p1,...,¢n): | = R heiBt Wronski Determinante des

Fundamentalsystems (¢1, ..., @n).
e Bilden ¢; = 2}1:1 pjie; ein Fundamentalsystem mit ¢;;: R — R und

e; die kanonische Basis, dann ist die Fundamentalmatrix gegeben
n Lésungen von (*) bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn
ihre Wronski-Determinante fiir ein t nicht verschwindet. 773 /820
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Eigenschaften der Fundamentalmatrix

Sei ® eine Fundamentalmatrix zu (x). Dann gilt:
© O ist eine Losung des linearen homogenen Systems X' = A - X mit
Werten in R™.
@ Eine Losung des homogenen Anfangswertproblems x” = Ax,
x(tp) = xo ist gegeben durch

p(t) = o(t)(P(t)) " xo0

@ Ist S € GL(n,R), d.h. S invertierbar, so ist ® - S ist auch eine

Fundamentalmatrix. )
Beweis
1) & = (¢, ... 0h) = (Ap1, ..., Apy) = A- O,
2) ¢'(t) = &' (£)(P(t0)) 'x0 = AD(£)(P(t0)) x0 = Ap(t).
3) (¢-S)=¢"-S=A-¢.6S. O
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Beispiel
Sei w € R eine Konstante. Wir betrachten das homogene lineare
DG-System mit konstanten Koeffizienten

/
{xé = —wxy ’ d.h.(xl)—<0 —w><x1>
X, = wxi X2 w 0 X2

Ein Fundamentalystem wird von den folgenden beiden Funktionen gebildet

[ cos(wt) [ —sin(wt)
pr(t) = ( sin(wt) )’ a(t) = ( cos(wt) )
Diese entsprechen den Anfangsbedingungen ¢1(0) = e; und ¢2(0) = es.
Zu einer beliebigen Anfangsbedingungen x(0) = cie1 + e erhalten wir

die Losung ¢ = c1p1 + cpo.
Die Fundamentalmatrix zu (g, o ist dann gegeben durch

o(t) = < cos(wt) —sin(wt) > '

sin(wt)  cos(wt)
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Spezielle Lésungen des inhomogenen Systems
Wie im eindimensionalen Fall erhdlt man spezielle Losungen der

inhomogenen lin. DG x’ = A(t)x + b(t) aus einem Fundamentalsystem der
zugehorigen homogenen DG mittels Variation der Konstanten.

Satz (Variation der Konstanten)
Seien A: | — Mat,(R) und b: | — R" stetig und ®: | — Mat,(R) eine

Fundamentalmatrix des linearen homogenen Systems x' = A(t)x. Dann ist

Ps(t) == ®(t)u(t)

eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems x’ = A(t)x + b(t), wobei
u: | — R" stetig differenzierbar mit ®(t)u'(t) = b(t), d.h.

(%) u(t)_/ttd>1(s)b(s)ds+v

mit einem konstanten Vektor v. Gibt man zur inhomogenen DG die
Anfangsbedingung x(tp) = xo vor, so ist v := ®~1(ty)xo.
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Beweis. Fiir u(t) = ft ~1(s)b(s)ds + v wie in (x) gilt dass
u'(t) = &~ 1(t)b(t) und damit ®(t)u'(t) = b(t). Damit gilt fiir
Ps(t) = d(t)u(t):

PL(t) = '(t)u(t)+ P(t)d(t) [Produktregel]

= A(t)®(t)u(t)+ b(t) = A(t)vs(t) + b(t).
Also ist ¥s(t) = ®(t)u(t) eine spezielle Losung. O
Bemerkung
Ist v.=(vi,...,vn): | — R" eine stetige Funktion, so ist mit ftf) v(s)ds
die folgende differenzierbare Abbildung gemeint
, ftz vi(s)ds
I3 t|—>/ v(s)ds = : e R".

ftf) vn(s)ds

v
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Beispiel
Wir betrachten das inhom. lin. DG-System mit konst. Koeffizienten

/
X = —x2 X1 (0 -1 X1 0
{Xé:xl—l-t’d'h'(XQ)_(l 0><X2>+(t
—_———— N——

=A(t) =b(t)

Wir miissen nun folgendes tun, um eine spezielle Lésung zu erhalten:

1) Bestimmen der Fundamentalmatrix (bereits bekannt, s.0.):

(1) = ( cos(t) —sin(t) )

sin(t)  cos(t)

2) Invertieren von ®, ®(t)~! = < —ch)rfgg CS‘IDZE:; > , und damit

o780 = (_5n(e) aontr) ) (1) = toom) )

4
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3) Integrieren von

u(t) = /totdfl(s)b(s)ds _ /t: < jz'o"s((ss)) )ds

Dies berechnen wir mit partieller Integration und erhalten
/tsin(t)dt = —tcos(t) + sin(t)
/ tcos(t)dt = tsin(t)+ cos(t)

—tcos(t) + sin(t)
tsin(t) + cos(t)

_ _ [ cost —sint —tcost+sint \ [ —t
z/)s(t)—d>(t)u(t)—< sin t cost)( tsint 4 cos t >_( 1 )

eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems.

und damit u(t) = ( > Somit ist
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Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Um ein Fundamentalsystem eines homog. lin. DG-Systems x’ = A(t)x zu
bestimmen, betrachten wir den Spezialfall A(t) = A € Mat,(R) konstant.

Definition (Matrixexponential)

o0
Sei A € Mat,(R). Die Matrix e := Y é—’; heiBt Exponential von A.
k=0

Dies ist wohldefiniert, d.h. diese Reihe konvergiert:

1) Es gilt die folgende Ungleichung fiir die Operatornorm:
Bx
|ABI| = sup, ez 51 < supsern [AIER = 141181
2) Da (Mat,(R), ||.||) ein Banachraum ist, reicht es, zu zeigen, dass die

Partialsummen Sp, := >/ %k eine Cauchy-Folge bilden. Es ist aber

m k
|w—&mw2% <>

k=t k=t
- . . k . . .
denn die reellwertige Reihe ellAll = Y o Hﬂ‘ konvergiert. Die Reihe e”
konvergiert sogar absolut. 780 /820
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Lemma

Sei A € Mat,(R) und ®: R — Mat,(R), ®(t) := e*A. Es sei eine Folge
®m: R — Mat,(R) von Abildungen definiert durch ®,(t) := S 7 o A
Dann konvergiert &, auf jedem kompakten Intervall K C R gleichmaBig
gegen ®. Insbesondere ist die Funktion ® stetig auf R.

Beweis. Sei K = [a, b] C R und M := max{|al,|b|} - ||Al|. Die
konvergente Reihe e = Y o "Z—,k ist eine Majorante fiir die
Exponentialreihe der Betrige el?All = 3°0° w. Nach dem

Cauchy-Kriterium finden wir zu € > 0 ein n., so dass % +...+ ’\Zl—f <e
fir alle m > ¢ > n.. Somit gilt fiir alle t € K und m > ¢ > n., dass

m m m

|Pm(t) — Pp_1(t)| < Z ltlk,U!Ak” < Z It‘k,U!A”k < Z %f <e.

k={ k=¢{ k={
D.h., sowohl ®,, als auch die Exponentialreihe der Betrage sind
Cauchyfolgen in vollstdndigen metrischen Rdumen und somit gleichmaBig
konvergent auf dem kompakten Intervall K. Damit ist der Grenzwert ¢
stetig auf allen kompakten Intervallen, und damit auch auf ganz R. ., [},




Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Die Lsg. der homogenen DG mit konstanten Koeffizienten

Satz

Sei A € Mat,(R). Dann ist die matrixwertige Funktion

®: R >t e € Mat,(R) eine Fundamentalmatrix zu der homogenen
linearen DG x’ = Ax. Insbesondere ist zu jedem xq € R" die
differenzierbare Abbildung ¢,: R — R", definiert durch

0o (1) = e(t=0)A . 5y die Lésung des AWP's x' = Ax, x(tg) = Xo.

Beweis. Da A konstant ist, sind die Losungen 1, ..., ¢, der
Anfangswertprobleme x’ = Ax, mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢,
i=1,...,n auf ganz R definiert.

Sei ® = (¢1,...,¢n) die dazugehdrige Fundamentalmatrix.

Nach der Iteration von Picard-Lindelof wird jede dieser Losungen ¢, auf
kompakten Intervallen gleichmaBig approximiert durch Funktionen ;,, die
sich durch iteratives Anwenden des Integraloperators H ergeben, d.h.

t t
(p,'o(t) = g, (,0,'1(1') = € +/ Axods, (p,'m(t) = € +/ Acp,-m_l(s)ds
0 0
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Schreibt man &, fiir die Matrix mit den Spalten (@1m, ..., ©nm), SO ist
q)o(t) = 1,

t
®1(t) = HPo(t) = 1n+/ Ads = 1,+tA
0

t
Dy(t) = HO(t) = 1,,+/0 A(l, + sA)ds = 1n+tA+#

| t m—1 m
S,(t) = HO,1(t) = 1n+/ A(Z kAk> ZtkAk
0 k=0 k=0

Wir haben aber gesehen dass die Folge von Abbildungen

P t— Zk 0 k, auf jedem kompakten Intervall gleichmiBig gegen
®(t) = e konvergiert. Da die kompakten Intervalle beliebig groB sein
konnen, erhélt man dass ®: R — Mat,(R) die Fundamentalmatrix von

x" = Ax ist. Damit ist ® differenzierbar und ¢(t) = ®(t)xo die Lésung des
AWP's x(0) = xo. Dass ¢(t) = ®(t — tp)xp eine Lsg. des AWP's

x(to) = xo ist, folgt aus der Kettenregel. O
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Beispiel

Wir betrachten wieder die homogene lin. DG mit konstanten Koeffizienten

!/
X1 (0 -1 X1 (0 -1
(2) =G 0)(5) ena=(v %)
Dann rechnet man nach, dass A2"+:l (—1)*A und A% = (—1)¥1,.
Somit kdnnen wir das Exponential e bestimmen:

£2k+1 p2k+1
§: T (k1)1

2k 2k+1
= < Ek)!) nt (Z( 1) k(2tk-:1)l> A

cost —sint
= (cost)lp + (sint)A = ( Gint  cost >

(e.9]

oA

v
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Folgerung (Exponentialabbildung)
Fiir A € Mat,(R) ist die Abbildung ®: (R, +) — GL(n,R), ®(t) = e ein
differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe

(R, +) in die Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n,R). Insbesondere
ist e(tT5)A — otA [ oSA _ oSA | otA | n (etA)—l — g tA

Beweis. Seien s € R und xp € R"” beliebig und seien ¢ und v Ldsungen
des AWP’s x’ = Ax mit den jeweiligen Anfangsbedingungen x(s) = xo und
x(0) = xo. Nach dem vorherigen Satz gilt fiir alle t € R, dass
o(t) = et=5)Ax5 = 9(t — s). Somit erhalten wir mit Eigenschaften der
Fundamentalmatrix, dass

S(H)D(s) x0 = (1) = B(t—5) = D(t — 5)5(0) Lxo = B(t — 5)x0
fiir alle xp € R". Damit erhalten wir fiir alle t,s € R, dass

(%) O(t)d(s) "t = d(t —s).

Dies impliziert aber die Behauptung

Ot + 5) = D(t + 5)d(s)"Ld(s) 2 d(1)d(s).
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Folgerung (Weitere Eigenschaften der Exponentialabbildung)
Seien A, B € Mat,(R).

@ Ist AB = BA, dann gilt Ae® = eBA und A8 = eA . eB.

@ Ist B € GL(n,R), so ist eBAB™" = BeAB~1,

Beweis. Alle Aussagen folgen aus der Eindeutigkeit der Lsg. eines AWP's.
Sei z.B. X(t) = Aet® und Y(t) = e*BA. Dann gilt X(0) = Y(0) = A und

X'(t) = ABe'® = BAe'® = BX(t) sowie Y'(t) = BeBA = BY(t).
Aus der Eindeutigkeit der Lsg. des AWP’s X’ = BX, X(0) = A folgt dann
X(t) = Y(t) fur alle t € R.

Sei weiter U(t) := e®A*B) und V(t) = e* - etB. Dann gilt
U(0) = v(0) =1, und
U'(t) = (A+ B)U(t) sowie V'(t) = Aee® +e"Be'® = (A+ B)V(t)

und somit U(t) = V/(t) fiir alle t € R.

Die verbleibende Aussage beweist man analog. U
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Zusammenfassung: Lineare DGn mit konstanten Koeffizienten
Sei A € Mat(n,R), b: R — R” stetig und (xp, tp) € R" x R.
© Die eindeutige Ldsung ¢: R — R" des homogenen AWPs x’ = Ax
mit der AB x(to) = xo ist gegeben durch ¢(t) = e(t=0)Ax;.
@ Die eindeutige Losung 1: R — R"” des inhomogenen AWP's

x" = Ax + b(t) mit der AB x(tp) = xo ist nach dem Satz iiber
Variation der Konstanten gegeben durch

t t
W(t) = etA(/ e *b(s)ds+e " xg) = e(ttO)AXo—FetA/ e *b(s)ds

to to

@ Ist auch b(t) = b konstant, kann man das Integral sofort berechnen,
falls A invertierbar ist. Dann ist ftz e *Abds = —A~le *p|! und
somit 9)(t) = e(t=0)Ax5 4 A=1(elt=0)Ap — p) denn A und damit
auch A~! kommutieren mit e*A.

Beachte, dass —A~1b eine (konstante) Lsg. von y’ = Ay + b ist.

v
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Beispiel: Lineare Systeme mit diagonalisierbarem A

Sei nun A diagonalisierbar und (v1, ..., v,) eine Basis von R" bestehend
aus Eigenvektoren von A: Av; = Ajv;. Dann ist v; auch Eigenvektor von e
zum Eigenwert e
@ Setzen wir @;(t) := e*(t=%)y; dann bilden die p;: R — R" eine
Basis des Lésungsraums des homogenen Systems x’ = Ax. Daher ist
Pxo(t) = 2211 (x0)ipi(t) die Lsg. zur AB x(to) = xo =: Y i (x0)ivi-
@ Eine spezielle Lsg. des inhomogenen Systems x’ = Ax + b mit
konstantem b erhalten wir fiir tp = 0 und xp = 0:

n

= : et te*SA" s)v; = ci(t)v;
w0 =3 b ([ edu=3 alom

i=1

by (Ait
bi(Nit 1), falls A; # 0 ]
wobei ¢;(t) := {2' (te - )\).’ :aos 7 und b=>"", bjv;.

Aber: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar!

v
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Lineare Systeme in Jordanscher Normalform

Wir wollen nun die Jordansche Normalform von quadratischen Matrizen
benutzen, um lineare Systeme in méglichst einfacher Form zu schreiben.
Einem Basiswechsel entspricht dann eine Substitution:

Lemma

Sei A € Mat,(R), S € GL(n,R) und A := S~1AS. )

@ ist eine Lsg. von x' = Ax <= 1) = S~ ist eine Lsg. von y' = Ay.

o st eine Fundamentallésung von x' = Ax = S710S (und damit auch
S~10) ist eine Fundamentallésung von y' = Ay.

Beweis. Da S eine konstante invertierbare Matrix ist, erhalt man
(S71) (8) = ST/ (1) = ST AR(t) = (STTAS) S Ho(t),

d.h. S~y ist eine Lésung von y’ = Ay.

Damit ist S~1®, und somit auch S~1®S eine Fundamentallsung von

y' = Ay.

(Der letzte Punkt folgt auch aus et5 'AS = §-1etAg) O

789 /820



Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"
Folgerung

Sei A € Mat,(R) diagonalisierbar, d.h. ST1AS = diag()\1,. .., \n). Dann
ist ®(t) = S diag(eMt, ... e ?) eine Fundamentalmatrix von x' = Ax.

Beispiel

1
charakteristische Polynom ist A2 — 2, d.h. Eigenwerte sind 4+/2 mit
Eigenvektoren v; = e; + (V2 — 1)e; und vo = e; — (V2 + 1)ey.

Sei A= ( ! _11 ) A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Das

Nun bilden die Spalten vy, v» die Matrix S = < \/51_ 1 _(\/%_{_ 1)
: L 11 (V241 1
und es ist det S = —2v/2, S —2\5(\@_1 1)

Somit ist S etV2 0 etV2 e—tV2
t Ist =
omit 15 0 e tV2 (V2 —1)etY2 —(v2+1)etV2

eine Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax.

)
)

V.
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Problem: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar.

Beispiel
Fir A € C und m € N betrachten wir die Matrix
A1 0O --- 0
0 X 1 :
Im(A) = . 0 € Mat,(C)
A1
0 0 A

Sie hat das charakteristische Polynom

P(t) = det(Jm(N) — t1,) = (A — )™

Somit ist A der einzige Eigenwert, mit algebraischer Vielfachheit m.
Eigenvektoren v erfiillen (Jy,(A\) — A1,)v = 0. Der Eigenraum zu A ist
Cey, und die geometrische Vielfachheit von A\ ist 1. Insbesondere kann die
Matrix Jm(A) fiir m > 2 nicht diagonalisiert werden.

v
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Satz (Jordansche Normalform)
Sei A € Mat,(C). Dann existiert ein S € GL(n,C), so dass

A = SAS™Y = diag(Um (A1), - 5 Im (M),

wobei
0 --- 0
1
Im(A) = 0 € Mat,(C)
A1
0 e 0 A

Hierbei sind \; die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von A. Die
Blockdiagonalmatrix auf der rechten Seite der Gleichung heiBt Jordansche
Normalform von A. Die Blécke, d.h. die Matrizen Jp,()\), heiBen
Jordanblécke. Die Jordansche Normalform ist eindeutig bis auf

Permutation der Jordanblécke.

v

792 /820



Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Zum Beweis:

Sei K ein beliebiger Korper. Man kann zeigen, dass sich jede Matrix A mit
Eintragen aus K, fiir die das charakteristische Polynom iiber K vollstandig
in Linearfaktoren zerfillt, in die Jordansche Normalform liberfiihren lasst.

Nach dem Hauptsatz der Algebra folgt dann fiir K = C die Behauptung
des Satzes.
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Beispiel fiir eine Matrix in Jordanscher Normalform

[o]

01
0 0 0
2 1
0 0 2
Eigenwert alg. Vielf. Geom. Vielf.
0 3 2
3 1 1
2 2 1
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Satz (Reelle Jordansche Normalform)
Sei A € Mat(n,R). Dann existiert S € GL(n,R), so dass A = SAS™1
folgende Gestalt hat

Z\ = diag(ng ()‘1)7 T 7J€,()‘r)7 J2m1(a1a /81)7 e 7J2m5(a57 BS)):

Jom(, ) = ( ng(:) ;,,,6(2"3 ) € Mat(2m, R)

Hierbei sind \; die (nicht notw. verschiedenen) reellen Eigenwerte von A,
sowie p;j = o + ifj und [i; = aj — ifj, mit §; > 0, die (nicht notw.
verschiedenen) nicht reellen Eigenwertepaare von A.?

“Die algebraische Vielfachheit eines reellen Eigenwerts A (bzw. eines
imagindren Eigenwerts p) ist dabei also >, _, £i (bzw. >, _ mj).
= )
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Fiir einen Beweis siehe z.B. Klingenberg, Lineare Algebra und Geometrie:
Man betrachtet A € Mat,(R) als Matrix in Mat,(C) und erhalt komplexe
Jordanblocke. Fiir reelle Eigenwerte erhadlt man direkt reelle Jordanblocke.
Ist & ein nicht reeller EW von A, so auch 1, denn A und somit das
charakteristische Polynom von A sind reell.

Nun kombiniert man die Jordanblécke von p und @@ zu Blocken (mit
Eintragen aus R) der Form Jon(a, B).
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Anwendung auf lineare DG'n

Sei x’ = Ax ein lineares DG-System mit konstanten Koeffizienten.

Sei A:= S"1AS, dann ist die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax
gegeben durch et4 = SetAS— 1,

Wir nehmen an, A sei in Jordanscher Normalform, also A= /2\1 +... 4+ /z\k,
wobei die A; jeweils nur einen Jordanblock oder nur eine Matrix der Form
Jom(c, B) enthalten, und sonst nur Nullen.

Dann kommutieren die Matrizen A; paarweise miteinander und wir haben

etl\ _ et(741+...+2\k) _ et/~41 . -et’z\k.
D.h., um die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax zu bestimmen, miissen
wir S kennen und e®® fiir die beiden Fille 1) B = J,(\) und 2)

B = Jm(a, B) bestimmen.
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1) B = Jy(\) = A1, + Jy(0): Da J,(0) und A1, miteinander
kommutieren, ist etB = et . et(0) \Wir miissen also nur noch e

tJn(0)

berechnen: Berechnet man die Potenzen von et7(0) so erhilt man
t2 tn—l
Lt 5 ... 7(n_712)!
01 ¢t ... ﬁ
etB — otA. etJn(O) — ot : y :
00 ... 1 t
00 ... 0 1
D.h., eine Lsg. von x’ = Bx mit der AB x(0) = xo = > ¢je; ist

gegeben durch

2 n—1
atot+ai ..+ p(t)
2 '(t
g _ o oottt aggy | _ o P(-)
Cn pt1(t)

wobei p(t) =>4 ﬁtkil ein Polynom vom Grad < n — 1 ist.
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2) B = Jom(a,8) = ( ng(:) ;f(loz'; > -

(0 )+ (a, 07) (8 o)

Da alle drei Summanden paarweise kommutieren, erhilt man wieder

8 _ _ta [ Cos(Bt)lnm —sin(Bt)ln etdm(0) 0
e e sin(ft)1,,  cos(St)l, /- 0 etdm(0) |-

Eine allgemeine Losung ist dann gegeben durch

p(t) —q(t)
o(t) = e“* cos(St) p(’”lc)lgg + e sin(t) _q(mlp))gg
q(’”*l)('t) p(mfl)(:t)

mit beliebigen Polynomen p, g vom Grad < m — 1, deren
Koeffizienten durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden.
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Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnitten auf
Differentialgleichungen héherer Ordnung anwenden.

Erinnerung: Um eine DG n-ter Ordnung x(" = f(x,x, ..., x("=1 t) mit
f: QCR" xR — R auf ein System erster Ordnung zu reduzieren, fiihren
wir die Funktion F: R” x R — R" ein mit

F(y17"'7yn7t) = (y27"'7yn7f(y17-"7.yn7 t)) :
Es ist x: I — R eine Losung des AWP's n-ter Ordnung

x(M = f(x,....x("=1) ) mit AB'en x(ty) = a1, ..., x("D(tg) = a,,
genau dann, wenn y == (x,x',...,x(""D) : | — R" eine Lésung des
AWP's y' = F(y, t), y(to) = (a1, ..., an) erster Ordnung ist. D.h.
n(t) = yt)
y(t) = yi(t) = ys(1)
n—1 .
valt) = 10 = (o)
) = 1 = fonmt)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Da aus der Lipschitz-Stetigkeit von f beziiglich (xi, ..., x,) die von
(X1, oy Xny t) = F(x1, ...y Xn, t) = (X1, .y Xn, F(X1, ..., Xn, t)) folgt,
ibertragen sich alle Existenz- und Eindeutigkeitssdtze auf DG'en hoherer
Ordnung. Folgende Aussagen gelten fiir das AWP n-ter Ordnung

XN = f(x,x,...,x(""1) 1)
_ / _ (n—1) _ (*)
X(tO)_ala X(to)_a27 sy X (tO)_an

Folgerung (Maximale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei Q2 CR" x R offen und f: Q — R sei stetig und beziiglich (x1, ..., Xn)
Lipschitzstetig. Dann existiert zu jedem (xo, ty) = (a1,...,an, tp) € Q
genau eine maximale Lésung ¢ (tg — d, to + ) — R des AWP's ().

Folgerung (Globale Existenz- und Eindeutigkeit)

Seil = (c,d) mit —oo < c<d<ooundf:R"x|— R Lipschitzstetig
beziiglich (x1, . ..,xn) auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J C | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert genau eine auf ganz | definierte
maximale Lésung ¢: | — R" des AWP'’s (x).

o
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Definition (lineare DG hoherer Ordnung)
Sei | C R ein Intervall und b,ax: | — R, fiir k =0,...,n— 1 stetig.

XM 4 a1 ()XY 4 ay(B)X + ao(t)x = b(t) (24)

heiBt lineare DG n-ter Ordnung. Ist b(t) = 0, heiBt (24) homogen, sonst
inhomogen.

Folgerung (Maximale Lésung des linearen AWP'’s n-ter Ordnung)

Seil = (c,d) mit —oo < c<d<oo, (x,t) €R" x I, und b,ax: | — R,
fiir k =0,1,...,n—1, seien stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare
AWP zu (24) genau eine maximale Lésung ¢y, : | — R".

Folgerung (Struktur des Losungsraumes)

Die maximalen Lésungen der homogenen DG n-ter Ordnung bilden einen
n-dimensionalen Vektorraum L. Die maximalen Lésungen der inhomogenen
DG n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen affinen Raum L + ),
wobei 1) eine spezielle Lésung der inhomogenen DG ist.
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Uberfiihren wir nun die lineare DG n-ter Ordnung
XM a1 ()XY 44 ar(8)X 4 ao(t)x = b(t)

in ein System erster Ordnung, so erhalten wir

" y2
Yn-1 Yn
Yn b(t) = an-1(t)yn — ... — a1(t)y2 — ao(t)y1
und damit das lineare System erster Ordnung
v o 1 0 .. 0 9 0
. 0 o 1 ... 0 .
: 0 0 ... 0 1 0
Yn —ao(t) ... ... .. —apa(t) Yn b(t)
—A(t)
(25)
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Definition und Bemerkungen

Eine Basis (¢1,...,¢n), ¢i: | — R, des Lésungsraumes der homog. lin.
DG n-ter Ordnung (%)| x(" + a,_1(t)x(""1 + ... 4+ a1 (t)x' + ap(t)x = 0
heiBt Fundamentalsystem von (x). Die Fundamentalmatrix & des
dazugehdrigen linearen Systems erster Ordnung,

¥1 Pn

o} e
o= SO}

n—1 n—1

A e

heiBt Fundamentalmatrix von ().
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Definition und Bemerkungen
Seien (¢1,...,¢n), @i: | — R beliebige (n — 1)-mal differenzierbare

Funktionen, dann heiBt W(p1,...,¢n) = det (gogj_l)>

1<ij<n
Wronski-Determinante von (1, ..., ®n). Ist nun (¢1,...,@,) ein
Fundamentalsystem (x), so ist die Wronski-Determinante von (g1, ..., ¢n)

gleich der Wronski-Determinante des Fundamentalsystems des zugehdrigen
linearen Systems.

v
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Aus der Variation der Konstanten fiir lineare Systeme erhalten wir, dass
eine Losung des inhomogenen Systems (24) gegeben ist durch

(W(¢), ..., (1)) (t) [ ®~ ., 0,b(s) "

b

wobei ® eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems ist. Mittels der
Cramerschen Regel lisst sich @b ausdriicken, und mit Laplacescher
Entwicklung (nach der die Spalte b enthaltenden Spalte) erhalten wir:

Satz (Variation der Konstanten)

Sei (p1,-..,%n) ein Fundamentalsystem der homog. DG n-ter Ordnung.
Dann ist eine spezielle Lésung der inhomogenen DG (24) gegeben durch

I t

— N (Lq)k+n WP Pkt Prts - n)(S)
00 = 3ot /b() AT de.

to

(26)
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Variation der Konstanten
@ Fiir n = 2 sieht diese Formel so aus

t t
= __bpp __bp1
¥iE) = @1/t PLA— P ds+902/t ity %
0 0

@ Die spezielle Lsung (26) kann auch mittels der Variation der
Konstanten ermittelt werden: Dazu machen wir den Ansatz

Y(t) = Z wk(t)ck(t) und bestimmen die Funktion cx(t) so, dass 1

die mhomog DG (24) l6st. Dabei erhalt man das folgende lineare

Gleichungssystem an die ¢;(t)

n oult) 0
Saol i |=|
B or (1) b(t)

Integration liefert dann die Funktionen c(t).

v
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Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen nun das Fundamentalsystem einer linearen DG n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten finden.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Das charakteristisches Polynom der linearen homogenen DG n-ter Ordnung
XM (t) + ap_1x" D (t) + ap_ox("A(t) 4 ... + apx(t) = 0

mit konstanten Koeffizienten ag . ..,a,_1 € R ist das Polynom

POA) := A"+ a, ) A"+ ad+ag

v

Ist P € R[A] ein Polynom in einer Variablen, dann ist umgekehrt P()) das
charakteristische Polynom zur DG

P(%)X = ap,x(M a2, 1 x("7D 4o g ) agx =0
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Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Wir hatten gesehen, dass die DG n-ter Ordnung x("(t) + ... 4 apx(t) = 0
dquivalent ist zu einem System y’ = Ay mit einer Matrix A wie in (25).
Das charakteristische Polynom der DG ist gleich dem charakteristischen

Polynom Pa(\) = det(A — A1,) der Matrix A: Entwickelt man nach der
letzten Zeile, so erhdlt man det(A — A1,)

-2 1 0 ... 0 0
o —-x 1 ... 0 0
= det : o :
0 ... =X 1 0
0 0O ... 0 —A 1
—a) ..+ .« ... —adp—2 —adp-1 - A

= (=1)"(=ap) + (=1)"2(—ar)(=A) + ...
+ (=1 H=ap2)(—N)" 2+ (=1)*"(—an-1 — A)(=A)"!
= (-1)"(a0+aA+...+ a1 A"+ an\")

Also sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DG gleich

den Eigenwerten von A. Diese brauchen wir, um ein Fundamentalsystem

der DG zu bestimmen. 809 /820
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Satz (Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

Sei P(\) = A"+ a2, 1 \""1 4 - 4 a1\ + ag € R[\] das charakteristische
Polynom zur homogenen linearen DG

XM 4 ap_x(D 4 +agx =0, (%)

Seien \; die reellen und p = o + iBy sowie fiy die Paare nicht reeller
Nullstellen von P mit den zugehdrigen Multiplizitdten ¢;, my, wobei

j=1,...,rund k=1,...,s. Dann bilden die reellen Funktionen
pio(t) = Nttt Vj=1,...,r, £=0,...,6—1
Ym(t) = et . cos(Bkt) - t™

1/}km(t) = eakt-Sin(ﬂkt)~tm} Vk:l?"'757m:0,--.,mk—1

ein Fundamentalsystem der homogenen linearen DG ().
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Lemma

Sei p € C und k € N. Dann gilt fiir eine auf einem Intervall | C R k-mal
differenzierbare Funktion f: | — C

(S~ W (F()e) = O (e

Beweis. Vollstindige Induktion, k = 0 ist trivial. Fiir k = 1 finden wir:

d
(-
Fir den Induktionsschritt k — k + 1 bemerken wir
(& — )  (F(x)e™) = (& — u) (L — W 1 (F(x)e™)
A

B — ) (F D (x)er) = FR)(x)erx

) (F()em) = F(x)e" + pf(x)el — uf(x)el = F'(x)e"™
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Lemma

Enthilt ein Polyonom P()\) € C[\] den Faktor (A — ;)% und ist ¢ < ¢}, so
gilt P(&)eNtt! = 0.

Beweis.
Die Aussage folgt aus dem vorhergehenden Lemma:
d . . dY .
(4 —\j)b (eNtth) = Ijj(te)e)‘it =0,dal <. O
Beweis. Es seien A1,..., )\ s die verschiedenen (und nicht zueinander

konjugierten), komplexen Nullstellen von P(\) mit den zugehdrigen
Vielfachheiten /;. Es gilt:

Aufgrund des zweiten Lemmas erhalt man, dass die Funktionen
@je: R — C definiert durch

gpjg(t):e)‘ft-tg furallej=1,...,r, £=0,...,0; —1 (*x)

komplexe Losungen der homogenen DG
xX(M(t) + a,_1x("1 .+ agx(t) = 0 sind.
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Aus (**) folgt also, dass die Funktionen jy(t) = eVt - t* fiir die reellen
Eigenwerte A\; Losungen sind. Fiir die echt komplexen Eigenwerte
Wk = ak + iPk erhdlt man aus (**), dass sowohl Realteil als auch
Imaginarteil von pim(t) = e#*t - t™ Lésungen sind. D.h. man erhilt
23", _1 mk weitere Lésungen
Vim(t) = Re(pim(t)) = RetTel " = e . cos(Bkt) - t
Dim(t) = Im(ppm(t)) = Im tMekrt = et . sin(Byt) - t™
firk=1,...,s, m=0,...,m — 1.
Wir haben n Losungen gefunden und miissen nur noch zeigen, dass diese

tiber R linear unabhangig sind. Das gilt, wenn alle komplexen Lésungen
@je(t) = eVt . t¢ iiber C linear unabhingig sind. Und dies folgt aus:

Lemma

Seien ci, ..., cn € C paarweise verschieden und pi(t),. .., pa(t) € C[t]. Ist
pi(t)ett + -+ po(t)e“t =0 fiiralle teR,

sogilt py=---=p,=0.

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Beweis. n = 1: Aus p;(t)et = 0 folgt offensichtlich p;(t) = 0
Induktionsschritt n — n + 1: Wir nehmen an, dass Z”+11 pj(t)et = 0 fiir
alle t € R. Sei k der Grad des Polynoms p,11. Dann gllt wegen des
vorhergehenden Lemmas (% — 1) ppr(t)eS+1t = 0 und somit

n+1 n
0= (% — ) D py(0)e = 3 hy()es
j=1 J=1
mit gewissen Polynomen h;.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt aber h; =0 fiir j =1,...,n.

Um zu zeigen, dass p; = 0, schreiben wir
(t — Cop1)kt = SR a0 (t — )™ mit ag # 0.
Daraus ergibt sich

k+1
. Gt _ (d k+1 cjt
n m
Bi(£)e = (& — cnia) §japj (£)eS

und somit hat h; denselben Grad wie p;. Wegen h; = 0 folgt p; = 0. O
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Beispiel:
Wir betrachten die DG x”' — x" + x' — x = t.

(1) Um das Fundamentalsystem der homogenen DG zu finden, suchen wir
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

POA) = X=X+ A-1=A-1N+1) = A=A+ ).

Wir erhalten somit als komplexes Fundamentalsystem

komplex.

Somit ist
x1(t) = e, x(t) = Re(%) = cos(t), x3(t) = Im(%Xp) = sin(t) .

Wir haben also als allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

x(t) = c1e’ + cacos(t) + c3 sin(t).

oTY Ud
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(2) Wir wollen auch eine spezielle Lésung der inhomogenen DG
bestimmen: b(t) = t ist ein Polynom ersten Grades. Daher machen wir
den folgenden Ansatz

ys(t) =at+ 8,

der zu der Gleichung o — at — 8 = t fiihrt und somit auf
—a=1 und a=p d.h. B=-1

Somit ist eine spezielle Losung ys(t) = —(t + 1), und die allgemeine
Losung der inhomogenen DG ist

x(t) = —(t+ 1) + e’ + cx cos(t) + c3sin(t).
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Inhomogene lineare DG mit konst. Koeffizienten

Satz (Inhomogene lin. gewdhnliche DG mit konst. Koeffizienten)
Sei P(x) = x" + ap_1x" "1+ - + a;x + ag € R[x] ein Polynom und
w € R mit P(u) # 0. Dann gilt:

(i) ,f(l:) ist eine Lsg. der inhomog. DG P(%)x = eMt,

(ii) Sei f(t) € R[t] Polynom vom Grad m. Dann hat die inhomog. DG

P(4)x = f(t)et eine Lsg. der Form g(t)e"t, wobei g(t) € R[t] vom
Grad m ist.

v

Beweis. (i) und der Induktionsanfang von (ii) sind offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt schreiben wir P(:%)tMelt =: fy(t)ett, wobei fy(t) € R[t]
vom Grad m ist. Damit gibt es ein ¢ # 0, so dass h(t) := f(t) — cfo(t)
Grad < m — 1 hat. Nach Ind.vor. existiert dann eine Lsg. gi(t)e** von
P(2)x = h(t)e"t mit einem Polynom gi(t) vom Grad < m — 1. Fiir das
Polynom g(t) = ct™ + gi1(t) vom Grad m gilt dann:

P(ge) ((ct™ + gu(t))ett) = (cho(t) + h(t)) et = f(t)er* 0
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Satz

Sei i € R eine k-fache Nullstelle, k > 1, des Polynoms
P(x) = x"+ap_1x"" 1+ .-+ a;x+ag und f(t) € R[t] vom Grad m. Dann
hat die inhomog. DG P(%)x = f(t)elt eine Lsg. der Form h(t)ett, wobei

k+m

= Z le’j.
=k

Beweis. Wir schreiben P(t) = Q(t)(t — i), mit einem Polynom Q(t)

vom Grad n — k und Q(u) # 0.

Nach dem vorigen Satz existiert ein Polynom g(t) vom Grad m, so dass
g(t)ett eine Lésung der DG Q(&)x = f(t)e!t ist.

Sei h(t) = ZJH'" ¢t/ ein Polynom derart, dass h(K)(t) = g(t). Dann gilt

fir die Funktion h(t)e** nach einem vorigen Lemma

P(g)x = Q)& — ) [h(t)er] = Q(g)hWert
= Q(&)g(t)ert = f(t)ert.
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Bemerkung.

Die letzten beiden Satze gelten auch fiir DG'en mit komplexen
Koeffizienten, d.h. P, f, g, h € C[t], u € C. Die Losungen ¢: R — C sind
komplexwertige Funktionen der reellen Variablen t.

Beispiel: Harmonischer Oszillator
Wir betrachten die DG

(*) X+ wix = acoswt, w,wy>0,acR*

Diese DG beschreibt Schwingungen ohne Reibung. Man nennt Sie auch
getriebener (oder angeregter) harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz
wo. Die Anregung erfolgt hier periodisch mit Frequenz w.

Die entsprechende homogene Gleichung x + w%x = 0 heiBt harmonischer
Oszillator. Das charakterisische Polynom P(x) = x? + w3 hat nur das Paar
imaginarer Nullstellen +wgi. Daher sind die Lésungen der homogenen
Gleichung Linearkombinationen von sinwpt und coswpt.

v
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... Harmonischer Oszillator

Um eine Lésung der inhomogenen Gleichung () zu finden betrachten wir
die DG '
(%) X +wix = ae™t.

(i) Wenn w # wp, d.h. P(iw) # 0, so existiert eine Lsg. von (xx) von der

Form ce'™*. Einsetzen in () liefert c = 2.
LL)O—UJ

©(t) = Rece™t = ccoswt ist dann eine Lsg. von (x).

(i) Wenn w = wp (d.h. der harm. Oszillator wird mit der Eigenfrequenz
wo angeregt) dann gibt es eine Lsg. von (**) von der Form cte'*°t.
Einsetzen in (**) liefert ¢ = 52

¢(t) = Re cte’0® = 52-tsinwot ist dann eine Lsg. von () und fiir

die Amplitude der Schwingung gilt |ﬁt| — oo flir t — oo

(Resonanzkatastrophe).
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