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Komplexe und trigonometrische Polynome

§ 9. DIE SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION (FFT)
und Anwendungen

Gegenstand dieses Kapitels sind zundchst komplexe Polynome
N-1
tn(z) = chzk .
k=0

und drei damit zusammenhéngende Aufgaben:

1. Fiir vorgegebene z; ¢ C, j=0,1,2, ... ,N-1, und bei bekannten c e C sollen die Werte
tn(z;) bestimmt werden.

2. Fiir vorgegebene t i €C, 7=0,1,2, ... N-1, sollen Koeffizienten ¢, € C gefunden
N-1
werden mit 1; = chzzf.
k=0
3. Anschlieend wird noch auf die Approximation im Mittel von periodischen
Funktionen durch reelle trigonometrische Polynome eingegangen.

Im Allgemeinen erfordert die Losung dieser Aufgaben einen Aufwand der Grofenordnung
von N? Multiplikationen bzw. Divisionen. Werden jedoch die z; als j-te Potenzen der N-ten
komplexen Einheitswurzel gewiéhlt und ist N = 2", dann kann dieser Aufwand auf die
GroBenordnung NInpN reduziert werden. Dieses leistet die Schnelle

Diskrete Fourier-Transformation (FFT) bzw. die Inverse Schnelle Fourier-Transformation
(IFFT).

Geeignete Umschreibungen fiihren zu dhnlichen Aussagen iiber reelle trigonometrische
Polynome

ta(x) = 370 + Zak cos(kx) + b, sin(kx).

k=1

Die numerische Behandlung der drei Aufgaben kann unter geeigneten Voraussetzungen durch
die FFT und ihre Varianten durchgefiihrt werden. Dies geschieht sehr einheitlich.

§ 9.1 Die Schnelle Diskrete Fourier-Transformation (FFT)

Gegeben sei das komplexe Polynom



N-1
tn(z) = chzk , ckeC.
k=0
Die Wertebestimmung eines solchen Polynoms an einer Stellew, € C
N-1
tN((’ON) - chw;
k=0
erfordert bekanntlich N komplexe Multiplikationen. Soll der Wert des Polynoms an den N

Stellen

o), = exp(i2 nj/N) = cos(2 nj/N) +isin(2nj/N), j=0,1,2,... N-1

(O

N=4 N=8

(Potenzen der N-ten Einheitswurzel) berechnet werden, dann wiirde dieses — auf den ersten
Blick — einen Aufwand der GréBenordnung von N* Multiplikationen erfordern. Ist N =2",
dann kann mit Hilfe des folgenden Satzes der Aufwand auf die Groenordnung NIn,N
reduziert werden.

Satz
Es sei N gerade, x;=2nj/N, j=0,1,2, ... ,N-1 und

N-1
ty(x)= Y c (@), j=012, ... N-L
k=0

Dann gilt mit M = N/2

-1 J £=01.. M-1
ty(x,,)= d, (o)
0

MZ

d, =c, +Cy

~
Il

£=0,1,..,M-1

d, =(c, _CM+k)wlT(\I ‘

M-1
ty(Xop) = zdk (0);1)1(
k=0

Der Satz zeigt, dass die Bestimmung der Werte von tx(.) an den Stellen z; ersetzt werden
kann durch die Auswertung von zwei Ausdriicken gleicher Bauart mit halber Liange.
Die Schnelle Diskrete Fourier-Transformation (FFT) besteht darin, diesen Reduktions-
schritt fiir jede der neu entstehenden Formeln so lange zu wiederholen bis M = 1 ist.
Am Ende stehen dann die gesuchten Werte.



Beweis des Satzes:
Es sei N eine gerade Zahl, M=N/2 und

0){'\1 =exp(i2nj/N) fir j=0,1,2,....,N-1.
Fir k= 2/, (=0,1,2,...., M-1, sind

ol = exp(i2 jk/N) = exp(i2 1 j21/2M) =},
und
o™ =ollo) = ol exp((i2n/M)M/) = o).

Damit ist

4 4
tN(X,, ) = ZCCO —ZC(D ZCjoafw +Z:cjc0§\4
j=0 =M
M-1 M-1 M-1
_ it (+M)C _ it
= ) Cimy + D Ci Oy = (cJ +cj+M)(oM
j=0 j=0 =0

und analog ergibt sich

—Cpraj O -

M-I
tN(X ) = Z(Cj
=0

Zum besseren Verstindnis betrachten wir die folgende Tabelle, in der exemplarisch eine

FFT fiir den Fall N= 8 =2° durchgefiihrt wird.

FFT fiir N=8 =23

pdressen | K| @ Adressen
000 0 Co Cotes ¢+l e +ct? 000
001 1 ci citcs eV +cl c? —cw) 100
010 2 c ctes | (e e o) ¢ +c? 010
011 3 ¢ cxter | (e =y | (¢ —cf?)w) 110
100 4 C4 (co-c4) O ¢ +cl ¢ +cl? 001
101 5 Cs (c1-Cs) oy e +cl c? —cPw) 101
110 6 Co (ca-ce); | (¢ —c o ¢ 4P 011
111 7 ¢ (cseno; | (¢ =) | (¢ —c?)w) 111




Die gesuchten Werte tn(x;) stehen in der sechsten Spalte. Die zugehérigen Stellen x; (bzw.
deren Indizes j) konnen aus der siebten Spalte entnommen werden und ergeben sich durch
Umkehrung der bindren Adressen der zugehdrigen Zeilen in der ersten Spalte.

Beispiel

Gegeben sei das Polynom

mit den Koeffizienten

3
k
t,(z) = chz
k=0

k

0

1 2 3

Ck

4n*/3+1/4

20/9+14 /3 1 20/9-14 /3

Fiir die Bestimmung der Werte dieses Polynoms an den Stellen
zj = o) =exp(i2nj/4)

kann die FFT eingesetzt werden und liefert

fir j=0,1,2,3

k Ck Ci(l) Cf) J
(1) (1)
_ s cotca Cy +¢ —
0=00 | 4n’/3+1/4 4w 35| amiaeosne |
Q)] Q)]
. C11Cs3 Co =€
1 =01 20/9+i4 10/3 2=10
2 40/9 412 /3-115/36 ’
) 0]
Co-C2 C, +'C3
2=1 1 =01
02 47’ /3-3/4 4n*/3-87/3-3/4 oL
) M _ .M
3=11, 20/9-i4 /3 (Cl_cj)l 2C2 - 3=11
-8m/3 4n°/3+8m/3-3/4

Das Polynom hat also z.B. an der Stelle z, den Wert t3(z,) =4 7% /3-115/36.

Ein elegantes (rekursives) MATLAB Programm fiir die FFT mit einem Zeilenvektor c ist:

function z = sft (c)

N = length(c);

m=N/2;

wn = exp (i*pi/m);

if N==

z =C;

else

for k=1:m

d(k) = c(k) +c(k+m);

d(k+m)= (c(k)-c(k+m)) *wn”" (k-1);
end
7 =
end

[sft(d(l:m)),sft(d(m+1:N))];

Mit dem Befehl “bitrevorder” kann schlieBlich noch die kanonische Reihenfolge der Elemente
aus z hergestellt werden.



§ 9.2 Komplexe Polynominterpolation und die IFFT

Gegeben seien N Punkte (z,t;), j=0,1,2,... ,N-1, mit z=exp(i27j/N) und t; eC.

Gesucht ist dann ein komplexes (Interpolations-) Polynom vom (H6chst-) Grad N-1

N-1
tn(z) = chzk c, € C.
k=0
mit der Eigenschaft
.= yc¢z , j=012,... N-1.

Wird x=2mj/N, j=0,1,2, ..., N-1 gesetzt, dann liegt die Aufgabe vor, komplexe Zahlen

Co, C1, €2, .... , CN-1 ZU finden mit der Eigenschaft
N-1
T, = Y ¢ exp(ikx;) , j=0,12,...,N-1.
k=0

Wegen der besonderen Wahl der Stellen z; wird die Aufgabe auch als trigonometrische
Interpolationsaufgabe bezeichnet.

Die Aufgabe besitzt eine eindeutig bestimmte Losung. Das Interpolationspolynom kdnnte mit
dem Schema der dividierten Differenzen ermittelt werden und wiirde einen Aufwand der
GroBenordnung von N? Divisionen erfordern. Mit Hilfe des folgenden Satzes kann gezeigt
werden, dass der Aufwand auf die Grof3enordnung von NIn,N Multiplikationen reduziert
werden kann.

Erfreulicherweise kann die Losung der Interpolationsaufgabe explizit angegeben werden,
denn es gilt der

Satz
Die Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutig bestimmte Losung.
Die Koeftizienten c; sind gegeben durch

1 N-1 . .
Cj:ﬁztk exp(—ikx;), J=0,1,2, ... ,N-1.
k=0

Zum Beweis des Satzes benotigen wir noch ein

Lemma
Fir festes NeN sei

oy =exp(i2n/N)
Dann gilt

N-1 B N falls /=vN miteinemveZ
o falls ¢/# VN miteinemveZ



Beweis des Lemmas
Es ist

oy = exp(i2n/ /N).

Ist ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von N, dann ist jeder Summand von S gleich 1 und dieser
Teil des Lemmas ist somit bewiesen.
Ist ¢ kein ganzzahliges Vielfaches von N, dann kann S dargestellt werden in der Form

N-1 éN

S=> (0y)" =
o 1- mN

Beweis des Satzes
Der Ausdruck

N-1
T, = ch(zj)k , z;=exp(ix;) , x=2m/N, j=0,12,...,N-1
k=

kann dargestellt werden in der Form
T, = ZC (o , 0y =exp(i2n/N) , j=0,1,2, ... N-1.

it

Multiplikation mit @ und Addition iiber j liefert

z

N-—

-it — -jt ik = jtk=t) _
Oy T, = E Oy ) C E Cy E 0y 0oy = c, ) oy = Ng,
: < < ;

Z
z
L
z
L

.
Il

(=]
[,

~
Il

~
Il
(=}

—
Il
(=]

und mithin die Behauptung.

Bemerkung
Der Satz zeigt, dass die gesuchten Koeffizienten ¢; der Interpolationsaufgabe sich offenbar
aus einem Austausch der 1 i mit den ¢, einem Vorzeichenwechsel in der Exponential-

funktion (!) und einer Multiplikation mit 1/N ergeben.

Der Satz zeigt auch, dass die gesuchten Koeffizienten cx mit einem Aufwand der
GroBenordnung von N? Multiplikationen berechnet werden konnen. Eine giinstigere
Berechnung der gesuchten Koeffizienten ¢, kann mit der Inversen Schnellen Fourier-
Transformation (IFFT) durchgefiihrt werden:

Es ist
N-1 N-1 '
Nej= Y reexp(-ikx) = Y r (@) ,  j=012,...,N-I,
k=0 k=0
d.h. es liegt eine Darstellung vor, die der Aufgabe des ersten Abschnittes sehr dhnlich ist.
Nicht tiberraschend ist, dass auch diese Aufgabe fiir N = 2" mit einem Aufwand der
GroBenordnung von NIn,N Multiplikationen gelost werden kann. Dieses leistet die Inverse

Schnelle Fourier-Transformation (IFFT) . Wir gehen hier nicht weiter darauf ein und
verwenden dafiir das MATLAB-Programm

iffH(t),



wobei t der Zeilenvektor mit den Eintrdgen t, ist.

§ 9.3 Wertebestimmung von reellen trigonometrischen Polynomen

Gegenstand dieses Abschnittes sind trigonometrische Polynome N-ten Grades
a N
tn(X) = 70 + Y a, cos(kx) + b, sin(kx)
k=1

mit reellen Koeffizienten ao, a;, by, ..., an, b.
Der Wert des trigonometrischen Polynoms soll an den Stellen

xi=2m/N, 7j=0,1,2,.... N-1

bestimmt werden.
Der Ausdruck

N
tu(x)) = a7°+2akcos(kxj)+bk sin(kx ),  §j=0,1,2,......,N-I
k=1

heiB3t diskretes Fourierpolynom.
Der folgende Satz zeigt, dass das diskrete Fourierpolynom in der Form

N-1
tnX) = Y cof, j=0,1,2, ...... ,N-1
k=0

mit o, =exp(i2n/N) und geeigneten Koeffizienten cy dargestellt werden kann.

Satz
Das diskrete Fourierpolynom

N
tu(x)) = a7°+2akcos(kxj)+bk sin(kx ), j=0,1,2, ..., N-I

k=1

mit x;=2m/N, j=0,1,2,.... ,N-1, kann dargestellt werden in der Form

N-1 _
tnx) = D.cof, oy=expi2n/N), j=0,12,.... ,N-1.
k=0
Dabei ist

co=(172)ap+an, ck=12)(y, +¥ny)> Ye=(@,-1b,), k=12,...,N-I.

Beweis
Es ist

v exp(ikx;) = (ax-ibx)exp(ikx;)
(ar-1bi)(cos(kx;) + 1sin(kx;))
= ag cos(kx;) + by sin(kx;)+i(ax sin(kx;)- brcos(kx;))



Damit kann tn(x;) dargestellt werden in der Form

a N , a N ,
tn(xj) = 7°+2Re(yk exp(ikx;)) = 704— ReZyk exp(ikx ;)

k=1 k=1

a, | & . N )
= S+ Qveexplkx,)+ 3 ¥, exp(-ikx,)
k=1 k=1

und wegen exp(iNx;j) =1
a, 1 & : - N i
= 70 + E(Z v, exp(ikx ;) + exp(iNx; )Z Vi exp(—ikx;))
k=l k=1

a, 1 & , 5 i
B 70+5(2Yk exp(ikx;) + Y7, exp(i(N —k)x;))
k=1 k=1

a, N1 _ ) 1 _
= 24> —(yy Vo) exp(kx ) + = (yy +7y)
R =P 2

a, w1 _ .
= _O+Z_(Yk +YN—k)eXp(1ka)+aN
2 2

N-1
— jk
=cot E C Oy
k=1

Bemerkung
Ist N =2", dann zeigt dieser Satz, dass die Werte eines reellen trigonometrischen
Polynoms an den Stellen x; durch eine FFT bestimmt werden konnen.

Beispiel
Gegeben sei die ,,Sdgezahnfunktion

X/ T fir 0<x<m
f(x) = 0 fiir X=T
-2+x/nt fur mw<x<2mn

Die Fourierreihe von f hat bekanntlich die Gestalt
2 1 1 1 2 1
f(x) = —(sinx——sin2x +—sin3x ——sin4x +---) = — )" —sinkx .
(%) - ( 5 3 2 ) - kZ::,( ) m

Bestimmt werden soll fiir N =2" (n=4,5,8)

N
tn(x) = %Z(—l)k“%sinkxj, x= 2nj/N, j=0,1,2,.... N-1.
k=1



Die Koeffizienten des zugehorigen komplexen Ausdruckes

N-I _
tn(x) = D cof, i=012,...... ,N-1,
k=0

sind (v, = ()" (1/k))
T

co=0 und = i{(—l)k(l/k)—(—I)N‘k(l/(N—k))}, k=123, ....,N-1.
T

Die FFT liefert
n=4 n=A h=2a
1 1 1
0.5 1 04 1 04
o o 0
0.5 1 0.5 1 -0.4
1 -1 : 1
0 5 o 5 0 5
th
0.1 0.1 0.1
0.05 1 0.05 1 0.05
o o o JJFJ
-0.05 1-0.05 1-0.05
-III.1|:| z -III.1|:| = -0.1 z
f-th
Bemerkungen

Ein zugehoriges Programm finden Sie im Anhang dieses Textes.
Zu beachten ist die hohe Anzahl ( N = 2%) der benétigten Stiitzstellen fiir eine ,,gute
Approximation von f.

Beim Fehler f-tN kann das Gibb’sche Phdnomen oder das grundsitzliche Fehlverhalten in der
Umgebung der Unstetigkeit von f beobachtet werden.

§ 9.4 Interpolation mit reellen trigonometrischen Polynomen

Leider muss bei der Interpolationsaufgabe mit reellen trigonometrischen Polynomen eine
Fallunterscheidung vorgenommen werden. Die Félle richten sich danach, ob die Anzahl der
Interpolationspunkte gerade oder ungerade ist.



Gegeben seien erneut die N Stiitzstellen
xj=2nj/N, j;=0,1,2,....,N-1,
und zugehdrige reelle Werte 1; € R.

Ist N gerade mit N =2M, dann hat die Interpolationsaufgabe

a
R

o

(a cos(kx;) + b, sin(kx)) + TCOS(MX ), j=0,1,2, ...... , N-1,

eine eindeutig bestimmte Losung.
Ist N ungerade mit N=2M+1, dann hat die Interpolationsaufgabe oder die Aufgabe, reelle
Koeffizienten ag, a1, ... , am, b1, by, ... , by zu finden mit

_0
j
) T4

Mz

a, cos(kx,)+b, sin(kx ),  j=0,1,2,...... ,N-1,

eine eindeutig bestimmte Losung.

Bemerkung
Die - vielleicht nahe liegende - Auffassung, dass fiir gerade N=2M auch die Interpolations-
aufgabe

a
Tj:?()‘f-

MZ

(a cos(kx ;) +b, sin(kx;)) + bTSlIl(MX ), j=0,1,2, ...... , N-1,

o~
Il
—_

zum Erfolg fiihren muss, ist nicht richtig.
Dieses zeigt das einfache Beispiel mit N=4. Die zugehdrige Interpolationsaufgabe fiihrt auf
das Gleichungssystem

0.5 cos(0) sin(0) sin(0) \ a, T,
0.5 cos(2n/4) sin(2n/4) sin(n) | a, T,
) ) = & Ax=b
0.5  cos(m) sin(r)  sin(2m) | b, T,
0.5 cos(6m/4) sin(6m/4) sin(3n) )\ b, T,
mit der singuldren Matrix
0.5 1 0 0
A |03 212 272 0
05 -1 0 0
05 ~2/2 2/2 0

Satz
Gegeben sei die gerade Zahl N=2M und Punkte (x;,t j) , 1J=0,1,2, ... N-1, mit

Xj=2nj/N und t; eR.



AuBerdem seien

N-1
aj=%21k cos(kxj) fir j=0,1,2,...., M

und
2 N-1
b; = —ka sin(kx ;) fir j=1,2,....,M-1,
k=0
dann ist
M-1 a
=204 ;ak cos(kx;) +b, sin(kx ) + TMcos(ij) fir j=0,1,2,3, ...
=1
Beweis

Der Satz aus Abschnitt 2 zeigte, dass die komplexe Interpolationsaufgabe

k
i

: i=0,12,...,N-1,

,N-1.

fur die Punkte (z,t;), j=0,1,2,... N-1, z=exp(i2nj/N) und 1, €R, durch die

Koeffizienten
1 & . )
:ﬁ; eXp(—lka)’ J:O:vl:z"" ’N-l

geldst wird.
Die im Satz angegebenen Koeffizienten a;, b; werden jetzt ergénzt zu

= .
a; :Eg;‘tk cos(kxj) fir j=0,1,2,....,N-1

und
2 N-1
b, ==> 1, sin(kx;) fir j=0,1,2,....,N-1.
J Nk:O J
Es sei
a. —ib, )
¢ = 5 ! fir j=0,1,2,....,N-1.
Damit ist
1 N-1 1 N-1
N T 2T P lk—(N DR eXP(lk—J)) fir j=12, ...
und mithin
a +ib. )
ong = 5 L=, fir j=1,2,3,.....,N-1.

Die Ausnutzung der Symmetrien der Funktionen Cosinus und Sinus liefert

, N-1



c.explz—nkj +c ,explz—nk N-j)) = a,cosjx, +b.sinjx, fir j=1,2,3,.....,N-1.
j N N-j N j k j k

Mit Hilfe der letzten Gleichungen kann jedes 1, dargestellt werden in der Form

z

1

_ N-1
T, = ¢, exp(ikx;) = ¢, + ch exp(ikx ;)
k=1

0 =

~
Il

M-1
C, + z (¢, exp(ikx ;) + ¢y, exp(i(N —k)x;)) + ¢y, exp(iMXx ;)

k=1

M-1
c, + Z:(ak cos(kx;)+b, sin(kx;)) + ¢\ exp(iMx;).
k=1

Wegen
exp(iMx;) =1,

folgt die Behauptung des Satzes.

Ein entsprechender Satz kann fiir den Fall N = 2M+1 formuliert und bewiesen werden. Dieses
wird dem Leser tiberlassen.

Wir kommen nun zur eigentlichen Aufgabe, niimlich die Berechnung der Koeffizienten
eines reellen trigonometrischen Interpolationspolynoms:

Aus dem Satz folgt, dass die Koeffizienten eines reellen trigonometrischen Interpolations-
polynoms fiir die N = 2" Punkte (x;,7;) gegeben sind durch

N-1
a :%Zrk cos(kx,)  fiir j=0,1.2,....,N/2
k=0

und

2E .
bjzﬁgrksm(kxj) fir j=12,....,N/2-1.

Fiir eine numerisch effiziente Ermittlung dieser Koeffizienten werden hier obige Gleichungen
erganzt zu

N-1
a; :EZrk cos(kxj) fir j=0,1,2,...., N-1
Nk:O
und

N-1
b, =%Zrk sin(kx;)  fir j=0,1,2,....,N-1.
k=0



Mit dem Ausdruck

fir j=0,1,2,....,N-1
ergibt sich die Gleichung
1 N-1
cj=— > 1, exp(-ikx,), j=0,1,2, ..., N-1.
N k=0

Die Koeffizienten c; werden mit der IFFT ermittelt und aus diesen die benétigten
Koeffizienten a; und b; entnommen.

Bemerkung

Die angegebene Methode zur Ermittlung der gesuchten Koeffizienten erfordert hier eine
Ergénzung von Gleichungen. Dieses kann vermieden werden (Siehe.: Approximation SS94
C. Geiger, K. Glashoff, Universitit Hamburg).

Beispiel
Gegeben sei die ,,Dachfunktion®

X firr 0<x<m/2
f(x) =< m—x fir n/2<x<3n/2
x—2n fur 3n/2<x<2%

Fiir N=8=23und N=16=2" werden die zugehdrigen reellen trigonometrischen
Interpolationspolynome Tn(x) mit den Interpolationspunkten

x;, f(x:)), x=2mnj/N, j=0,1,2,....,15,
j> TX; ]

gesucht.

Die entstehenden reellen trigonometrischen Interpolationspolynome sollen nun an den
(p=32bzw.p= 64) Punkten (yj;, Tn(yj), yi= 2nj/p, j=0,1,2, .... ,p, bestimmt
werden und ein Vergleich mit f(x) angestellt werden.

Die Fourierreihe von f hat bekanntlich die Gestalt

4 1 1 4 &
f(x) = —(sinx——sin3x+—sins5x—++) = — ) ——sin(2k +1
®) n( 3? 57 ) nkzz(‘;( ) (2k +1)? ( )

Das Programm aus dem Anhang liefert das folgende Ergebnis, wobei nur die grau unterlegten
Werte von Bedeutung sind:



N=16 N=8
Co 0 0
Ci -0.0000 - 0.64491 0-0.67041
C2 -0.0000 - 0.00001 0
C3 0 +0.07951 0+0.11501
C4 0  -0.00001 0
Cs 0 -0.03551 0-0.11501
Cé 0.0000 -0.00001 0
C7 0.0000 + 0.02551 0 +0.6704i
Cg -0.0000
0.0000 - 0.02551
0.0000 + 0.00001
0 +0.03551
0 +0.00001
0 - 0.07951
-0.0000 + 0.0000i
-0.0000 + 0.64491
-0.0000 + 0.0000i

Die zugehdrigen (nicht trivialen) Koeffizienten konnen aus der folgenden Tabelle
entnommen werden (man beachte den Faktor -2):

b, bs bs b;
f(x) 1.2732 -0.1415 0.0509 0.0260
N=8 1.3408 -0.2300
N=16 1.2897 -0.1590 0.0710 -0.0510

§ 9.5 Approximationsaufgaben mit trigonometrischen Polynomen

Einige Fragen bei den Approximationsaufgaben mit trigonometrischen Polynomen kdnnen
leicht mit dem sehr allgemeinen Projektionssatz beantwortet werden:




Projektionssatz
Es sei (X,(.,.)) ein unitdrer Raum iiber R, Vc X ein linearer Teilraum, be Xund bg V.
Dann gilt

1. Ist die Dimension von V endlich, dann gibt es eine beste Approximation v * fiir b in
V, d.h. ein Element v* € V mit der Eigenschaft

Ib-v*|| < ||bv| firalleve V.

2. Wenn es eine beste Approximation gibt, dann ist diese eindeutig bestimmt.
3. v*ist die beste Approximation aus V fiir b genau dann, wenn

(b-v*,v)=0 firalle ve V.

Beweis
Ist v* eine beste Approximation aus V fiir b, dann ist

[v¥-b|l < [[0-bff <|b.
Damit ist || v¥ || < 2|| b || und eine beste Approximation muss in der Kugel
K={v|veV, [[v[<2]b]}

liegen.
Da V endlich dimensional ist, ist K eine kompakte Menge und die stetige Funktion

gv) =1 v-b||
nimmt auf K ihr Minimum an.

Es soll nun der Punkt 3 bewiesen werden und damit auch der Punkt 2:
= Es sei v* eine beste Approximation. Angenommen, es gibe ein Ve V

mit (b-v¥,¥)=8%0.

~

Dannist v# 0 und fir g=v*+ § eV gilt
1517
(b-g,b-g) = (b-v¥-8—— b-v¥-5——)
Il Il
2
= (b-v*, b-v¥) - 2” VSHZ (b—v*,¥) + ”gﬁ(v,m
2
= (b-v*, b-v¥) - TG (b-v*:V) < [[b—v*|P

und folglich kann v* keine beste Approximation sein.

< Es sei (b-v*,v)=0 fiiralle ve V. Fiir beliebiges ve V gilt dann



|| b-v | = (b-v*+v*-v, b-v¥+v¥*-v)

= (b-v*,b-v*)+2(b-v*, v*v )+ (Vv*v,K v*v)

[D-v* [+ [ v-v* [ = [[ b-v* [,

folglich ist v* die beste Approximation und auch die einzige (!).

Ist nun V von endlicher Dimension und {vy, v, vs, ...., vy} eine Basis von V, dann kann die
beste Approximation
n
vk = Z:aivi
i=1

fiir ein be X und be V direkt berechnet werden:
Die dritte Bedingung aus dem Projektionssatz ist dquivalent zu

(b-Dav,,v) =0 fiiralle j=123,....n
i=1
und die Koeffizienten a; ergeben sich dann aus dem linearen Gleichungssystem
Ya(v,v) =(b,v), j=123,..,n
i=1

Das Gleichungssystem vereinfacht sich wesentlich, wenn die angegebene Basis von V ein
orthogonales System ist, d.h.

(vi,vj))=0  fiirallei,j miti=# j.

Ist die Basis {vy, v2, v3, ...., va} von V ein orthogonales System, dann ist
ba V oo .
a;= u fuir 1=1,2,3,.... ,n.
(Vi Vi)

Ist die Basis sogar orthonormiert, d.h. es gilt

1 fir 1=}
(vi,vy) = L
0 fir 1#]

dann kann die beste Approximation geschrieben werden in der Form
v = Z:(b,vi)vi .
i=1

Es sei (X,(.,.)) der Raum C,_ der 2m —periodischen, reellwertigen und quadratisch
integrierbaren Funktionen mit

(£8) = [ F(0g(x)dx
T 0



und V die Menge der trigonometrischen Summen mit der Basis (dim V = N=2M)

{1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, .... , cos(M-1)x, sin(M-1)x, cosMx}.

Diese Basis ist eine Orthogonalbasis (siehe z.B. Schwarz-Kockler, Numerische Mathematik,
2004)

Die beste Approximation
|f-v*|. < ||[f=vVv]|. firalleveV
a, N a
mit vi(x) = Su(Hx) = 70 + Z:(ak coskx +b, sinkx) + TMCOS(MX)
k=1

hat die ,,Fourier-Koeffizienten*

12rr
a, =—jf(x)dx,
n 0
127r
aj=;jf(x)cos(jx)dx, i=12, ..., M,
0

1F. :
b; =;If(x)sm(]x)dx, =12, ..., M-1.
0

Die Bestimmung der Fourier-Koeffizienten erfordert die Berechnung von Integralen.

Obwohl es vielleicht auf den ersten Blick erstaunlich ist, kann es 1.A. zweckméaBig sein, die
Fourier-Koeffizienten ndherungsweise mit der N-mal wiederholten Trapezregel zu berechnen:

Z f (—k)

= —Zf(—k)cos(—Jk) ji=1,2, ..., M,

Zf(—k) sm(— k), j=12,..,M-1.

Vorteile dieser Wahl sind:

1. Die Néherungen a,, Bj fiir die Fourier-Koeffizienten aj, b; konnen mit Hilfe der FFT
berechnet werden.
2. Mitden a;,b; wird die Interpolationsaufgabe

~ N

f(xj) = % + Z:(ak cos(kx ;) + b sin(kx;)) + —cos(Mx ),

k=1



X, =], i=0,1,2, ... N-1,

gelost.
3. Die Abschnitte

70 z cos(kxj)+5ksin(kxj)), I<m<M,
k=1

16sen eine analoge ,,Diskrete Approximationsaufgabe®.
4. Das beim Romberg-Verfahren genutzte giinstige ,,Fehlergesetz der Trapezregel.

Einige der genannten Vorteile sollen nun néher erldutert werden:

(Anwendung der FFT)
Werden die Naherungen @ ,b ; erganzt zu

. =—Zf(—k)cos(—1k) j=0,1,2,...,N-1,
Zf(—k)sm(— ik) , j=0,12,...,N-1,
und wird
a; +Bj .
Cj:= S 1=01,2,....,N-1

gesetzt, dann liefert die FFT die gesuchten Werte.

Beispiel zu 1
Gegeben sei die stiickweise konstante Funktion

f(x) = sign(sin(x))

Die Fourierreihe von f hat die Gestalt

1 1 1 4& 1
f(x —(sinx +—sin3x +—sin5x +—sin 7x + -+ = — sin((2k +1)x) .
x) = ( 3 s - -) n; a1 (( )X)

Es sollen die Naherungen Ej ,B ; fur die Fourier-Koeffizienten aj, bj, 0< j <32, mit

Hilfe der FFT berechnet werden.

Das Programm aus dem Anhang liefert die folgende Tabelle von Werten: In der
zweiten

Spalte stehen die nichttrivialen Koeffizienten by und in der ersten Spalte die

Néherungen EZM ,k=0,1,2, ... ,15. Alle sonstigen Koeffizienten sind gleich Null.



1.2722  1.2732
0.4213 0.4244
0.2495 0.2546
0.1747 0.1819
0.1321 0.1415
0.1043 0.1157
0.0843 0.0979
0.0690 0.0849
0.0566 0.0749
0.0464 0.0670
0.0375 0.0606
0.0296 0.0554
0.0224 0.0509
0.0157 0.0472
0.0093 0.0439
0.0031 0.0411

2. (Interpolationsaufgabe)
Dieser Punkt wurde in Abschnitt 4 ausfiihrlich behandelt.

3. (Analoge ,,Diskrete Approximationsaufgabe‘)
Der Projektionssatz und die anschlieBenden Bemerkungen zeigten, dass fiir ein f € X,
fg V, die beste Approximation fiir f in V mit Hilfe der Fourier-Koeffizienten von f
angegeben werden konnte. Die folgenden Uberlegungen zeigen, dass durch die Zahlen

a;,b; eine beste Approximation fiir f in einem zu X verwandten unitiren Raum

angegeben werden kann.
Es sei (Xg, (.,.)) der Raum der reellwertigen FunktionenC,_ (B) mit

B={ 2"k / k=012, .. .N-1}
N
und fiir f,ge C,_(B)

2% om o
(f.g) = N;f(Nk)g(N k).

Es sei Vp der lineare Raum der Funktionen (Vektoren) mit Basis
{ 1, cos(x), sin(x), cos(2x), sin(2x) .... , cos(mx), sin(mx) }, 1<m<M=N/2, xeB.

Die genannten Basisvektoren von Vp bilden ein Orthogonalsystem (beachten Sie dazu
das Lemma aus Abschnitt 2).

Der Projektionssatz und die anschlieBenden Bemerkungen zeigen, dass fiir ein f € Xp,
fe Vg, die beste Approximation v* fiir fin V' durch die Koeftizienten



a; = (f, cos(jx))
und
b, = ( £, sin(jx))

gegeben ist.
Es gilt also

~

2

v (x) = Bo 4 z (a, cos(kx) + Bk sin(kx)),
k=1

und xe B.

Beispiel zu 3
Wir betrachten erneut die stiickweise konstante Funktion

f(x) = sign(sin(x))

mit der Fourierreihe

fi(x) = i(sinxJrlsin3x+%sin5x+%sin7x+-~-) =

1<£m<M

iz ! sin((2k + 1)x) .
L 2k +1

Gesucht sind die besten Approximationen von fe C, (B), firm=7,15,31,in Vy'.

Die benotigten Koeffizienten b ; konnen aus der obigen Tabelle entnommen werden.

Die zugehdrigen Néherungen sind im folgenden Bild wiedergegeben:

m=7 (blau)
m=15 (griin)
m=231 (rot)

osf

048




Programm zum Abschnitt 3

clear all

j=0;

for n = [4,5,8];
J+L

N =2"n;

x = (2*p1/N)*(1:N)-2*pi/N;
f=x/pi;
f=f+(x>pi)*(-2);
f(N+1)=0;
x(N+1)=2*pi;
f(N/2+1)=0;
c(1)=0;
fork=2:N

Anhang

% Funktion

% Koeffizienten

c(k) = (i/p)*((1/(k-1))*(-1)"(k-1)-(1/(N-(k- 1)) *(- D (N-k+1));

end

z=sft(c);

tN = bitrevorder(z)

tN(N+1) = tN(1)

subplot(2,3,))

plot(x,tN),axis([0 2*pi -1 1])
subplot(2,3,j+3)
plot(x,f-tN),axis([0 2*pi -.1 .1])
end

Programm zum Abschnitt 4

clear all

N=16;

x = 0:(2%p1)/N:2*pi

f=x;

f=f-(x>pi/2).*(2*x-pi);
f=f-(x>3*p1/2).*(-2*x+3*pi);
t=f(1:N);

z = ifft(t)'

b = -2*imag([z(2) z(4) z(6) z(8)])

x = 0:(2%p1)/(4*N):2*pi;

f=x;

f = f-(x>pi/2).*(2*x-pi);

f = f-(x>3%pi/2).*(-2*x+3*pi);

% FFT
% Werte

% Zeichnungen

% Funktion

% IFFT
% Koeffizienten

TN = b(1)*sin(x)+b(2)*sin(3*x)+b(3)*sin(5*x)+b(4)*sin(7*x); % Druck

%plot(x,f)
plot(x, TN,'r")



Programme zum Abschnitt 5

clear all
m=64
x = (0:1/m:1-1/m)*2*pi
f = sign(sin(x)) % Funktion
f(1)=0
f (m/2+1)=0
t =(2/m)*f
z = sft(t)’ % FFT
¢ = bitrevorder(z) % Komplexen Resultate
for i=2:2:m/2
tk(i)= (4/p1)*(1/(1-1)) % Fourierkoeffizienten
end
b = -imag(c(2:2:m/2))' % Nichttrivialen Koeffizienten der Approximation
v =1k(2:2:m/2)
d=[b;v]'

clear all

m=64

x = (0:1/m:1-1/m)*2*pi
f =sign(sin(x))

f(1)=0

f(m/2+1) =0
t=(2/m)*f

c = fft(t)’

b = imag(c)
f(m+1)=0
x(m+1) =2%*pi
y(1:m+1)=0
fori=1:4
y =y +b(2*1)*sin((2*i-1)*x) %S0 sollte man es nicht machen
end %Machen Sie es sachgerechter
plot(x,y,'b")
hold on



