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1 PARABOLISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.
DIFFERENZENVERFAHREN

§ 11.1 Allgemeines
Wir betrachten die Differentialgleichung

U = Kuyy , k>0,
zunichst auf dem Gebiet Q = { (x,t) € R* }.
Eine (klassische) Losung u(x,t) dieser Differentialgleichung ist dann eine Funktion deren
Ableitungen ux(X,t) und uy(x,t) existieren, stetige Funktionen in (x,t) sind und die
Differentialgleichung erfiillen

Einige Losungen konnen schnell angegeben werden:

. u(x,t) =kt + (1/2)x*> +C
. v(x,t) = exp(- 7 *kt)(sin( 7 x) + cos( 7 x)), mit beliebigem reellen y
. w(x,t) = exp(kt £ x)

Es ist auffallend, dass in der Literatur drei Fille mit der partiellen Differentialgleichung

Ut = kuxx + f(X,t),
f : R*R— R besonders hiufig und mit unterschiedlicher Ausfiihrlichkeit behandelt werden.
Weiterhin zeigt ein Blick in die vielen Texte {iber partielle Differentialgleichungen, dass die
Frage nach der Existenz von klassischen Losungen fiir diese Fille eher selten oder nur
exemplarisch behandelt wird. Sehr verbreitet in der modernen Literatur ist hingegen eine

schwache Losungstheorie. Dabei werden diese Aufgaben als Evolutionsgleichungen oder
Differentialgleichungen in Hilbertraumen betrachtet Eine Ausnahme bildet [1].

Die erwdhnten Félle konnen aus der folgenden Tabelle entnommen werden:
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u = kuy + f(x,t), k>0

t t
X X X
Gebiet
B t'_oo<X<OO B t'OSX<OO B t.aSXSb
Qi =G0 0<t<w Q2_{(X’)'0£t<oo} Q3_{(X’)'Oét<oo}
1. Randwertaufgabe (Dirichlet)

_ u(x,0) = g(x)

u(x,0) = g(x) n(x0)= g(x) u@t) = h()

HO-0 = o ub.) = o)

2. Randwertaufgabe (Neumann)

u(x,0) = g(x)
u(0,t) = h(t)

u(x,0) = g(x)
ux(a,t) = hy(t)
ux(b,t) = hy(t)

3. Randwertaufgabe (Robin)

u(x,0) = g(x)
u(0,t) - pux(0,t) = h(t)

u(x,0) = g(x)
u(a,t) - pux(a,t) = hy(t)
u(b,t) + qux(b,t) = hy(t)

*) Die Anfangsbedingungen sollen fiir alle x gegeben sein. Die lateralen Bedingungen fiir

t>0.

*) Wir nehmen an, dass die Zahlen p,q positiv sind und der Einfachheit halber, dass die
Funktionen g,h; und f stetig sind.

Losungen (klassische) dieser Aufgaben sollen solche Funktionen u(x,t) sein, die im inneren der
Gebiete Q; beziiglich x zweimal stetig differenzierbar und beziiglich t einmal stetig
differenzierbar sind. Die Ubergiinge in den Réndern als auch zu den Réndern sollen stetig sein.
Treten in den Randbedingungen Ableitungen auf, dann sollen auch diese Ubergiinge stetig sein.
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Ein Blick in [1] zeigt, dass die Existenz von klassischen Losungen dann gegeben ist, wenn die
Randbedingungen oder die Inhomogenitét gewisse (Holder-) Bedingungen erfiillen die auch ins
innere der Gebiete fortsetzbar sein miissen.

Es soll jetzt etwas nédher auf die Dirichlet-Aufgaben eingegangen werden:

1. Die erste Randwertaufgabe

u = kuyx (ohne Quelle f, k>0) auf —-oo<x<o und 0<t<oo,

mit der Anfangsbedingung u(x,0) = g(x) und einer stetigen und beschriankten Funktion g,
hat fiir t > 0 die Losung

u(x,t) = I )g(Y)

4kt

Mit einer Quelle f(x,t) ergibt sich (Duhamel Prinzip) fiir t > 0 die Lésung

x-y)’
X yg(y)dy + J_ ——— [ ex ﬁ

u(x,t) = j xp(— )£(y,s)dyds .

In beiden Féllen ist auch (die geforderte Stetigkeitsbedingung)

lim  u(x,,t) = g(x).

(x0:0)>(x,0)
gegeben.
2. Gegeben sei die 1. Randwertaufgabe (k > 0)
u = kuy fuir 0<x<1lund t>0
mit den Anfangs-Randbedingungen
u(0,t) =u(l,t)=0 fir t>0, ux,0)=g(x) fir0<x <1 und g0)=g(1)=0.
Die folgenden Schritte (eine sogenannte Hilbertraummethode) zeigen, wie ,,Losungen* dieser
Aufgabe leicht ermittelt werden konnen. Die Methode ist nicht auf diese Aufgabe beschrankt

und fiihrt z.B. auch bei schwicheren Eigenschaften von g(.) zu ,,Losungen®.

Fiir eine (klassische) Losung wird zunéchst ein Ansatz der Form (Trennung der Variablen)
u(x,t) = @ (x)y(t).

gemacht.
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert fiir alle (x,t) die Gleichung

V') _ ')
ky(t)  o(x)

Damit muss fiir die Funktionen @ und y die Gleichung

v 9
ky () 9(x)

mit einer Konstanten A gelten.
Dieses fiihrt auf die Eigenwertaufgabe

0"(x)=Ao(x) mit ¢(0)=p(L)=0

und die Differentialgleichung
y'(t)+Aky(t)=0.

Die Eigenwertaufgabe hat die Eigenwerte und die Eigenfunktionen
A, = (m)> und @, (x) =sin(nnx), n=123,....

und ergibt insbesondere
v, (1) = exp(-A, kt).

Fiir die gesuchte Losung kann dann der Ansatz
u(xt) = 2 A0, (), (1)
n=l

gemacht werden.
Die Koeffizienten A, ergeben sich aus (der Fourierentwicklung)

w0 = YA L0, () = gx)

Bemerkung

Die Fourierentwicklung einer Funktion ist verbunden mit unitiren Rdumen und insbesondere
mit Hilbertraumen. Obige Methode fiihrt z.B. auch dann zu ,,L6sungen®, wenn g nicht stetig ist.
Es ist lediglich die quadratische Integrierbarkeit von g zu fordern. Die entstehenden Funktionen
werden hdufig als verallgemeinerte Losungen bezeichnet.

Bemerkung

Ist g z.B. stetig differenzierbar, dann liegt sogar eine gleichméBige Konvergenz der Reihe
u(x,t) fir alle zuldssigen (x,t) vor. Die entstehende Funktion u ist sogar aus C” ((0,1)*(0,0)).
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§ 11.2 Eigenschaften von Losungen von parabolischen Anfangsrandwertaufgaben.
Eindeutigkeitssitze

Drei Prinzipien oder Eigenschaften spielen bei der Behandlung von parabolischen Gleichungen
u; = kuy + f(x,t) eine wichtige Rolle

e Das Maximum-Prinzip
e Die Monotone Art
¢ Die Energieintegralmethode

Daraus ergeben sich in einfacher Weise Stabilititsungleichungen und Eindeutigkeitssitze

a. Das Maximum Prinzip

Satz 11.1
Es sei
Q={(x,HeR*: a<x<b, t>0}

und u eine stetige Funktion auf 6 und (klassische) Losung von u; = Kuyy .

Es sei
Qr={(xteR*:a<x<b, 0<t<T}

Es sei I'; der durch dicke schwarze Striche gekennzeichnete Bereich aus 6T oder der Bereich
in dem die Anfangsbedingung und die lateralen Bedingungen gegeben sind.

T

Dann ist fiir jedes T > 0,

max (u) = max(u).
Qr Ty

Ein dhnliches Resultat gilt fiir Minima. (D.h. u kann niemals grof3er oder kleiner als am Rand
I'; sein).

Beweis:
Es sei € > 0 eine beliebig kleine Konstante und

v, (x,t) =u(x,t) - et.

Sowohl u als auch v, sind stetige Funktionen auf aT und haben mithin wohldefinierte Maxima
auf GT und I7;.
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Es gilt
(ve)i— k(v ) =(u- gt)-kuy=-¢.

Hat die Funktion v, ein Maximum an der Stelle (xo,ty) mit a<xy<b und 0< ty< T, dann ist
(v )xx(X0,t0) < 0 und damit auch (v, )d(Xo,t0) = k(v,)xx(Xo0,t0) -€ < -€.

Wird das Maximum an einer Stelle mit t) < T angenommen, dann ergibt sich wegen
(v )(Xo,to) = 0 ein Widerspruch.

Liegt das Maximum auf der Linie t =T, dann ist (v, ):(Xo,to) = 0 und es ergibt sich ebenfalls

ein Widerspruch.
Damit kann das Maximum weder in Qr noch auch der Linie t = T auftreten. Es gilt also

max (Vg) = max (vg).
QT rT

Mit dem Grenziibergang ¢ —0 ist die Behauptung bewiesen.

b. Monotone Art

Es soll auch hier wieder nur der einfachste Fall angegeben werden. Weitgehende Verallge-
meinerungen, insbesondere auch fiir nichtlineare Probleme, und der Beweis konnen aus dem
Buch [2] entnommen werden.
Es sei

Qr ={(xt) eR*:a<x<b, 0<t<T}

Br = {(xt) eR’: t=0,a<x<b}

It = {(xt) eR*: x=a,x=b,0<t<T}

Q = BruTltu QT

Satz 11.2 (Strenge Monotonie)
Gegeben sei der Operator

Lu = u- kuy - f(x,t)

auf Q rund der Dirichlet-Randoperator

u(x,0),a<x<b
Ru=4 u(a,t),0<t<T
u(b,t),0<t<T.

Dann ist der Operator (Lu,Ru) von streng monotoner Art, d.h. fiir zwei Funktionen
uv e C(Q)NCHQr) folgt aus

Lv<Lu in Qr, Rv<Ru auf Bru T,

dass v<uin Q ist.
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Bemerkung
In der hier genannten Version gilt der Satz sogar mit dem Gleichheitszeichen.

c. Die Energieintegralmethode

Satz 11.3
Es sei
Q={(xteR*:a<x<b, t>0}

und w eine stetige Funktion auf 6 und (klassische) Losung von u; = kuyy .
AuBerdem sei w(a,t) =w(b,t) =0. Dann gilt

[Cwxnyax < [ (w(x.0)%dx

fiir alle t>0.

Beweis:
Multiplikation der Gleichung 0 = w;- kwy, mit w liefertin a<x<b, t> 0

0=(Wi- kwo)w = ((1/2)W) + (-kwyw)x + kw?.

Integration iiber das Intervall a < x < b liefert
b 2 b b 2
0= [/ 2)w(x. 1)), dx < -Towy(x.0) WxD10 +k [ (w, (x, 0)dx .

Wegen der Randbedingungen wird daraus

d ¢b ) b )

— [ (72)w(x,0)’dx < -k [ (w,(x,1))’dx <0 .

dt Ja a
Daraus folgt, dass das Integral auf der linken Seite fillt und deshalb

[Cowee0)dx < [ (wix0)dx .

Bemerkung:
Alle drei Sétze fithren natiirlich sofort zu Eindeutigkeitsaussagen.
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§ 11.3 Regularitit und asymptotisches Verhalten
a. Regularitit

Haben die Funktionen f (Quelle) und v (Anfangsrandbedingungen) noch héhere

Regularititseigenschaften, dann kann mit einer Ubertragung dieser Eigenschaften auf die
Losung gerechnet werden. Einzelheiten konnen wieder aus dem Buch von Friedmann [S. 75]
entnommen werden.

b. Asymptotisches Verhalten

Wir betrachten jetzt wieder die erste Randwertaufgabe (k > 0)
u = kuy, fir 0<x<Lund t>0
mit den Anfangsrandbedingungen

u(0,t) =u(1,t)=0 fiir t>0, ux,0)=gx) fir0O <x< 1 und g(0)=g(l)=0.

Ist g stetig differenzierbar, dann liefert der im Absatz 2 gemachte Ansatz die gleichmiBig
konvergente Reihe

u(x,t) = ZAH sin(nmx) exp(-n2 )
n=l
und damit u(x,t) - 0 firt — oo. Es gilt sogar

lu(x,t)| < konst.exp(-1?t).

§ 11.4 Einfache Differenzenverfahren

Es sollen nun Aussagen zur numerischen Approximation von Losungen von parabolischen
Differentialgleichungen mit Differenzenverfahren gemacht werden.

Als MaBstab fiir die Beurteilung der Differenzenverfahren werden wieder die Eigenschaften der
Losungen der urspriinglichen Differentialgleichungen oder der zugehdrigen Operatoren
herangezogen. Hier wird gefordert, dass die diskretisierten Aufgaben ein diskretes Maximum-
Prinzip erfiillen oder dass ein diskretes Analogon zur Energieintegralmethode giiltig ist. Die
Erhaltung der Monotonen Art wird sogar in einer noch verfeinerten Art behandelt.

Exemplarisch betrachten wir die Differentialgleichung
U= Uy + f(X,t)

auf Q = (0,1)*(0,T) mit den Anfangs-Randbedingungen

u(x,0) = g(x)
u(0,) = hy(t)
u(l,t) = hab).
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Wie bei Differenzenverfahren iiblich, werden die Ableitungen durch Differenzenquotienten
ersetzt.

In Analogie zum expliziten Euler Verfahren und zum impliziten Euler Verfahren ergeben sich
die folgenden Verfahren:

u(x,t+At) =u(x,t) + (AA‘[2 ) (u(x- A x,t)-2u(x,t)tu(x+ A x,t)) + Atf(x,t)
X
u(x,t+At) = u(x,t) + (AAt2 )(u(x-A X, t+ At)-2u(x,tH At)rux+ Ax,t+At) + At f(x,t+At)
X

Das zur Trapezregel analoge Verfahren ist

u(x,t+At) = u(x,t) + At f(x,t+0.5At) +

(172)(( Atz ) (u( X — AX ,t)-2u(x,t)+ru(x+ A x,t)) + (

At
A ) (u(x- A x,t+ A ) H2u(x,t+ A ) +u(x+ A x, t+ At)))
X

AX

und wird nach Crank-Nicholson benannt.

Auf einem Gitter x; =1Ax und t,=kAt, 1=0,1,2,.. Nund k=0,1,2,.. , M ergeben sich die
gesuchten Niherungen u an der Stelle (x;, t) aus den Gleichungen:

uiﬁl = (1- ZY)UT + V(uil + u?ﬂ) + Atfik 5

A+ 2p)uf™ —y(ul +ul) = uf + Atff

i+l

bzw. 2(y +Du —y(u! +ul) = 20— y)uf +y(uy, +ul,) + 2Atf(x,,t, + 0.5At).
At

Dabei ist y = .
T

Bei den beiden letzten Verfahren handelt es sich um implizite Verfahren und pro Zeitschritt ist
ein Gleichungssystem in tridiagonalgestalt zu 19sen.

Satz 11.4
Ist u eine auf Q in x viermal und in t zweimal stetig differenzierbare Losung der Anfangs-

randwertaufgabe, dann haben alle drei Verfahren den Konsistenzfehler O((Ax)> + At)).
Ist u sogar dreimal stetig differenzierbar beziiglich t, dann ist der Konsistenzfehler bei dem
Crank-Nicholson-Verfahren von der Ordnung O((Ax)* + (At)?).

§ 11.5 Diskrete Stabilititsungleichungen. Konvergenz

Die drei eingefiihrten Differenzenverfahren konnen in die Form
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k+1

-you' + 2yo+Hu! = FF

i —You,
mit

Ff =(1-o)yul, +(1-2(1- o)yl + (1 - o)y, +At*

zusammengefasst werden. Dabei ist o= 0 oder 1 oder 1/2 zu wihlen.

Mit homogenen Randbedingungen, fiihrt die erste Gleichung fiir jedes k zu einem Gleichungs-
system von Monotoner Art welches mithin eindeutig 16sbar ist. Die Gleichung zeigt aber auch,
dass fiir die Losung gilt

Max |uf™' | < Max|E*|.
1 1

Nach Voraussetzung ist 0 < o <1. Wird jetzt zusétzlich vorausgesetzt, dass

1-2(1-0)y)=0
ist, dann gilt sogar
Max |uf*'| < Max|F*| < Max|u’| + At Max | £*|.

Damit gilt die (diskrete) Stabilitidtsungleichung
k ~ .
Max Max | uf*' | < Max |ul(x)[+At) Max | £ .
1 1 J=O 1

Bemerkung
Die Forderung (1 —2(1 —o)y) >0 kann zu einer Einschrankung fiir das Verhéltnis von Zeit-

und Ortsschrittweite fithren und zwar:

Explizites Verfahren (c=0) At/(Ax)* <1/2
Implizites Verfahren (c=1) Keine Einschrankungen
Crank-Nicholson (c=1/2) At/(Ax)* <1

Mit den Voraussetzungen aus Satz 11.4 und der angegebenen Stabilitdtsungleichung kann der
folgende Satz schnell bewiesen werden:

Satz 11.5
Unter den Voraussetzungen von Satz 11.4 gelten fiir alle drei Verfahren

Max |u(x;, t,) - uf [ < C| (Ax)” + At

Fiir das Crank-Nicholson Verfahren (At/(Ax)> <1 ) gilt sogar

Mexlu(xiatk)_u? |<CJ(AX) + (At)*|.

Wir hatten gesehen, das die Losungen der Warmeleitungsgleichung mit homogenen
Randbedingungen eine Stabilitidtsungleichung (Energieintegralmethode) der Form
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[Cwxyax < [ (w(x.0)%dx

erfiillen.

AuBerdem soll noch einmal daran erinnert werden, dass in diesem Fall auch eine Losung
konstruiert wurde und zwar durch Trennung der Variablen und einer Hilbertraummethode.
Diese Ergebnisse und Methoden wiederholen sich bei einer Diskretisierung mit den bisherigen
Verfahren und fiihren zu folgenden Satz

Satz 11.6
In der diskreten L,-Norm gilt fiir das implizite Verfahren und das Crank-Nicholson Verfahren

k
(R

und zwar unabhingig von dem Schrittweitenverhiltnis. Die Ungleichung gilt auch fiir das
explizite Verfahren sofern

At/(Ax)* <1/2
ist.

Beweis:
Der Einfachheit halber betrachten wir nur das Crank-Nicholson Verfahren:

k+1 k k+1 k+1 k k k
u -y :(1/2)(ui+1 =2u;" +u, L 2u; +u;

At (Ax)? (Ax)?

k —
i+l

).

Wie beim kontinuierlichen Problem wird nun ein Separationsansatz gemacht:

uf =v,wh.
Einsetzen liefert
wh —wk _Via T2V 4V
(0.5At((W " + w") v,

Die rechte Seite fiihrt zu einer Eigenwertaufgabe. Sind A, deren Eigenwerte, dann ergibt sich

k+

W gt mit _1-(1/2)A0,

1+ (1/2)Ath,

D.h. jeder Eigenvektor (Komponenten x;) wird von Zeitschicht zu Zeitschicht verstirkt durch
den Faktor qx. Soll nun eine diskrete Version der Stabilitdtsungleichung gelten, dann muss g
dem Betrage nach kleiner oder gleich 1 sein. D.h. |qi| <1 fiir alle Eigenwerte A, .
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Wegen der Orthogonalitét der Eigenfunktionen folgt dann in der diskreten L,- Norm

IyIP=h 3y

die gewiinschte Ungleichung.

Gegeben sei nun die Warmeleitungsgleichung mit Dirichlet-Anfangsrandbedingungen. Dabei
seien die lateralen Randbedingungen homogen.

Es ist einleuchtend, dass bei dieser Aufgabe die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Temperatur
von Zeitschicht zu Zeitschicht nicht zunehmen wird. Es stellt sich die Frage, ob diese
Eigenschaft bei den angegebenen Verfahren erhalten bleibt. Leider ist die Antwort nein!

Wird aber z.B. beim expliziten Verfahren das fiir die Stabilitit geforderte Schrittweiten-
Verhiltnis halbiert, dann bleibt auch diese Eigenschaft erhalten. Der Beweis hierfiir ist als
aufwendig zu bezeichnen. Die Aufgabe 11.3 veranschaulicht numerisch das unterschiedliche
Verhalten.
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