KAPITEL 2

Die schone Welt der linearen Gleichungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den klassischen linearen PDGL’s
ut +b-Vu =0 (Transportgleichung)
Au=0 (Laplacegleichung)
up = Au (Warmeleitungsgleichung)
up = Au (Wellengleichung)

Allen vier Gleichungen gemein ist, dass explizite Losungsdarstellungen angeben werden
koénnen, die allerdings nicht immer den in einem Problem vorgegebenen Anfangs— und/oder
Randbedingungen geniigen. Wir wollen auch versuchen, die Unterschiede (oder Gemein-
samkeiten) zwischen den Gleichungen herauszuarbeiten.

1. Die Transportgleichung
Die wohl einfachste partielle Differentialgleichung ist gegeben durch
(2.1) u+b-Vu=0

in R” x (0,00), wobei b ein vorgegebener Vektor im R" ist, den wir in der Form b =
(b1,...,by) schreiben.

Wollen wir eine glatte Losung der Gleichung (2.1) bestimmen, so kénnen wir die einfache
Struktur der Gleichung verwenden und direkt eine Losung des zugehorigen Anfangswert-
problems

(2.2) {ut—i—b-Vu:O in R” x (0, 00)

u=g auf R™ x {t =0}
angeben: Man berechnet direkt, dass
(2.3) u(z,t) = g(x — tb)

fiir x € R™ und ¢t > 0 eine Losung ist.

Die Darstellung (2.3) liefert offensichtlich eine Losung in C!, falls g differenzierbar ist.
Auf der anderen Seite ist die Losung nach (2.3) sicher keine C'-Losung, wenn g keine
C'-Funktion ist.

Wir werden aber spéter sehen, dass wir auch in diesem Fall die Losung u(z, t) = g(x—tb) als
eine Losung der Transportgleichung (2.2) bezeichnen konnen, allerdings als eine sogenannte
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14 2. DIE SCHONE WELT DER LINEAREN GLEICHUNGEN

schwache Lésung. !
Beim zugehorigen inhomogenen Problem ist die Berechnung einer Losung dhnlich einfach
wie oben: wir betrachten das inhomogene Anfangswertproblem

(2.4) {ut—i—b-Vu:f in R™ x (0, 00)

u=g auf R" x {t =0}

Hier sei die rechte Seite f in der Transportgleichung eine vorgegebene Funktion. Wir setzen
nun die Funktion z(s) als

z(s) = u(x + sb,t +s)
und berechnen die Ableitung von z(s) nach s:
2(s) = Vu(x + sb,t +s) - b+ u(z + sb,t + s)
Ist nun u eine Losung des inhomogenen Problems, so folgt
2(s) = f(x + sb,t+s)
Weiterhin gilt

0

z(O)z(t):/oz'(s)ds:/f(ersb,tJrs /tf (s — t)b, s)ds
2 0

—t

und damit
u(z,t) — g(x —tb) = 2(0) — 2(—t) = /f(m + (s —1)b,s)ds
0

Also 16st die Funktion
t
u(z,t) = g(x — tb) —l—/fw—i— (s —t)b,s)ds
0

mit x € R", ¢ > 0 das vorgegebene inhomogene Anfangswertproblem.

Zur Losungsdarstellung des homogenen und inhomogenen Anfansgwertproblems bei der
Transportgleichung haben wir verwendet, dass wir die vorgegebene partielle Differential-
gleichung in eine gewthnliche Differentialgleichung transformieren kénnen. Das Verfahren,
das wir dabei verwendet haben, ist ein Spezialfall zur Methode der Charakteristiken, die wir
spéter genauer untersuchen werden.

lWir kommen auf den Begriff ,,schwache Losung* zuriick, wenn wir nichtlineare Erhaltungsgleichungen
in Abschnitt 3.2 betrachten.
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2. Die Laplacegleichung

Sei U C R" offen. Dann suchen wir bei der Laplacegleichung eine Funktion u : U — R,
u = u(z) der partiellen Differentialgleichung

(2.5) Au=0
Neben der Laplacegleichung ist die Poissongleichung:
(2.6) —Au=f

eine fundamentale partielle Differentialgleichung. In (2.6) ist die rechte Seite f eine vor-
gebene Funktion f: Q2 — R.

DEFINITION 2.1. Eine C%-Funktion u, die die Laplacegleichung (2.5) erfiillt, nennt man
harmonische Funktion.

2.1. Die Fundamentallésung. Wir wollen zunéchst eine explizite Losung der La-
placegleichung berechnen, die die Grundlage fiir weitere kompliziertere Losungsdarstel-
lungen sein wird. Dabei verwenden wir eine spezielle FEigenschaft des Laplace-Operators,
nédmlich die Invarianz gegeniiber Rotationen, d.h. wir versuchen radiale Losungen zu be-
stimmen,

wobei r = |z| = (22 + --- + x%)l/Q.
Man berechnet direkt

or 1 B
e e T
K2
und damit ) )
! ':UZ " xT; / ]_ €T
Ug; =V (T)77 Ugz; =V (T)Tig +v (T) (7" — r§>
fir i = 1,...,n. Daraus folgt

L)

und aus Awu = 0 erhalten wir die gewohnliche Differentialgleichung

Au="(r) + n-

-1
V" (r) + n . V' (r)=0
Fiir v' # 0 berechnen wir
T 1-n
1 N/ — ,Ui —
os() = U = 1

und somit v/(r) = a/r"~! mit einer Konstanten a. Diese Gleichung kénnen wir integrieren
und bekommen damit eine Darstellung fiir v(r) in der Form

—blogr+c¢ (n=2)

v(r) = T%H (n>3)

wobei b und ¢ Konstanten sind. Die so gefundene Losung bezeichnen wir als Fundamen-
tallosung
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DEFINITION 2.2. Die Funktion

- logla] (n=2)
(2.7) B(z) = ) .
n(n —2)a(n) =1 (n=3)

definiert fir x € R™, x # 0, ist die Fundamentalldsung der Laplacegleichung. Die Konstante
a(n) bezeichnet dabei das Volumen der Einheitskugel im R™.

Fiir die Fundamentallésung gelten die folgenden Abschétzungen

(2.8) |D®(x)| < |m|€17

C

2

[ D@ ()| < P (z#0)

mit einer Konstanten C' > 0.

Mit Hilfe der Fundamentallosung kann man auch eine explizite Losung der Poissonglei-
chung angeben:

SATZ 2.3. Sei f € C2(R™), d.h. zweimal stetig differenzierbar und mit kompakten Triger,
und ®(x) die Fundamentallosung der Laplacegleichung. Definiert man die Funktion u(z)
als das Faltungsintegral

(2.9) u(w) = [ @ - y) 7wy
Rn
so gilt
u € C*(R™)
und
—Au=f

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, dass u € C?(R") gilt:

u(z) = / B(r — y)f(y)dy = / B(y)f(z — y)dy
Rn R™
und daher

u(:v—i—he}i)—u@)_/q)(y) [f(x-i-hei—z)—f(m—y) dy,

R
wobei h # 0 und e; den i-te Einheitsvektor bezeichnet. Es gilt aber

flx+hei—y)—flea—y) Of
h Hafxi(l"—y)

fir h — 0 gleichméssig auf R™ und daher

8u(m):/¢(y)af(x—y)dy (i=1.....n).

Rn
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Analog folgt

2., 2
(2.10) 0 () :/@(y) ) (x—y)dy (i,5=1,...,n).

8SUZ' al‘j aﬂjz axj
Rn

und da die rechte Seite von (2.10) eine stetige Funktion in der Variablen x ist, folgt
u € C%(R").

Da @ eine Singularitit an der Stelle x = 0 besitzt, miissen wir fiir die folgenden Rechnungen
das Integral iiber R™ aufspalten: sei ¢ > 0 fest und B(0, ¢) die Kugel um = = 0 mit Radius
€. Dann schreiben wir

Au = / (y)Auf (x — y)dy + / B(y)Auf(x — y)dy
B(0,e) R™\B(0,e)
= I.+J.

Fiir I, haben wir die Abschéitzung

2(|1o Ly (n=
(2.11) AR T P L TR P R

B(0,¢)

was man durch Transformation auf sphérische Koordinaten und anschliefende Integration
entlang der radialen Richtung berechnet. Fiir den zweiten Term J. verwenden wir partielle
Integration und erhalten

L. = / B(y)Ay f(x — y)dy
R™\B(0,¢)
= - / Do(y) - Dy f(x —y)dy
R\ B(0,¢)
of
+ / ¢(y)5(w—y)ds(y)
0B(0,¢)
= K.+ L,

wobei v die innere Normale am Rand 0B(0, ¢) bezeichnet. Fiir den Ausdruck L. zeigt man
direkt die Abschitzung

212 L2 IPfle [ lewlase < { S 0=

0B(0,¢)
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Fiir den Term K. verwenden wir wieder partielle Integration'

K. = / AB(y) f(z —y)dy — / 5, W (@ = y)dS(y)

R\ B(0,¢) 0B(0,e)

= — gf(y)f(:v —y)dS(y),

OB(0,e)
da die Fundamentallgsung ®(y) ausserhalb des Ursprungs harmonisch ist. Es gilt

Da(y) = —msth W#0)

L _iz_g (y € 8B(0,¢))

und damit 96
-~ . DO(y) = ——
o " ) na(n)en—1
Da der Ausdruck na(n)e" ! gerade die Oberfliche der Sphire 0B(0, ) ist (siehe Ubungs-
blatt 2), erhalten wir

(y € 0B(0,¢))

K. — f(z — y)dS(y)
8B{a
- —f F)dS(y) — —f(z) fir e —0
OB(z,e)

wobei fdas Integralmittel bezeichnet, d.h.

1
L. s [
B(z,r)
1
dsS - - S
]éB(m)f(y) ) ”a(n)rnlaB(/)f v

Im Grenzwert ¢ — 0 erhalten wir also durch Kombination der obigen Resultate das
gewiinschte Ergebnis —Au = f. d

BEMERKUNG 2.4. Fiir die Fundamentallosung schreibt man auch
—AD = 50 m ]Rn,

wobei dy die Dirac’sche Deltafunktion auf R™ im Punkt x = 0 darstellt. Damit lisst sich
formal das Ergebnis des obigen Satzes berechnen:

—Au(z) = —D;®(z —y) f(y)dy
/

_ / 5. f(W)dy = f(z) (z € R")
J
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Weiterhin gilt die Aussage des Satzes auch bei weniger strikten Bedingungen an die rechte

Seite f.
2.2. Mittelwertformeln. Sei U C R™ eine offene Menge.
SATZ 2.5. Ist u € C?(U) harmonisch, dann gilt

(2.13) u(z) :][ udS :][ udy
OB(z,r) B(z,r)

fiir jede Kugel B(xz,r) C U.
BEwEIS. Wir definieren die Funktion ¢(r) durch

b(r) = ]l w(y)dS(y) = ][ (@ + 12)dS(2)
OB(z,r) 0B(0,1)
Dann gilt
&(r) = ][ Du(z +r2)dS(2)
9B(0,1)
und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir

/ . u y—z
o) = f Duw- T asw)

ou
= —dSs
]éB(x,r) ov <y)
r

= 2 Ay
" JB(a,r)

Damit ist ¢ konstant und es gilt

¢(r) = lim ¢(t) = lim . u(y)dS(y) = u(z)

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schliellich

r

/udy :/ / udsS | ds

B(z,r) 0 0B(z,s)

= u(m)/na(n)sn_lds = a(n)r"u(z)
0

Es gilt auch folgende Umkehrung;:
SATZ 2.6. Fiir die Funktion u € C?(U) gelte

u(z) = ][ udS
OB(z,r)

fiir jede Kugel B(xz,r) C U, dann ist u harmonisch.
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BEWEIS. Ist Au # 0, so existiert eine Kugel B(z,r) C U, sodass Au > 0 innerhalb
von B(xz,r) gilt. Wir wissen aber, dass

0= =" Auldy>0
n JB(z,r)
was zu einem Widerspruch fithrt. Also ist v harmonisch. O

2.3. Eigenschaften harmonischer Funktionen. Wir fassen im Folgenden einige
wichtige Eigenschaften harmonischer Funktionen zusammen, die alle aus den Mittelwert-
formeln abgeleitet werden. Dabei sei U C R"™ offen und beschrankt.

Zunichst gilt bei harmonischen Funktionen das starke Maximumprinzip:

SATZ 2.7. Seiu € C*(U)UC(U) harmonisch in U. Dann gilt:
1)

rfea%(u(x) = max u(z)

2) Ist U zusammenhdngend und existiert ein Punkt xo € U mit

u(zo) = max u(x)
zeU

so folgt, dass u auf U konstant ist.

Die erste Aussage des Satzes bezeichnet das Maximumprinzip, die zweite das starke Maxi-
mumsprinzip der Laplacegleichung. Analoge Aussagen gelten natiirlich fiir das Minimum
von u.

BeEwEIS. Wir bemerken zunéchst, dass die Aussage 1) eine direkte Konsequenz aus
dem starken Maximumprinzip ist und es geniigt also dieses zu beweisen.
Wir wollen dazu zeigen, dass die Menge

Vi={zeU : uz)=M}

(beziiglich der Teilraumtopologie) in U sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Die Menge
V ist sicher nicht leer, denn es existiert ein Punkt zo € U mit u(zg) = M := max, u(x).
Dann gilt fiir 0 < r < dist(xg, OU) nach den Mittelwertformeln

M:u($0):][ udy < M
B(:lto,’l‘)

und Gleichheit gilt nur, falls u = M auf ganz B(zg,r) gilt. Daraus folgt aber bereits, dass
V in U offen ist.

Da aber u eine stetige Funktion ist, ist die Menge auch abgeschlossen in U und daraus
ergibt sich direkt die Gleichheit V' = U, d.h. die Funktion u ist auf U konstant. U

Eine direkte Konsequenz des Maximumsprinzips ist die Eindeutigkeit von Losungen der
Poissongleichung:
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SATz 2.8. Sei g € C(OU), f € C(U). Dann existiert hichstens eine Losung u € C*(U) N

C(U) des Randwertproblems

(2.14) {—Au = f inU

u = g aufoU

BEWEIS. Seien u; und ug zwei Losungen von (2.14). Dann folgt die Aussage des Satzes
aus der Anwendung des Maximumsprinzips fiir die Funktionen w = +(u; — u2). O

Wir zeigen nun, dass jede harmonische Funktion gleichzeitig unendlich oft differenzierbar
ist, obwohl in der Laplacegleichung nur Ableitungen zweiter Ordnungen auftauchen:

SATZ 2.9. Erfillt die Funktion v € C(U) die Mittelwerteigenschaft (2.13) fiir jede Kugel
B(z,r) C U, dann gilt bereits u € C*(U).

Fiir den Beweis den Beweis des Satzes bendtigen wir das Konzept von Glattungsfunktionen,
d.h. nichtnegativen Funktionen n aus C5°(B(0, 1)): wir definieren die Funktion n € C*°(R")
durch

n(z) = Cexp <7|x|21_1) lz| <1
0 lx] > 1

wobei die Konstante so gewéhlt ist, dass ||n]|;1 = 1. Weiterhin setzen wir fiir alle € > 0

. 1 x
= o (2)

Ist nun die Funktion f : U — R lokal integrierbar, dann bezeichnet die Glattung von f das
Faltungsintegral

[e=nxf

definiert auf U, := {z € U : dist(z,0U) > e}, d.h.

fo(x) = / ne( — ) Fy)dy = / ne(x — ) F(y)dy

U B(0,e)

fiir € U.. Die Gléattung von f hat dann folgende Eigenschaften

1) fe e C>®(U,),

2) f¢— ffi fire— 0,

3) Ist f € C(U), dann gilt f¢ — f gleichméssig auf kompakten Teilmengen von U,
4) Ist 1 <p<oound f e LP (U), dann gilt f¢ — fin LY (U).

loc loc
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BEWwEIS. (des Satzes 2.9)
Wir zeigen, dass fiir alle € > 0 gilt: « ist auf U identisch mit u. € C*°.

@) = [ o — uln)dy

U

= ein / n(@)uw)dy

B(z,e)

= uz) / nedy = u(z)
B(0,e)

O

Mit Hilfe der Mittelwertformeln lassen sich die folgenden Abschéitzungen fiir die partiellen
Ableitungen von harmonischen Funktionen angeben:

SATZ 2.10. Die Funktion u sei harmonisch in U. Dann gilt

a Ch
(2.15) |D%u(@o)| < g lull 21 (Bao.m)
fiir jede Kugel B(x,r) C U und jeden Multiindex o mit |o| = k. Die Konstanten Cy sind
dabei gegeben durch

1 (2n+1nk)k

(2.16) Co=——, Cp= (k=1,...)

a(n)
BEWEIS. siehe Anhang O
Der Satz von Liouville besagt:

SATZ 2.11. Die Funktion u : R®™ — R sei harmonisch und beschrinkt. Dann folgt bereits,
dass u auf ganz R™ konstant ist.

BEWEIS. Sei xg € R", r > 0. Dann gilt auf B(zg,r)

C
Du(xo)l < 5 llull s (e
Cra(n
< Ay 0 (> 0)

Also folgt Du = 0 und damit ist u konstant. 0



2. DIE LAPLACEGLEICHUNG 23

SATZ 2.12. Sei f € C?(R™), n > 3. Dann hat jede beschrinkte Lésung der Poissonglei-
chung —Au = f in R™ die Form

u(w) = [ @c —y) sy + €
R
mit einer Konstanten C.
BEWEIS Da im Fall n > 3 die Beziehung ®(x) — 0 fiir |z| — oo gilt, ist a(x) =
f]R" x — y)f(y)dy eine beschrinkte Losung der Poissongleichung. Ist u eine weitere

Losung, so ist w = u — @ nach dem Satz von Liouville eine konstante Funktion. O

BEMERKUNG 2.13. Fir n = 2 ist die Fundamentallosung fir |x| — oo unbeschrinkt und
damit gegebenfalls auch das Integral [5, ®(x —y)f(y)dy.

SATZ 2.14. Sei u harmonisch in U. Dann ist u analytisch in U.
BEWEIS. siche Anhang O

Wir bezeichnen mit V' cC U die Eigenschaft V C V C U, wobei V kompakt ist. Dann
lautet die Harnacksche Ungleichung:

SaTz 2.15. Fir jede zusammenhdngende offene Menge V. CC U existiert eine positive
Konstante C, sodass

supu < Cinfu

1% \%

fiir alle nichtnegativen harmonischen Funktionen u in U.

Damit gilt

u(z) <sup < Cinfu < Culy) (z,y€V)
\%
und die Abschétzung

Suly) < ule) < Culy)

fiir alle z,y € V. Dies besagt, dass die Funktionswerte einer nichtnegativen harmonischen
Funktion nicht zu weit auseinanderliegen.

BEWEIS. (des Satzes 2.15)
Sei r := 1dist(V,dU) und wihle zwei Punkte z,y € V mit |z — y| < r. Dann gilt

1
u(z) = ][ udz>/ udz
B(z2r ( )Qnrn B(y,r)

= ][ . udz = —u(y)

Daraus folgt die Beziehung 2"u(y) > u(x) > 2%u(y), falls z,y € V, |z — y| < r.

Da V zusammenhiingend ist und gleichzeitig V' kompakt, existiert eine endliche Uber-
deckung von V durch eine Kette von Kugeln {B;}}¥; mit Radius r» und B; N B;—1 # 0,
1=2,...,N. Dann gilt



24 2. DIE SCHONE WELT DER LINEAREN GLEICHUNGEN

fir alle z,y € V. O

2.4. Die Greensche Funktion. Bis jetzt haben wir nur Losungsdarstellungen auf
ganz R™ angeben, ohne Beriicksichtigung von Randbedingungen. Im Folgenden suchen
wir eine Losungsdarstellung fiir das folgende Dirichlet—Problem der Poissongleichung: sei
U C R" offen, beschriankt und mit glattem Rand OU € C!. Dann betrachten wir das
Randwertproblem

—Au=f inU
(217) { u=g aufdU

BEMERKUNG 2.16. Neben dem oben angegebenen Dirichlet—Problem betrachtet man fiir
die Laplace— oder Poissongleichung auch folgendes Neumann—Problem

—Au=f inU
g—z =g aufoU
wobei n die dufflere Normale an OU bezeichnet.

Fiir die Losung von (2.17) suchen wir eine Integraldarstellung in der Form

(218) u) =~ [ o) 5w n)as + [ w6y @ ev)
ou U

Die in Formel (2.18) verwendete Funktion G(z,y) ist die sogenannte Greensche Funktion,

die wir im Folgenden (zusammen mit der Darstellung (2.18)) herleiten wollen: sei zunéchst

u € C%(U) eine beliebige Funktion. Fiir x € U fest sei ¢ > 0 so gewihlt, dass B(z,¢) C U,

setze V; := U \ B(z,¢). Wir wenden nun die dritte Greensche Formel auf die Funktionen

u(y) und die Fundamentallgsung ®(y — x) an:

219) [ uae(y - - ol -0 8uwdy = [ uls) 5 (-2~ By —) 5 ()d50)

Ve Ve
wobel v wieder den dufleren Einheitsnormalenvektor an den Rand OV, bezeichnet. Das
Integral auf der rechten Seiten lésst sich schreiben als

oD 0> Ou
2.2 7—q>7 7—c1>7 S et
(2.20) s ds = / ds + / ug — @ dS
oVe OB(z,€)

Fiir die Randintegrale iiber 0B(z, ) gelten analog zum Beweis von Satz 2.3 die Beziehun-
gen

ou
®(y — )= (y)dS < Ccent ®(z)| = o(1
) / g i) < O gy 000 = ot

[ wwgw-nasw| = f  wwasw - e

OB(z,e)
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fiir ¢ — 0. Weiterhin ist ®(y — z) fiir x # y harmonisch. Also folgt aus (2.21) im Grenzfall
€ — 0 die Beziehung

e2) )= [0y - )5 ) -~ uw) 5 - )asw) — [ oy - 2)Buts)dy

ou U

die fiir jeden Punkt 2 € U und jede beliebige Funktion u € C?(U) giiltig ist. Wir konnen
also jeden Funktionswert u(x) bestimmen, sofern wir die Werte von Au in U, sowie u
und Ju/Jv entlang des Randes OU kennen. Wenden wir die Darstellung auf das Dirichlet—
Problem der Poissongleichung an, so sehen wir, dass uns gerade die Randwerte Ou/0v
fehlen, um (2.21) anzuwenden. Fiir das Neumann—Problem fehlen uns dementsprechend
gerade die Randdaten u.

Unser Ziel wird es jetzt sein, die Formel (2.21) so zu modifizieren, dass wir den uns
unbekannten Term eliminieren kénnen: sei dazu ®* = ®*(y) eine sogenannte Korrektur-
funktion, die das Randwertproblem

{Aqﬂ =0 in U

(2.22) o = P(y—=x) auf OU

16st. Wir berechnen wieder mit Hilfe der Greenschen Formel

e - [rusua = [un)F 6 -0 5w

U ou

= [ %) - oty -0 sty
oU

Definieren wir nun
DEFINITION 2.17. Die Greensche Funktion fir das Gebiet U ist
Gz, y) =y —z) - 2(y) (r,yel,z#y)

so lédsst sich (2.21) mit Hilfe der Greenschen Funktion folgendermafen umschreiben:

(2.24) u(r) = —/u(y)gf(%y)db”(y) —/G(w,y)M(y)dy (xel)
oU U
wobel
o (w9) = DyGilay) 1)

die Richtungsableitung von G beziiglich y in Richtung der &uleren Normalen v ist. Wir
bemerken, dass insbesondere die Normalenableitung du/dv von u nicht in der Darstellung
(2.24) auftaucht, also gerade der Term, den wir in der Losungsdarstellung (2.21) aus dem
Dirchlet—Problem der Poissongleichung nicht kennen. In der Tat haben wir die Korrektur-
funktion ®* gerade deswegen eingefiihrt, um diesen Term zu eliminieren.

Insgesamt erhalten wir also folgenden Satz zur Losungen des Randwertproblems (2.17):
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SATZ 2.18. Seiu € C?(U) eine Lisung des Randwertproblems (2.17). Dann lést sich u in
der Form

8G
(2.25) U(:v)z—/g(y)a (z,y)dS(y /f G(z,y)dy (z€U)
oU
darstellen.

Die Formel (2.25) liefert uns also fiir jedes Dirchlet—Problem eine Losungsdarstellung. Um
die Losung zu berechnen, benétigen wir allerdings die Greensche Funktion, d.h. wir miissen
die Losung des zugehorigen Randwertproblems (2.22) kennen. Dies ist umso komplizier-
ter, je komplizierter die zugrundeliegende Menge U ist. Im Folgenden geben wir einige
Spezialfiille zur Konstruktion der Greenschen Funktion auf beschrinkten Gebieten U an.

BEMERKUNG 2.19. Wir kénnen die Greensche Funktion als Funktion der Variablen y
symbolisch auch als Lisung des Randwertproblems
-AG = 6§, mU
G 0 aufdU

x € U fest, schreiben. Dabei bezeichnet §, wiederum die Diracsche Deltafunktion am Punkt
zeU.

Bevor wir die Greensche Funktion fiir einige speziellen Gebiete U angeben, fassen wir kurz
die wesentlichen Eigenschaften der Greenschen Funktion zusammen:

1) die Greensche Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkt y = 2 harmonisch in y,

2) G(z,y) erfiillt homogene Randbedingungen, d.h. G(x,y) = 0 fiir alle y € OU und
xeU,

3) die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmt,
4) G(z,y) ist symmetrisch, d.h. G(z,y) = G(y, ),
Wir wollen nun fiir zwei Spezialfille die Greensche Funktion angeben:
1) fir den Halbraum R} = {z = (z1,...,2,) € R" |z, > 0}
2) fiir die Einheitskugel B(0, 1).

In beiden Féllen machen wir Gebrauch von einem Reflektionsprinzip, um die Singularitét
der Fundamentallosung ®(y — z) im Punkt y = € U auf einen Punkt auBerhalb von
U zu verschieben und damit eine Losung ®* des Randwertproblems (2.22) angeben zu
koénnen. Da der Halbraum keine beschriankte Teilmenge des R"™ ist, miisen wir allerdings
die Ergebnisse von oben, die ja nur fiir beschrinkte Mengen U abgeleitet wurden, explizit
nachpriifen.
Fiir den Halbraum

R} ={z = (z1,...,2,) € R" |z, > 0}
betrachten wir zunéchst die Reflektion an der Ebene OR?} :

DEFINITION 2.20. Flir einen Punkt x = (x1,...,x,) € R} definieren wir die Reflektion an
der Ebene OR"} mittels
T=(x1,...,Tpn_1,—Tn)
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Betrachtet man nun die Funktion
O (y) =P(y —T) = P(y1 — 1, Yn-1 — Tn—1,Yn + Tn) (2,y € RY)
so gilt offensichtlich fiir y € OR"}
*%(y) = ¢y — =)

da die Fundamentallésung nur von |y — z| abhéngig ist. Also 16st ®*(y) das Randwertpro-
blem (2.22) und wir erhalten

DEFINITION 2.21. Die Greensche Funktion fiir den Halbraum R} ist gegeben durch

Man berechnet

oG oo 0P
({Tyn(m’y) = Tyn(y —x) - Tyn(y —T)

-1 |:yn_xn - yn"i_wn
na(n) Ly —az* |y —af

und damit gilt fiir y € OR"

oG oG -2z, 1
5(‘7‘1’3/) - _aiyn(xay) -

na(n) [z -yl

Wir erwarten also, dass die Lésung des Randwertproblems
Au=0 inR%}

(2.26) { u=g auf ORY}

von der Form

2z, 9(y)
(2.27) W)= pats | B
oR™

ist. Die Funktion
2z, 1
~ na(n) [z -yl

K(x,y) : (x e R}, y € ORY)

nennt man auch den Poissonkern von R’} und die Gleichung auch die Poissonsche Formel.

SATZ 2.22. Sei g € C(R" 1N L®)R"! und u gegeben durch (2.27). Dann gilt
1) we Cx(RY) N L(RY),
2) Au=0 inR",
3) u(x) — g(xo) fir x — xo,x € R, und jeden Punkt xq € OR'!.

BEWEIS. Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung x — K(z,y) fir z € R,y €
OR" harmonisch ist: halten wir den Punkt x fest, so ist die Greensche Funktion G(z,y)

harmonisch bis auf y = z. Da aber G(z,y) symmetrisch ist, ist auch *+ — G(x,y) fiir

2 # y harmonisch. Daraus folgt aber, dass © — —gTCi(J:, y) = K(z,y) fir z € R,y € ORY}
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harmonisch ist.
Man priift leicht nach, dass fiir alle x € R} die Beziehung

(2.28) / K(z,y)dy =1
oR™?

gilt. Nun ist g beschrénkt, also folgt aus der Darstellung (2.27), dass u ebenfalls beschriankt
ist. Weiter gilt, dass + — K(x,y) fiir x # y unendlich oft differenzierbar ist und damit
u € C*°(R") mit

Au = / ALK (z,9)g(y)dy

OR

Damit sind die beiden Teile 1) und 2) des Satzes bewiesen.
Zu Teil 3): sei 2V € OR", € > 0. Wihle § > 0 so, dass gilt

(2.29) l9(y) — g(2°)| < e falls |y — 2% < 6, y € OR"}

Dies ist moglich, da angenommen wurde, dass g eine stetige Funktion ist. Es gilt

fu(z) — g(a)] = / K(2,y)(g(y) — 9(=%))dy
3]Ri

wobei wir die Beziehung (2.28) ausgenutzt haben.
Damit folgt fiir |z — 2% < §/2, z € R
(2.30) uw -9l < [ Kwlal) - ga)ldy

OR™ NB(x0,5)

4 / K(z,9)l9(y) — 9(a%)|dy
IR\ B(20,0)
= I+J

Aus (2.28), (2.29) folgt

I<¢e / K(z,y)dy =¢
OR™

und demnach mit |z — 2°| < 6/2 und |y — 2°| > 6

5 1
\y—molS\y—l‘|+lx—f€0|§Iy—$|+§§\y—z\+§|y—w°|
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Damit folgt die Abschitzung |y — 2| > 3|y — 2°| und daher

J < 2flgllze / K(z,y)dy
OR™\ B(20,5)
on+2 oo
gl oo 2n ’Z/ _ x)‘fndy
na(n)
OR™\ B(20,5)
— 0 x,—0"
Zusammen mit (2.30) folgt damit |u(x) — g(2°)| < 2¢ fiir |x — 2°| hinreichend klein. [0

Wir kommen nun zum unserem zweiten Beispiel, ndmlich der Greenschen Funktion fiir die
Einheitskugel B(0,1): hier verwenden wir folgendes Spiegelungsprinzip

DEFINITION 2.23. Fiir x € R™\ {0}, bezeichnet der Punkt
.z
SER

den dualen Punkt von x beziglich 0B(0,1).

Damit ist die Losung des Korrekturproblems

AP = 0 in BY0,1) :={x e R"*| |z <1}
o = P(y—=x) aufodB(0,1)

gegeben durch
% (y) = ®(|z|(y — 7))
und wir erhalten folgende Definition

DEFINITION 2.24. Die Greensche Funktion fiir die Finheitskugel ist gegeben durch

Wir wollen diese Form der Greenschen Funktion fiir den Fall n > 3 herleiten: die Abbildung
y — ®(y — &) offensichtlich harmonisch fiir y # . Also ist auch y — |z|>7"®(y — Z) fiir
y # & harmonisch und ebenso

®*(y) := ®(|lzl(y — 1)) (y € B(0,1))
Gleichzeitig gilt fiir y € 9B(0,1) und x # 0 die Beziehung

obly — 3 = o (12 - 27+ )
= fof’ —2y-z+ 1=z -y
Also folgt (|z||ly — Z))~ ("2 = |z — y|~=2 und demnach
**(y) = @(y — =) (y<IB(0,1))

Wir kénnen also die Losung u des Randwertproblems

Au=0 in B°0,1)
(2.31) { u=yg¢ aufdB(0,1)
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in der Form

oG
(232 uw) == [ 90 @)dsw
8B(0,1)
darstellen.
Nun gilt
0G 0P 0P .
871( ) =5 -2 -5 Z(Ix\(y — 1))
sowie
6q>( )= 1 x—y
dyi Y na(n) [z — y["
und

0P N -1 yilz]? — 1 yilz)? —
2 ety —apy = -l — Ll
Yi

na(n) (Jzlly — 2" naln) |z —y)»

fiir y € 9B(0,1). Dementsprechend
oG " 9G

_1 1 n )
= na(n)x_y’n;yz((yl_l'z) —yZ’x‘ +xz)

-1 1—|z?
no(n) |z — y|"

Damit lasst sich die Losungsdarstellung (2.32) auch in der Form

"
u(z) = - |z / 9(y) dS(y)

na(n)

schreiben.
Analoge Darstellungen gelten auch fiir das Problem

Au=0 in B°0,r)
(2.33) { u=g auf dB(0,r)

mit 7 > 0. Dieses Problem wird mit Hilfe durch Transformation u(x) = u(rz) auf das
Ausgangsproblem (2.31) zuriickgefithrt. Damit ergibt sich die Poissonsche Formel

(2:34) u(w) = =1 / 9v)

na(n)r |z —y|"
OB(0,r)

mit dem Poissonkern K (z,y) fiir die Kugel B(0,r)
r? — |z|? 1

na(n)r |z -yl

K(z,y):= (z € B°(0,r),y € 9B(0,r))
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Die Darstellung (2.34) gilt fiir den Fall, dass das Problem (2.33) tatséchlich eine glatte
Losung besitzt. Dies wird im folgenden Satz ausgedriickt, der analog zu Satz 2.22 bewiesen
werden kann.

SATZ 2.25. Sei g € C(0B(0,7)) und u gegeben durch (2.34). Dann gilt
1) u € C*(B%0,r)),
2) Au =0 in B°(0,r),
3) u(z) — g(xo) fiir x — xo,x € B°(0,r) und jeden Punkt xo € 0B(0,r).

3. Die Wirmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt suchen wir explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

(2.35) ur — ANzu =20
sowie der inhomogenen Gleichung
(2.36) up — Agu = f

Hier ist die Zeit t > 0, die Ortsvariablen x € U, U C R” offen, und die rechte Seite
f:U x[0,00) — R in (2.36) eine vorgegebene Funktion.

3.1. Die Fundamentallésung. Wir mochten zuerst, analog zum Vorgehen bei der
Laplacegleichung, eine sogenannte Fundamentallosung der Gleichung berechnen, aus der
wir dann weitere Losungsdarstellungen ableiten kénnen. Bei der Laplacegleichung hatten
wir die Rotationsinvarianz des Laplace—Operators ausgenutzt. Fiir die Wéarmeleitungsglei-
chung ist die Situation etwas komplizierter, da in der Gleichung die erste Ableitung nach
der Zeit, aber die zweiten Ableitungen nach den n Ortsvariablen auftauchen.

Wir suchen daher nach Losungen, die folgende spezielle Struktur aufweisen

(2.37) u(x,t) = tiav (t%) (x e R™",t > 0)
mit zwei Konstanten «, 3, die man aus der Skalierung

u(z,t) — Au(Nx, \t)
mit A > 0 erhalt.

BEMERKUNG 2.26. Ist u eine Losung von (2.85), so ist u(Ax, \’t), X € R, offensichtlich
auch eine Lésung. Dies legt natiirlich auch nahe eine Lésung in der speziellen Form

s o (2)

Setzen wir A = t~! so erwarten wir fiir die Funktion v(y) := u(y, 1), y := t ?z durch Ein-
setzen von (2.37) in die Gleichung (2.35) durch geschickte Wahl von «, (3 eine gewshnliche
Differentialgleichung fiir v(y). In der Tat ergibt sich zunéchst die Gleichung

(2.38) at= @ y(y) + gty Du(y) + =@ 2D Ap = 0

zu suchen (siehe Ubungsblatt 4)
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Setzen wir also 3 = 1/2 so reduziert sich (2.38) zur gewohnlichen Differentialgleichung
1
av+§y-Dv+Av:O

Nehmen wir nun an, dass v nur von der Radialkomponente abhingig ist, v(y) = w(r),
r = |y|, so ergibt sich die Gleichung

-1
i w =0

1 / "
ow+ —rw +w' +
2 r

Wir haben nun noch die Freiheit die Konstante v zu setzen: mit o = n/2 reduziert sich
die Gleichung weiter zu

(2.39) (w*ww+%w%w:o

Losen wir nun (2.39) unter Hinzunahme der Grenzbedingungen

lim w(r) = lim w'(r) =0
rT—00 r—00

so ergibt sich die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

!/
W = ——rw
2

mit der allgemeinen Losung

2
1

(2.40) w(r) = be”

Uber (2.37), (2.40) sowie die Wahl der Konstanten «, 3 haben wir also eine Losung der

. . . _l=P .
Wiérmeleitungsgleichung in der Form u(zx,t) = tn%e 4t bestimmt.

DEFINITION 2.27. Die Funktion

2

1 L= "
O(z,8) =4 @mpre T (@ERYLE>0)
0 (z € R",t < 0)

heifst Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Die Fundamentallosung besitzt also eine Singularitit im Punkt (0,0) und ist insbesondere
normiert:

LEMMA 2.28. Fiir alle t > 0 gilt

/@@Jﬂm—l

R
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BEWEIS. Eine direkte Berechnung ergibt

1 _le?
/(D(.’L’,t)d.’l} = (47’[‘t)n/2/e 1t dx

Rn Rn

1 2
= nn/Q/e I qy

R
oo

/ e Fdzy =1

—00

1

nn/2

n
1=

1
U

Mit Hilfe von ®(z,t) ldsst sich fiir das Anfangswertproblem (oder auch Cauchy—Problem

{ut—Auzo in R" x (0, 00)

(2.41) u=g auf R" x {0}

eine Losungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral angeben:

(2.42) u(zt) = / (e — g, )g(y)dy
R’ﬂ
RTL

SATZ 2.29. Sei g € C(R™) N L>®(R™) und u definiert durch (2.42). Dann gilt
1) ue C®(R" x (0,00)),
2) uy=Au (xeR™"t>0),
3) u(x,t) — g(x°) fiir (v,t) — (2°,0), x € R™,¢t > 0 und jeden Punkt x° € R".
BeEWEIS. Der Beweis des Satzes lauft sehr dhnlich zu dem von Satz 2.22: Aussage 1)

|2
gilt, da die Funktion ﬂ%e*% auf R™ x [, 00), 6 > 0 unendlich oft differenzierbar ist und
gleichzeitig alle Ableitungen der Funktion gleichméflig beschrankt sind. Weiter gilt

w(at) — Au(r,t) = / (@) — AD)(z — y,)]g(y. D)dy
Rn
= 0 (zeR"t>0)

da die Fundamentalldsung selbst eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist. Damit ist
die zweite Aussage ebenfalls klar.
Sei nun 20 € R™ fest, € > 0 und wihle § > 0 sodass

(2.43) l9(y) — g(z)| < e falls |y — 2] < §,y € R"
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Dann gilt fiir |z — 2% < §/2

fu(, t) — g(a%)] = l/@@%ww@>wﬁnw
J
< ®(z —y,t)|g(y) — g(z°)|dy
B(zY,6)
+ / O(z — y,1)|g(y) — 9(2°)|dy
R™\ B(20,5)
= I+J

Mit (2.43) folgt

Igs/@(xy,t)dyzs
Rn
Sei |z — 2% < §/2 und |y — 2°| > 4, dann gilt nach dem Beweis von Satz 2.22 |y — x| >
3|y — 2°| und daher

J < 2l / B(x — y,t)dy

R\ B(20,5)
)2
< tSQ et dy
R\ B(a0,5)
C z—az0|2
< 2 / 6_‘ 16t| dy
R\ B(29,5)
c T e
< W/elfv‘trnldr —0 firt—o0"
)

g

Wie bei der Laplacegleichung schreiben wir die Fundamentallésung auch als Lésung des
Anfangswertproblems
&, — AP =0 in R" x (0,00)
{ =0y auf R" x {t =0}

Ist die rechte Seite g beschrénkt, stetig, g > 0, g # 0, so ist die Losung (2.42) positiv
fiir alle Punkte z € R™ und alle Zeiten ¢ > 0. Man sagt daher auch, dass Losungen
der Wéarmeleitungsgleichung eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit besitzen, d.h.
kleine lokale Storungen sind instantan im ganzen Gebiet zu bemerken. Ist zum Beispiel die
Anfangsbedingung iiberall nichtnegativ und in einigen Gebieten positiv, so ist die Losung
nach beliebiger Zeit iiberall positiv. Mit der Wellengleichung lernen wir in Abschnitt 2.4
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eine Gleichung kennen, die eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit besitzt.
Wir suchen nun eine Losungsdarstellung fiir das inhomogene Problem

ur —Au=f inR" x (0,00)
u=0 aufR"” x {t =0}

Die Abbildung (x,t) — ®(x — y,t — s) ist offensichtlich fiir festes y € R" und 0 < s < t
eine Losung der Warmeleitungsgleichung. Daher 16st
u=u(,ts) = /‘P(w —y,t—s)f(y,s)dy
Rn
folgendes Anfangswertproblem

{ut(-;s)—Au(-;s) =0 in R™ x (s,00)
u(-38) = f(-;s) auf R™ x {t = s}

Fiir die Losung der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung suchen wir daher eine Integ-
raldarstellung in der Form (Duhamelsches Prinzip)

(2.44) u(z,t) = //@(x —y,t—8)f(y, s)dyds

0 R»
t
- / : / 5 1y, sy
= @i ) e y, s)dyds
0 R”
Sei nun f € C(R™ x [0,00)) mit kompaktem Triger. Dann gilt
SATz 2.30. Die Funktion u sei definiert durch (2.44). Dann gilt
1) u € C(R" x (0,00)),
2) uy—Au=f (zeR"t>0),
3) u(x,t) — 0 fir (z,t) — (2°,0), € R",t > 0 und jeden Punkt 2° € R™.

BEWEIS. Da die Fundamentallosung ®(z,t) fir (x,t) = (0,0) eine Singularitit hat,
koénnen wir in (2.44) nicht direkt unter dem Integral differenzieren. Wir betrachten daher
zunéchst die Variablentransformation

(o, t) = /t/q)(y,s)f(:v—y,t—s)dyds

0 R»
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Da f € C3(R™ x [0,00)) einen kompakten Triiger hat und die Fundamentallésung in einer
Umgebung von t = s > 0 glatt ist, folgt

w(zt) = /t/é(y,s)ft(x—y,t—s)dyds

0 R»

+/¢w®ﬂx—%®@

]Rn

sowie

t
0%u 0?2
= ¢ —y,t — i=1,...
sogr @)= [ [ o)t = yds (0= 1)

0 R»

Also folgt die Aussage u € C?(R" x (0, 00)).
Wir zeigen nun, dass die Integraldarstellung (2.44) eine Losung der inhomogenen Wérme-
leitungsgleichung ist:

1) — Aufz,t) = /t/@(y, 5) [(gt Ayt — s)} dyds

0 R»

+/¢@Jﬁw—yﬂwy

A
_ j/@(y,s) {(—i—Ay)f(x—y,t—s)} dyds

e Rn

+ / / B(y, ) [(_(,fs Ayt s)} dyds

0 R»

+/¢@Jﬁ@—yﬂwy
Rn
= L+J.+K

Aus den Voraussetzungen an die rechte Seite f der Differentialgleichung und der Normie-
rung der Fundamentallosung folgt die Abschitzung

9 < (1l + 1% 7 1) [ [ @ duds < c=

0 Rm»
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Fiir den Term I erhalten wir durch partielle Integration

L - /R/ (55 = A)005)| 1o = .t = s)ds

n / B(y.o)f(x —y,t — o)y - / By, 1) f(z — y.0)dy

R™ R™

- / Sy, ) f(x — .t — )y — K
RTL

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so gilt

ut(xut) - AU(I,t) = hi% (p(y,é‘)f(l' - yvt - 5)dy
R
= f(e,t) (2 €R"1>0)

Das die Funktion u(z,t) fir ¢ — 0 auch die homogene Anfangsbedingung annimmt, folgt
schliefllich aus der Abschétzung

Ju( e <t fllLes
U

Man kann nun noch die beiden Resultate aus den Satzen 2.29 und 2.30 kombinieren und
erhélt eine explizite Losungsdarstellung

u(e, 1) = / Bz — g, )gly)dy + / / Bz — gt — 5)f(y, s)dyds
R” 0 Rn

fiir die inhomogene Wérmeleitungsgleichung mit inhomogenen Randbedingungen,

ug—Au = f in R" x (0,00)
u=g auf R" x {t =0}

3.2. Mittelwertformeln. Fiir die Losungen der Warmeleitungsgleichung gelten &hn-
liche Mittelwertformeln wie bei der Laplacegleichung, allerdings sind die Formeln etwas
komlizierter. Zunichst benttigen wir einige Definitionen.

Die Menge U C R" sei offen und beschrinkt, 7' > 0 fest. Dann definieren wir den parabo-
lischen Zylinder Uy := U x (0, T] sowie den zugehérigen parabolischen Rand I'r := Ur \ Uy.
Fiir festes x € R™, t € R und r > 0 sei die Menge E(z,t;r) gegeben durch

1
E(x,t;r) == {(y,s) e R |s <t,®(x —y,t — ) > —1
r

Man beachte, dass der Rand von E(z,t;r) gerade eine Hohenlinie der Fundamentallosung
®(x —y,t — s) darstellt. Mit Hilfe von E(z,t) 1a8t sich nun folgende Mittelwerteigenschaft
nachweisen.
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SATz 2.31. Sei u € C?(Ur) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Dann gilt

u(z,t) =

|z — gy

4rm (t—s)?
E(z,t;r)

u(y, s)dyds

fiir jede Menge E(x,t;r) C Up.

BEWEIS. Der Beweis lduft analog zu Satz 2.5. Zunéchst beobachtet man, dass es geniigt
den Fall x = 0, ¢ = 0 zu untersuchen. Wir schreiben daher E(r) = E(0,0;r) und setzen

Das Prinzip besteht wieder darin zu zeigen, dass ®'(r) = 0 gilt: um die Ableitung zu
berechnen verwenden wir also die Transformation y = rz, s = r?w und erhalten

2
D(r) :/ %u(rz r2w)dzdw
w
EQ)

Damit berechnet man

!2 - ElS
qﬁ’(r / (Z Uy, 7 + us2rw> dzdw = // ( ZiUy; + FQTUS dzdw

E(1) E(1)

Riicktransformation auf E(r) ergibt also

- Z'y o0 N dyds = A+ B
_Tn+1 5 Yilly, + —us yas =: A+

Definieren wir nun die Hllfsfunktlon

n lyl®
= —— log(—4 YL nl
P 5 og(—4ms) + s +nlogr
so gilt
Ny —~ O |yP
( ) oy; 2s Z 4 0Y; 2s

und man kann den Term B umschreiben als
1 n
B = sy Z// dugy;vpy, dyds
L)

Mit Hilfe partieller Integration beziiglich y erhalten wir

[ v dys - / ) piyds [ e+ ) iy

E(r) E(r) E(r)
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wobei aufgrund der Bedingung ¥ = 0 auf dem Rand 0F(r) keine Randintegrale auftau-
chen. Also ergibt sich insgesamt fiir B der Ausdruck

4 n
B = ) // (nusw + Zusyiym) dyds
i=1

E(r)

Partielle Integration beziiglich s liefert

1 n
B = 5 / / (—4nu8¢ +4Zuyiyiw5> dyds
E(r) =1
= ! // —4nuw+4zn:u ; _ﬁ_% dyds
rntl s — viYi 2s 42 y
E(r) =
1 2n
= o // <4nu81[) + " z;uy“%> dyds — A

BE(r)

Da u eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist, folgt

¢(r) = A+B
1 2N
= o // —4nAup — " Zuyiyidyds
E(r) =1

~ 1 2n
- Z L // <4n“yi¢yi - Suyi?/i> dyds
=1

E(r)
= 0

nach (2.45). Daher ist die Funktion ¢(r) konstant und

2
¢(r) = lim ¢(t) = u(0,0) }i%tln// |Z|2dyds = 4u(0,0)

E(r)
1 lyl? |2
E(r) E(1)

3.3. Eigenschaften der Losung. Analog zur Laplacegleichung gelten fiir Losungen
der Wirmeleitungsgleichung folgende Maximumprinzipien

da

g

SATZ 2.32. Sei uw € C2(Ur) N C(Ur) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung in Ur.
Dann gilt
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max u(z,t) = max u(z,t)
(z,t)eUr (z,t)elr

2) Ist U zusammenhdingend und existiert ein Punkt (zo,t0) € Ur mit

u(zo, to) = max u(x)
(z,t)eUT

so folgt, dass u auf Uy, konstant ist.

Wie bei der Laplacegleichung bezeichnet die Aussage 1) das Maximumprinzip der Wérme-
leitungsgleichung, Aussage 2) das starke Maximumprinzip.

BEWEIS. Schritt 1): es existiere ein Punkt (o, to) € Ur mit u(zo, o) = M := maxg,_u.
Dann gibt es ein r > 0, sodass E(x, to; 7) C Ur und aus der Mittelwerteigenschaft erhalten
wir

|«l’0 - y!
M = <M
u(zo, to) = 47% // (o — ,8)dyds <
E(zo,to;r)
da
/ / y‘ SO dyds = 1
(to —
E(zo,to;r)

Gleichheit gilt nur, wenn u auf ganz F(xo,to;r) gleich M ist. Also folgt
U(y,S) =M V(y,S) € E(xouto;r)

Sei nun L eine Liniensegment in Ur, die die beiden Punkte (xg,ty) und (yo,so) € Ur,
sg < to verbindet und betrachte

ro := min{s > so |u(z,t) = M V(z,t) € L,s <t <y}

Da die Funktion u stetig ist, wird dieses Minimum angenommen. Wir nehmen an, dass
ro > So. Dann gibt es einen Punkt (2q,79) auf L N Up mit u(zg,r9) = M und gilt u = M
auf F(zg,ro;r) fir hinreichend kleines r. Da aber E(zg,ro;r) fiir geeignetes o > 0 die
Menge L N{rog— o <t < rg} enthilt, haben wir einen Widerspruch. Also gilt rg = sg und
damit v = M auf ganz L.

Schritt 2): sei € U fest und 0 < t < ty. Dann existieren Punkte {xg,x1,..., 2, = 2}, so
dass alle Liniensegmente in R", die die Punkte z;_1 und x; verbinden, in U liegen (fiir i =
1,...,m). Dies ist moglich, da die Menge von Punkten in U, die durch einen polygonalen
Pfad mit x¢ verbunden werden kénnen, nichtleer, offen und relativ abgeschlossen in U ist.
Seien nun tg > t; > -+ > t,, = t vorgegebene Zeitpunkte. Dann liegt das Liniensegment in
R™*1 dass die beiden Punkte (2;_1,%;_1) und (z,¢;) (i = 1,...,m) verbindet in Ur. Nach
Schritt 1) gilt aber u = M auf jedem dieser Liniensegmente und damit u(z,t) = M. O

Aus dem Maximumprinzip folgt wieder direkt die Eindeutigkeit von Lésungen der Warme-
leitungsgleichung auf beschréinkten Gebieten.
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SATz 2.33. Seig € C(T'r), f € C(Ur). Dann existiert maximal eine Losung u € C(Ur)N
C(Ur) des Anfangsrandwertproblems

u — Au=f inUp
u=g aufl'p

Man kann das Eindeutigkeitsresultat von oben auch fiir das zugehorige Cauchy—Problem
beweisen, muss dann allerdings zusétzlich eine Kontrolle iiber das Losungsverhalten fiir
grofe |z| voraussetzen.

SATZ 2.34. Seiu € C3(R™ x (0,7]) N C(R™ x [0,T)) eine Lisung des Cauchy—Problems

u = Au in R" x (0,7T)
u=g auf R"x {t =0}

Zusdtzlich erfiille u die Wachstumsbedingung
u(x,t) < Aedlel? (xeR",0<t<T)
mit zwei Konstanten A,a > 0. Dann gilt

sup u =supg
R” x[0,7] R™

BEWEIS. siche Anhang O

SATZ 2.35. Sei g € C(R"), f € C(R™ x [0,T]). Dann existiert mazimal eine Liésung
u € C2(R" x (0,T]) NC(R"™ x [0,T)) des Anfangswertproblems

u—Au=f nR"x(0,7T)
u=0 auf R" x {t =0}

die zusdtzlich die Wachstumsbedingung
u(z,t)| < Ael*’
mit den Konstanten A,a > 0 erfiillt.

BEMERKUNG 2.36. Man kann in der Tat zeigen, dass fiir das Problem

up = Au in R" x (0,7
u=0 auf R" x {t =0}

unendlich viele Lésungen existieren. Nur die Nulllosung erfillt die angegebene Wachs-
tumsbedingung.

Beziiglich der Regularitdt von Losungen der Wirmeleitungsgleichung kann man zeigen,
dass Losungen aus C2(Ur) direkt beliebig glatt in x und ¢ sind.

SATz 2.37. Sei u € C¥(Ur) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung in Ur. Dann gilt
u € COO(UT)

Diese Aussage gilt insbesondere auch dann, wenn wir nicht—glatte Werte am Rand '
vorschreiben.

BEWEIS. siehe Anhang O
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Zum Abschluss geben wir noch Abschéitzungen fiir die partiellen Ableitungen der Losung:

SATZ 2.38. Sei u eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung in Ur. Dann gilt

Cri

kol
max )\DthU| < m”uuLl(C(z,t;r)

Clz,t;r/2
fir alle k,1 =0,1,... und jeden Zylinder C(x,t;r/2) C C(x,t;r) C Up.

BEWEIS. siche Anhang O

4. Die Wellengleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Wellengleichung

sowie die inhomogene Wellengleichung der Form
(247) Ut — Au = f

in Verbindung mit geeigneten Anfangs— und Randbedingungen. Hier bezeichnet ¢t > 0 die
Zeitvariable und z € €, Q C R" offen, die Ortsvariable. Wir suchen also eine Funkti-
on u : Q x[0,00) = R, u = u(x,t), wobei der Laplace-Operator auf die Ortsvariable
x = (z1,...,2,) wirkt. Fiir die inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite eine
gegebene Funktion f: Q x [0,00) — R.

Wir werden im Folgenden sehen, dass die Losungen der Wellengleichung ein ganz unter-
schiedliches Verhalten im Vergleich zur Laplacegleichung oder der Warmeleitungsgleichung
zeigen. Insbesondere sind Losungen im Allgemeinen keine C'°°—Funktionen und beinhalten
das Prinzip einer endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit.

4.1. Losung durch sphirische Mittelung. In den vorangegangenen Abschnitten
haben wir jeweils Losungen gesucht, die auf Grund gewisser Skalierungen entstanden sind.
Fiir die Wellengleichung betrachten wir stattdessen eine direkte Methode: fiir n = 1 er-
halten wir im Falle eines Anfangswertproblems das System:

U — Ugy =0 in R x [0, 00)
u=g,us =h auf R x {t=0}

wobei g, h Anfangsbedindungen sind.
Man beobachtet, dass sich die Differentialgleichung auf folgende Weise faktorisieren lésst:
es gilt

0 0 0 0

Setzen wir nun
(2.50) v(x,t) = <8t - 8:5) u(x,t)

so erhalten wir mit (2.49) eine Transportgleichung mit kostanten Koeffizienten:

ve(x,t) + vg(x,t) =0

(2.48)
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Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass sich die Losung in der Form
(2.51) v(z,t) = a(z —t)

die die Anfangsbedingung v(x,0) = a(x) erfiillt. Kombinieren wir nun die Gleichungen
(2.49), (2.50) und (2.51), so erhalten wir

ug(x,t) — ug(x,t) = a(x — t)

Dies ist eine inhomogene Transportgleichung und mit den Losungsformeln aus Abschnitt
2.1 erhalten wir

t
(2.52) w(w ) = / a(z+ (t— 5) — 8)ds + u(z +1,0)
0

x4+t

= % / a(y)dy + u(x +t,0)

r—1

x4t
1

= 2/a(y)dyﬂLg(ﬂcht)

r—1

In der Losungsformel (2.52) miissen wir nun noch die vorgegebene Anfangsbedingung
ut(x,0) = h(z) anpassen: man berechnet

wp(z,t) = = (alz+ 1) + alz — 1) + ¢ (z + 1)

2
und damit
u(2,0) = a(z) + g'(z) = h(z) = a(x)=h(z) - J'(2)
Also folgt
1 x+t
uet) = 5 [ (hy) = gw) dy+ g+
x—t
x+t
1 1 1
= 5 [ Hwds = Se(e )+ Sele -0+ gla 0
x—t
und wir erhalten schliefSlich
1 1 T+t
(25) u(e.t) = 5 (glo+0) +ge =) + 5 [ hy)dy
x—t

Diese Darstellung nennt man die Formel von dAlembert.

Es bleibt zu iiberpriifen, dass unsere formalen Rechnungen auch tatséchlich erfiillt sind,
d.h. wir miissen untersuchen, unter welchen Bedingungen die Losung aus (2.53) tatséchlich
glatt genug ist, um eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung zu sein:
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SATZ 2.39. Sei g € C%(R) und h € C*(R) und definiere die Funktion u iiber die Formel
von dAlembert (2.53). Dann gilt:

1) u € C(R" x [0,00))
2) Uy — Uze = 0 in R™ x (0, 00)

3) u(x,t) — g(a°) und us(z,t) — h(2°) fir (z,t) — (2°,0), x € R", ¢t > 0 und jeden
Punkt 29 € R™.

Man beachte, dass sich die Losungsformel (2.53) formal auch in der Form
wz,t) = Fz +1) + Gz - 1)

mit geeigneten Funktionen F' und G schreiben ldsst. Umgekehrt sieht man, dass jede
Funktion in dieser Form eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung s — gz, = 0
darstellt. Dies bedeutet, dass die allgemeine Losung als die Summe der allgemeinen Losung
der Gleichung u; — u; = 0 und der allgemeinen Losung von u; + u, = 0 darstellen lasst.
In der Tat ist dies eine Konsequenz der Faktorisierung (2.49).

Sind die beiden Anfangsbedingungen g € C* und h € C*~1, so folgt u € C*, aber nicht
notwendigerweise in C™, m > k. Dies ist eine wichtige FEigenschaft der Wellengleichung,
denn gegebene Anfangsbedingungen werden im Gegensatz zur Wirmeleitungsgleichung
nicht instantan geglédttet.

Eine weitere Anwendung der Formel von d’Alembert ist die sogenannte Reflektionsmethode:
wir betrachten dazu das Anfangsrandwertproblem

Ut — Uz = 0 in Ry x (0,00)
u=g, uy =h auf Ry x{t =0}
u=0 auf {x =0} x (0,00)
mit vorgegebenen Funktionen ¢g und h mit g(0) = h(0) = 0.
Mit Hilfe der Reflektionen

_ . u(z,t) (x >0,t>0)
Uz,t) = { —u(—z,t) (z<0,t>0)
2y o~ Jel@)  (x>0)
@ = {7 G20

he) = {W) =

148t sich das Problem zuriickfiithren auf
att _ﬂxx :9 in R x (0,00)
=g, u =h auf R x {t =0}
und damit lautet die Losungsformel nach d’Alembert
x+t

i(e.0) = 5 @+ 0 + 5 —0) +5 [ by
z—t

N |
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Wir erhalten schliefilich als Losung des Ausgangsproblems

%(g(x+t)+g(w—t))+%mf+th(y)dy x>t>0
(251  ulwt) = =
T(g(z +1t) —g(t—:v))+%7f+th(y)dy 0<z<t

Wir betrachten nun den héherdimensionalen Fall n > 2 und suchen eine Losung u €
C™(R™ x [0,00)), m > 2 fiir das Anfangswertproblem

utt—Au:() iHRnX[0,00)
(2.55) {u:g,ut:h auf R™ x {t =0}

Die Ideen nun ist durch geeignete sphérische Mittelungen eine vereinfachte Differential-
gleichung abzuleiten, die uns dann eine explizite Losungsformel fiir die hherdimensionale
Wellengleichung liefert.

Fiir z € R™", ¢t > 0 und r > 0 definieren wir den Mittelwert von u(z,t) iiber die Sphére
0B(z,r),

(2.56) Ulair ) = ]{3 o M 050)

Weiter sei

G(z;r) = ]{)B(w)g(y)ds(y)

H(zir) = ]{,B(x,r)h(y)ds(y)

SATz 2.40. Seix € R™ fest und u erfille (2.55). Dann ist gilt fir U als Funktion von (r,t)
definiert durch (2.56)

1) U € C™(Ry x [0,00))

2) U lost die Euler—Poisson—Darboux Gleichung

n—1

Utt_Urr_
U=G, U =H auf Ry x{t=0}

U.-=0 in Ry x (0,00)

BEWEIS. Aus dem Beweis von Satz 2.5 wissen wir, dass

r

(2.57) Ur(z;m,t) = ][ Auly,t)dy
n JB(z,r)

und damit lim,_,q+ U, (z;7,t) = 0. Fiir die zweite Ableitung erhalten wir

Upr (237, 1) :][ AudS + <1 = 1) ][ Audy
OB(z,r) n B(z,r)

Also gilt lim, g+ Upp (257, ) = %Au(:ﬁ, t). Man berechnet weiter die dritte Ableitung U,
etc. und verifiziert damit, dass u € C™(R" x [0, 00)).
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Nach (2.57) gilt

r r
Utasr) == Sutyay =" ity

" JB(x,r) " JB(z,r)

Daraus folgt
1
U, = / ugedy
na(n)
B(z,r)
und daher
1
(T‘n_lUr)r = / uttdS = T‘n_lf uttdS’ = ’I“n_lUtt
na(n) OB(z,r)
OB(z,r)

Man verwendet nun die Euler—Poisson—Darboux Gleichung um, in Abhéngigkeit von der
Dimension, explizite Losungsdarstellungen fiir die Wérmeleitungsgleichung zu entwickeln.
Man verwendet dabei eine Transformation der Gleichung auf die eindimensionale Wel-
lengleichung. Da der allgemeine Fall (Dimension n vorgegeben) etwas kompliziert ist, be-
trachten wir hier zunéchst die Spezialfille n = 3 und n = 2.

Im Fall n = 3 erhalten wir fiir die Losung des Anfangswertproblems (2.55) die Kirchhoff-
sche Formel

(2.58) u(z,t) = ]éB( ) (th(y) + 9(y) + Dg(y) - (y — 2))dS(y) (x € R*,t>0)

Um diese Formel abzuleiten, setzen wir

= rU
= rG, H:=rH

Qe S

Dann gilt

- 2
Uy =rUy =71 (UTT + TUT> =rUp +2U, = (U + rUT)'f = Yrr

Also lést U das Anfangswertproblem

~ﬁtt~_ [{vrr:p in R—FX(O?OO)
(2.59) U=G, U =H aufRyx{t=0}
U=0 auf{r=0}x{t=0}

Mit der Losungsformel (2.54) folgt fiir 0 < r < t die Darstellung

r+t
Glrt) = Gle—n]+5 [ By

Ulx;r,t) =

DN | =
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Aus der Definition von U(x;r,t) folgt u(x,t) = lim,_g+ U(z;7,t) und damit

u(z,t) = lim+7U(m;r’t)
r—0 T
Gor+)-Gu-n 1 [
r+t)—G({t—r -
= 1 — H(y)d
i Rl AL
—r+t

= G'(t)+ H(t)

Unter Verwendung der Definitionen von G und H ergibt sich demnach
0

(2.60) u(z,t) = = t][ gdS | + t][ hdS
ot \ JoB(a, OB(x,t)

Nun gilt
][ 9(y)dS(y) = ][ gz + t2)d5(2)
B (1) 0B(0,1)

und damit

9 ][ gdS | = ][ Dg(z +tz) - zdS(2)
Ot \ JoB(at) 8B(0,1)

= ]éBW) Dy(y) - <y ; x> dsS(y)

Setzen wir dies in (2.60) ein, so erhalten wir direkt die Kirchhoffsche Formel (2.58).
Fiir die Dimension n = 2 erhélt man fiir die Losung des Anfangswertproblems (2.55) die
Poissonsche Formel

1 t t2h tD Sy —x

fir x € R? und ¢t > 0. Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das
Anfangswertproblem (2.55) fiir n = 3 und nimmt zusétzlich an, dass die Lésung nicht von
der dritten Ortskoordinate x3 abhéingt. Man sucht also eine Losung der Form

w(x1, x2,x3,t) = (21, T2, t)

wobei u eine Losung des Problems fiir n = 2 ist. Wir verzichten hier auf eine genaue
Ableitung der Poissonschen Formel und verweisen auf das Textbuch von Evans.

Wir geben nun noch die Losungen der Euler—Poisson-Darboux Gleichung fiir allgemei-
ne Dimensionen an. Dabei muss eine Fallunterscheidung nach geraden und ungeraden n
gemacht werden. Wir betrachten zuerst den Fall n > 3 ungerade:

LEMMA 2.41. Sei ¢ : R — R in CFTY(R). Dann gilt

1)
(j;) (ii)kl <r2k*1¢(r)> = <ii>k (erflf(ro
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1d d’ (b
(rdr) (r% K ) ]Z 5 ]Hdm

wobei die Konstanten 5]’-“ (j =0,...,k—1) unabhingig von ¢ sind,
3) BE=1-3-5-----(2k —1).
BEWEIS. (siehe Ubungsblatt 5) O
Wir setzen wieder U(x;r,t) als den Mittelwert von u iiber die Sphire OB(z, ), wobei wir
annehmen, dass u als Losung des Anfangswertproblems (2.55) eine C**!-Funktion auf

R™ x [0, 00) ist.
Weiter setzen wir

O(rt) = <,{§T>H (P10 (257, 1)
(2.62) G(r) = <1§T>: (P 1G(r))  (r>0,620)
) = () 6P H)

Dann gilt
U(r,0) = G(r), U(r,0) = H(r)

Man zeigt nun, dass durch die Transformation von U — U die Euler—Poisson-Darboux
Gleichung auf die eindimensionale Wellengleichung transformiert wird.

LEMMA 2.42. Es gilt

Utt — Urr =0 RJr X (0, OO)
(2.63) U =GaG, Ut H auf Ry x {t=0}
U=0 auf{r=0}x(0,00)

BEWEIS. Fiir r > 0 berechnet man direkt

= (52) () (o wiwnn) = (5) ()

1 k-1
_ <T;> [r%_lUrr + 2kr2k_2Ur}

_ <i;> {2’“<UW ”Tlrﬂ (n=2k+1)
_ (i;) (Tzk_lUtt):ﬁtt

Aus Lemma 2.41 folgt direkt, dass U = 0 auf der Menge {r = 0}. O
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Fiir die Losung von Problem (2.63) ergibt sich fiir r € R, ¢t > 0 mit 0 < r < ¢

t+r

- 1/~
(2.64) Urt) =3 (G(r Y1) - Gt —7) / Ay
Da aber u(z,t) = lim,_,o U(x;r,t), sowie

N 10 k2l i
500 = (L2) (P 0wnn) = 3 g L v

Jj=0
und daher
Ul(r,t
lim (Z’ )—th(ﬂcrt) u(z,t)
r—0 ﬂor r—0

folgt aus der Darstellung (2.64) die Formel

t+r

u(z,t) = ilim Glitr) Gt —r) H(y
ﬁ(]]C r—0 2r

- Blk (é’(t) + FI(t))

0
Damit erhalten wir schliellich fiir x € R™, ¢ > 0

n—3
1 [/aN /1N [, ][
ulz,t) = —||=]-= t" gdS
(@) Tn [(5t> <t 375) ( OB(x.t) )
(2.65) 23t
+ <18> ’ t”""][ hdS
tot OB(x,t)

\ n ungerade ,v, =1-3-5----- (n —2)

Fiir den Fall n = 3 liefert (2.65) genau die Kirchhoffsche Formel.

SATZ 2.43. Sein > 3 ungerade, g € C"™TL(R™), h € C™(R") fiir m = (n+1)/2. Definiere
u durch (2.65). Dann gilt

1) u € C%(R" x [0,00)),
2) uy — Au =0 in R™ x (0, 00),

3) u(z,t) — g(a) und uy(z,t) — h(2°) fir (z,t) — (2°,0), x € R, t > 0 und jeden
Punkt 2% € R™.

BeweEIls. Wir nehmen zunéchst an, dass g = 0, sodass

u(z, t) = ;L (16’) " ("2 H (a;1))

t ot
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Dann gilt nach Lemma 2.41

n—1
1 /190 2
Ut = <tat> (tnilHt)

Wir wissen aber, dass gilt
t

" JB(x,t)

und daher folgt

n—1 n—3
1 10\ 2 1 10\ 2 |1
= ) (té%) / Ahdy | = (tf%) i / AhdS

B(x,t) OB(,t)

Auf der anderen Seite gilt

AH(z;t) = A, Wz + y)dS(y) = ][ AhdS
dB(0,t) OB(z.,t)
und daher uy = Aw in R™ x (0,00). Auf dhnliche Weise betrachtet man den Fall h = 0
und damit gilt Aussage 2) des Satzes.
Mit Hilfe von Lemma 2.41 zeigt man, dass w auch die richtigen Anfangsbedingungen
annimmt. g

BEMERKUNG 2.44.

1) Um die Lisung der Wellengleichung am Punkt (x,t) zu berechnen, bendtigt man
nur Informationen von den Anfangsbedingungen g und h auf der Sphéire OB(x,t);
nicht etwa auf der Kugel B(x,t).

2) Man beachte, dass man aus der Lisungsdarstellung (2.65), wie bereits firn =1,
die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (von kleinen Storungen in g und/oder h)
bei der Wellengleichung beobachten.

3) Die Formel (2.65) lafst sich auch auf einen komplett anderen Weg mit Hilfe der
Wirmeleitungsgleichung ableiten.

Wir kommen nun zum Fall n gerade und nehmen an, dass u eine C"™-Lésung von (2.55),
m = (n + 2)/2, ist. Dabei verwenden wir denselben Trick wie beim Ubergang von n = 3
auf n = 2, d.h. wir suchen eine Funktion

(2.66) W1y oy Ty, t) = w(T1, ooy Ty )
als Losung der Wellengleichung in R™*! x (0, 00) mit den Anfangsbedingungen
u=4g, u=h
auf R"*! x {t = 0}, wobei
(X1, yTpt1) = g(z1,...,x)

g
h(zi,...,2n01) = h(zi,...,25)
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Fiir festes x € R™, t > 0 schreiben wir = (x1,...,x,,0) und erhalten aus (2.65)

n—2
- 1 0 10\ 2 n—1 ad.S
wa,t) = Tnt1 [<8t) (t(%) <t ]{)B(x’t)gds>
n—2
10\ 2 1f hdS
T g hdS
(t Bt) < OB(,t) >]

Dabei bezeichnet B(z,t) die Kugel im R™*! mit Mittelpunkt z und Radius ¢ sowie dS das
n—dimensionale Oberflichenmafl auf 0B(Z,t). Nun gilt (Ubungsaufgabe)

_ 1 _
gdS = / agdS
]{«,B@,t) g (n+ Da(n+ D) g

Z,t)

T (n+ Da(n+ D1 / \y—x\ 27yi72 Y

B 2tau(n) 9(y)
~ (n+Da(n+1) ]{B(x,t) (t2 — |y — x|?)1/2 ay

Verwendet man eine analoge Methode fiir die Funktion h, so ergibt sich die Formel

@) (12) (t” ]{M (- |§(i/)x|2>1/2 dy)
+ (1;) N (t” ]{B(x’t) = |Z(;y)x|z)1/2dy>]

Weiter berechnet man, dass
(n+1Da(n+1)
2a(n)

sodass sich schliefflich die Losungsdarstellung

2a(n)
Tnt1(n 4+ Da(n +1)

u(x,t)

Yn+1 =92.4..... (n—2)-n=:

1 [N 1o\ 7
wen = L@ Ca) T (o )
(2.67) . 10 = o h(y) p
(t at) ( J{W @~ Jy— )1 y)
n gerade ,y, =2-4----- (n—2)-n

ergibt.
Analog zu Satz 2.43 beweist man damit

SATZ 2.45. Sein > 2 gerade, g € C™(R™), h € C™(R™) fiir m = (n + 2)/2. Definiere u
durch (2.67). Dann gilt
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1) u € C%(R" x [0,00)),

2) ug — Au =0 in R x (0, 00),

3) u(x,t) — g(x°) und uy(z,t) — h(2°) fir (z,t) — (2°,0), z € R", t > 0 und jeden
Punkt z° € R".

BEMERKUNG 2.46. Man beachte, dass im Gegensatz zu n ungerade im Fall n ungerade die
Lésung am Punkt (x,t) von den Werten von g und h auf der ganzen Kugel B(x,t) und
nicht nur von den Werten auf dem Rand OB(x,t) abhdngt.

4.2. Die inhomogene Wellengleichung. Wir betrachten nun das Anfangswertpro-
blem fiir die inhomogene Wellengleichung

{ uyg —Au = f in R" x (0,00)

(2.68) u=0,u =0 auf R" x {t =0}

Nach dem Duhamelschen Prinzip aus Abschnitt 2.3.1, definieren wir u = wu(x,t;s) als
Losung des Problems

{ up(+38) — Au(-;s) =0 in R” x (s,00)
u(58) =0, ue(+;8) = f(-,s) auf R" x {t = s}

und setzen dann
t

(2.69) u(z,t) = /u(a:,t;s)ds (x e R",t >0)
0
Damit erhalten wir, was man direkt nachrechnet, eine Losung von (2.68).
SATZ 2.47. Sein > 2 und f € CIVATL(R™ x [0,00)) und u definiert durch (2.69). Dann
gilt
1) u € C%(R" x [0,00)),
2) uy — Au= f in R" x (0, 00),
3) u(z,t) — 0 und u(x,t) — 0 fir (x,t) — (2%,0), x € R?, t > 0 und jeden Punkt
0 n
x° € R".
BEWEIS. Durch einfaches Nachrechnen. O

BEMERKUNG 2.48. Die Losung des allgemeinen inhomogenen Problems ist offensichtlich
die Summe der Lisung des homogenen Problems (2.55) und der Lésung des inhomogenen
Problems (2.68) mit homogenen Anfangsdaten.
BEISPIEL 2.49. 1) Im Fall n =1 erhalten wir aus der Formel von d’Alembert
r+t—s t x+t—s
1 1
uetis) =5 [ foodn ae) =5 [ [ fws)dyds

r—t+s 0 z—t+s
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Damit ergibt sich
t x+s

u(:c,t)—;//f(y,t—s)dyds (x e R, t>0)

0 z—s

2) Fiir n = 3 folgt aus der Kirchhoffschen Formel

u(x,t;8)0(t — s) ][ fly,s)dS

OB(z,t—s)

u(a,t) = /t (t — ) (ﬁB(m . f(y, s)ds> ds
, :
- 417T0/]£B(x,t—s) {t(zi’ 3

t
_ 1/][ f(yat_r)des
47’[’0 OB(z,r) r

Man erhdlt also die Losungsdarstellung

1 f(y,t—|y—$|) 3
t) = — d R, t >
wat)= 3 [Ty @eriz0)

und damit

dSds

B(z,t)

Der Integrand wird auch als retardiertes Potential bezeichnet.

4.3. Energiemethoden. Energiemethoden sind wichtige Hilfsmittel bei der Unter-

suchung von Eigenschaften partieller Differentialgleichungen. Sie finden Anwendung bei
allen fundamentalen linearen Gleichungen, die wir im zweiten Kapitel betrachtet haben.
Wir gehen hier kurz auf die Anwendung bei der Wellengleichung ein.
Mit Hilfe von sogenannten Energienormen lassen sich weitere theoretische Eigenschaften
der Wellengleichung angeben. Sei dazu U C R™ offen und beschrankt mit glattem Rand
OU. Wir setzen wieder Ur = U x (0,T], I't = Ur — Ur, mit T > 0. Weiter untersuchen
wir das Anfangsrandwertproblem

ug — Au=f in Up
(2.70) u=g aufl'r
ug=h auf U x {t =0}

SATz 2.50. Es existiert mazimal eine Losung u € C*(Ur) des Problems (2.70).

BEWEIS. Sei @ eine weitere Losung, dann 16st w := v — % das Problem

wtt—A’U)ZO inUT
w=0 aufI'r
wy =0 auf U x {t =0}
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Wir definieren nun die Energie

2
U

und berechnen mittels partieller Integration

dilgt) = /(wt’wtt + Dw - Dwy)dx = /Wt(wtt — Aw)dz =0
U U

wobei auf Grund der Randbedingungen an w keine Randterme auftauchen. Damit gilt
fir alle 0 < ¢t < T, e(t) = e(0) = 0 und folglich w; = Dw = 0 in ganz Ur. Aus der
Anfangsbedingung w = 0 auf U x {t = 0} folgt dann aber w = u — @ =0 in Up. O

e(t) == 1/wt2(x,t) +1Dw(z,t)Pde (0<t<T)

FEine weitere direkte Anwendung ist der sogenannte Abhangigkeitsbereich bei Losungen der
Wellengleichung: sei dazu u € C? eine Losung der Gleichung

upg —Au =0 in R" x (0, 00)
Fiir zg € R™ und ty > 0 fest definieren wir den Kegel
C = {(x,t)|0 <t <to, |z — x0| <to — 1t}
SATz 2.51. Gilt u=u; =0 in B(xg,tg) dann folgt w =0 in ganz C.

BEWEIS. Wir definieren wieder

1
eft) = / (2 (1) + | Dulz, )2)de (0 <t < to)
B(Z‘o,to—t)

und berechnen

dil(tt) / (uturt + Du - Dug)dx — % / (u? 4 |Dul?)dS

B(:Bo,to—t) 8B($0,t0—t)

B ou 1 9 9

= ut(utt — Au)dw + autdé’ — 5 (ut + ’DU| )dS
B(Io,to—t) 8B(I0,t0—t) aB(xo,tQ—t)

B Ou 145 1 9
8B(I0,t0—t)

Weiter gilt
ou

1 1
| < Jwnl|Dul < Sl + 5| Duf?

Daraus folgt aber, dass de(t)/dt < 0 und somit e(t) < e(0) < 0 fiir alle 0 < ¢t < ¢y. Das
bedeutet aber, dass uy = Du = 0 und folglich v = 0 in ganz C.
O



