KAPITEL 3

Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Eine (nichtlineare) partielle Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Differentialgleichung
der Form

(3.1) F(y,u,Vu) =0

wobei y € U und U C R" offen. Dabei ist F': G — R, G = U x R x R", eine gegebene
Funktion und wir suchen eine Lésung u : U — R, u = u(y). Typischerweise haben wir
yn = t, die Zeitkoordinate, und x = (y1,...,yn—1), die Ortskoordinate.

1. Die Methode der Charakteristiken

Die Gleichung (3.1) 148t sich auf folgende Weise geometrisch interpretieren: eine Losung
u = u(y) der Gleichung definiert eine Oberfliche w = u(y) im R"*! so, dass die Tangen-
tialebene an jedem Punkt (yg,wqg) der Oberfliche durch die Gleichung

w = wo + Vu(yo) - (y — yo)

gegeben ist. Wir definieren daher fiir einen Punkt Qo = (yo, wo,pg) € G eine Hyperebene
h(Qp) im R™*! durch

(3.2) h(Qo) = {(y,w) € R"™ |w = wo +po - (y —40)}
Aus der Definition (3.2) folgt offensichtlich, dass

1) h(Qo) L (po,—1) und
2) (yo,wo) € h(Qo)

DEFINITION 3.1. Die Hyperebene h(Qq) heifit Integralelement von (3.1), falls F(Qp) = 0.

Mit Hilfe von Integralelementen 148t sich eine klassische Losung angeben: die Oberflache
w = u(y) ist eine klassische Losung von (3.1), falls alle ihre Tangentialebenen Integralele-
mente sind.

1.1. Quasilineare Differentialgleichungen. Besonders anschaulich wird die geo-
metrische Interpretation bei quasilinearen Gleichungen:

DEFINITION 3.2. Die partielle Differentialgleichung (3.1) heif$t quasilinear, falls F' linear
in p ist, d.h. die Gleichung ist linear in Vu, aber nicht in y und u,

F(va’p) = a’(y7w) "D~ b(yaw)
wobei a,b € C(U x R).
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54 3. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG
Sei nun u(y) die Losung einer quasilinearen Gleichung, (z¢,wq) ein beliebiger Punkt auf
der Losungsfliche w = u(y) und
ap = a(zg,wp), by = b(xg,wp)
Dann gilt

LEMMA 3.3. Die Hyperebene h(Qq) ist ein Integralelement, falls die Ebene die Gerade
durch den Punkt (yo,wq) in Richtung (ag,bo) enthdlt, d.h.
{(y,w) |y = yo + Aao, w = wo + Abp, A € R} C h(Qo)
Diese Gerade wird auch als Mongesche Gerade bezeichnet.
BEWEIS. Nach Definition ist die Hyperebene h(Qq) an einem Punkt Q¢ € G ein In-
tegralelement, falls ag - pg = by. Diese Bedingung ist aber gleichbedeutend mit (ag, by) L

(po, —1). Da aber (pg, —1) gerade die Normale der Hyperebene h(Q), folgt die Aussages
des Lemmas. O

BEMERKUNG 3.4. Gilt (ap,by) = (0,0), so entartet die Mongesche Gerade zu einem Punkt
und jede Hyperebene durch den Punkt (yg,wo) ist ein Integralelement.

DEFINITION 3.5. Seien a,b € C(U xR). Dann bezeichnen wir mit y = y(7) und w = w(7),
T € J CR die (lokale) Losung des Anfangswertproblems

dy

d_ = a(yaw)a y(O) =Y
r

dw

d_ = b(va)a w(O) = wWo
=

Das System nennt man charakteristisches System der partiellen Differentialgleichung
a(y7 u) “Vu — b(yv u) =0
Die Lésungen des Systems heiffen charakteristische Kurven, die Projektion durch Kurven

auf die Menge U, d.h. die Kurven y = y(7), charakteristischen Grundkurven.

BEMERKUNG 3.6. Die Tangenten an charakteristische Kurven sind offensichtlich Monge-
sche Geraden.

SaTz 3.7. Die Funktion u € CY(U), U C R" ist genau dann eine klassische Lésung
der partiellen Differentialgleichung a(y,u) - Vu — b(y,u) = 0, falls fir alle yo € U eine
charakteristische Kurve (y(7),w(7)) durch den Punkt (yo,wq) existiert, sodass w(t) =
u(y(r)) fir alle T € J, d.h. die charakteristische Kurve liegt in der Ldésungsfliche.

BEWEIS. Sei u = u(y) eine Losung, yo € U und wg = u(yp). Da a eine stetige Funktion
ist, existiert eine lokale Losung y : J — U des Anfangswertproblems

W — alyuly), (0) =y

= u(y(7)), dann gilt

)
A7) _ WD) Guty(r)) = aly(r),uy(r)) - Vu(y(r) = bly(r). u(u(r))

Sei w(r
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da u eine Losung ist. Also ist (y(7),w(7)) eine charakteristische Kurve, die durch den
Punkt (yo,wp) lauft.

Fiir die umgekehrte Richtung sei u € C''(U) eine Funktion und (yg,wq) gegeben. Durch
den Punkt (yp,wp) lduft eine charakteristische Kurve (y(7),w(7)), 7 € J, sodass w(r) =
u(y(7)). Dann gilt

d
0 = —— (u(y(r)) —w(r)) [0 = aly(r), w(7)) - Vuly(r)) = b(y(7), w(7))l=0
= a(yo, wo) - w(yo) — b(yo, wo)
Also 16st u im Punkt yo die partielle Differentialgleichung a - Vu — b = 0. U

BEMERKUNG 3.8. Sind die beiden Funktionen a und b, die das charakteristische System
definieren, Lipschitz—stetig, so existiert eine eindeutige charakteristische Kurve, die durch
den Punkt (yo,wo) liuft. Gleichzeitig heif$t das, dass u genau dann eine Losung ist, falls
jede charakteristische Kurve vollstindig in der Losungsfliche liegt.

BEISPIEL 3.9. Wir betrachten die einfache Kontinuitdtsgleichung
U + cuy =0

mit a = (1,¢), b=0 und y = (z,t). Das charakteristische System ist gegeben durch
at 1 dz dw

p e e =
und somit lauten die charakteristischen Kurven
t=7+ty z=ct+xT9 W=wW
Aus diesen Gleichungen kann man die Variable T eliminieren und erhdlt
x=xo+c(t—ty) w=wy
Die charakteristischen Grundkurven sind damit
xr — ct = x9 — ctg = const

also Geraden. Die charakteristischen Kurven verlaufen parallel zu den Grundkurven und
liegen in der Losungsfiiche. Das heifit aber auch, dass die Ldosungen konstant entlang
der charakteristischen Grundkurven x — ct = const sind, d.h. u(x,t) = f(x — ct) mit

u(z,0) = f(z) = uo(z) und
u(t,x) = ug(x — ct)
was wir bereits aus Kapitel 1 und 2 wissen.
BEISPIEL 3.10. Wir untersuchen die Gleichung
ou ou

y1a—yl + y28—y2 = au
Das charakteristische System lautet diesmal
dy, dyo dw
Ezyl, E: 25 E—aw
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und fiir die charakteristischen Kurven erhdlt man
y1(1) = c1e”, yao(7) = c2e”, w(T) = c3e™”
Daraus folgt, dass die charakteristischen Grundkurven durch

Y2 _ 2 _p— const

Y1 a1
gegeben sind, also Strahlen der Form yo = kyy sind. Weiterhin gilt w(r) = c3(e™)® = cyf,
wobei ¢ fest ist und nur von der zugehdrigen Grundkurve abhdngig ist.
Liegt der Punkt (y1,y2) auf der Grundkurve, so ebenfalls (A\y1, Ay2) mit X € R. Also gilt

w(Ay1, Ay2) = c(Ay1)® = X%yt = XN u(y1, y2)

und fiir alle Punkte y € R? gilt u(\y) = A\%u(y) d.h. u ist eine homogene Funktion vom
Grad a. Dieses Ergebnis ist der zweidimensionale Fall des sogenannten Eulerschen Satzes:
ist die Funktion u : R™ — R homogen vom Grad «, so ldost u die Eulersche Differential-
gleichung

Wir verwenden nun die Charakteristikenmethode zur Losung von allgemeinen Anfangs-
wertaufgaben bei quasilinearen Differentialgleichungen.

DEFINITION 3.11. Sei y = (x,t). Dann lautet das Anfangswertproblem bei quasilinearen
Differentialgleichungen

(3.3) %ﬂ;ﬂ + A(z,t,u) - Vu(x,t) = B(z,t,u) inR"x (0,00)
uw(z,0) = wo(x) auf R™ x {t = 0}
v
w=8(x) \
\—/
t
X

Bild 3.1: Die charakteristischen Kurven bilden wie Faden die Losungsflache.
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Das charakteristische System lautet daher allgemein
dt dx dw

E—l, E:A(xﬂ',w), E:B(x,r,w)
Man kann also 7 =t wéhlen und erhilt die Gleichungen
d d
(3.4) & _ Az, T, w), a_ B(z,7,w)
dr dr

Nehmen wir an, dass A, B stetig differenzierbar sind, so sind die zu (3.4) gehérenden
Anfangswertprobleme eindeutig 16sbar, d.h. es existiert ein Intervall J um ¢ = 0, sodass
das charakteristische System mit den Anfangsbedingungen

z(s) =z¢ w(s)=wo
fir t,s € J die eindeutige Losung x(t) = Xy (20, wo)w(t) = Wy s(zo,wp) besitzt. Dabei
gilt
X t(wo,wo) = xo, Wi(zo, wo) = wo,
Damit 148t sich auf folgende Weise die Losung u(§, 7) der Differentialgleichung an einem

Punkt (£, 7) berechnen: wir suchen zunéchst die charakteristische Grundkurve, die durch
den Punkt (&, 7) lduft, d.h.

v

ground curve

9
V
X

Bild 3.2: Um die Losung zu berechnen,
laufen wir entlang der Grundkurven zuriick zur Anfangsbedingung und anschliessend in der
Losungsflache zuriick.

wir suchen den Punkt z(, sodass
Xro(o, u(@o)) =€
Definieren wir

Tr(z0) = X70(20, u(z0))
miissen wir also zur Berechnung von z¢ die nichtlineare Gleichung

Tr(z0) =§
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losen, wobei der Punkt (£, 7) gegeben ist.
Da die Determinante von D,T eine stetige Funktion in 7 ist, ist die Abbildung T’ fiir
geniigend kleines 7 lokal invertierbar und es existiert ein Punkt xg mit

zo = T; ()

der die richtige charakteristische Grundkurve definiert. Damit 148t sich die Losung am
Punkt (&, 7) schreiben als

(3.5) w(€, ) = Wro (T71(8), uo(T7(8)))

SATZ 3.12. Seien A, B € C1(U xR). Dann liefert die Darstellung (3.5) eine lokale Losung
des Anfangswertproblems (3.3)

BEISPIEL 3.13. Wir betrachten wiederum die Gleichung u; + cu, = 0 mit dem charakteri-
stischen System © = ¢ und w = 0. Die Ldsung lautet

Xi,s(wo, wo) = c(t — s) + w0,  Wis(wo, wo) = wo

und man berechnet
X, 0(zo,u0(20)) = e7 + 20 = Tr(z0) =€ = 20 =€ —cr =T, (&)

Daraus folgt offensichtlich

u(§,7) = Wro(§ —cmup(§ — c1)) = uo(§ — c7)
BEMERKUNG 3.14. Fiir homogene Gleichungen, also B = 0, erhdlt man immer

Wi 0(wo, wo) = wo
und daher
u(é,7) = uo(T; ()

Die Konstruktion einer Losung mit Hilfe der Charakteristikenmethode wird bei linearen,
homogenen Gleichungen der Form

ut + Az, t) - Vu=0

noch einfacher. Hier haben wir nur das Anfangswertproblem & = A(x,t), (0) = z¢ zu
16sen. Insbesondere ist der FluB X (zo,wp) unabhéngig von wy und es gilt

x(1) = Xrpo(zo) = Tr(20)

Auch die Umkehrfunktion 7! 148t sich einfacher bestimmen: es gilt T 1(¢) = X 3 (©)
und aus der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen folgt X é = Xo,r. Um also den
Punkt 2o = T~ (¢) zu berechnen, l6st man einfach das Anfangswertproblem

= Az, t), z(r)=¢

und erhélt zo = x(0).
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BEISPIEL 3.15. Wir betrachten die Gleichung u; + txu, = 0. Dann gilt

t=tr, z(t)=¢& = z(t) =exp <t2;72>§

Mit 2(0) = x¢ = exp(—72/2)¢ erhalten wir die Lésung

tr§) = (0 (- ) ¢)

Lineare, inhomogene Gleichungen werden nach dem folgenden Prinzip gelost:
1) Man berechnet z¢ = Xo ~(§)

2) Man 16st die Gleichung w = B(z,t) = B(Xt,0(z0),t) und erhélt die Losung w(t) =
Wi 0(xo, wp) in der Form

3) Dann gilt
u(€,7) = Wro(Xor(§);uo (Xo,r(£)))

= XOT /B SXST d

Héngt die Funktion A nicht von t ab, A(z,t) = A(zx), so ist die Differentialgleichung
& = A(x) eine autonome Gleichung. Dann gilt X; s(xo) = X;—s(20). Weiterhin kénnen wir
in diesem Fall die Halbgruppeneigenschaft des Flules X; verwenden, d.h. es gilt X; 0 Xg =
Xs4¢. Daraus folgt natiirlich direkt X{l =X_4.

1.2. Nichtlineare Gleichungen. Wir kommen nun zur Charakteristikenmethode
fiir allgemeine nichtlineare Gleichungen

(3.6) F(y,u,Vu) =0

in U C R™ mit Randbedingungen u = g auf I', wobei I' C OU und g : I' — R vorgegeben.
Die Idee ist, fiir einen festen Punkt y € U eine charakteristische Grundkurve zu finden,
die den Punkt y mit einem Randpunkt yg € I verbindet. Dann erhalten wir, analog zum
vorhergehenden Abschnitt, die Losung von (3.6), in dem wir die charakteristische Kurve
von (y0,9(yo)) bis (y, u(y)) berechnen.

Sei also y(s) = (y1($), ..., yn(s)) eine Parametrisierung der charakteristischen Grundkurve
mit s € J C R. Fiir u € C?(U) Losung von (3.6) setzen wir

3.7) w(s) == u(y(s))

und

(3.8) p(s) = Vu(y(s))
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Wir berechnen zunéchst

(39 i S (o) 2
j=1

Um eine Darstellung fiir die zweiten Ableitungen u,,,, zu erhalten, differenzieren wir die
Gleichung (3.6) nach y;:

OF OF " OF
8_%(3/7 u, VU) + 8_w(y’ u, vu)uyl + ; 8—17](y’ u, Vu)uyiyj =0
Setzen wir nun
dy; OF
(3.10) . 8pj( (s),w(s),p(s))
so erhalten wir mit (3.7), (3.8) die Gleichung
OF OF " OF
a_yi(y(s)’w(s) p(s)) + 5 -(y(s), wls), p(s))pi(s) + ; @(y(S), (s),p(8))ty,y; =0

Dies zusammen mit (3.10) in (3.9) eingesetzt ergibt

(3.11) 5. W), w(s),p(s)) = - (y(s), w(s), p(s))pi(s)

ds _ayi
Schliefflich kénnen wir (3.8) ableiten und erhalten
dy]( s) - OF
=Y pi(s)z—(y(s),w(s),p(s
Zayj > py(s) - (0(6), w(s). ()

7j=1
Fassen wir alles zusammen, erhalten wir also 2n 4+ 1 gewohnliche Differentialgleichungen

erster Ordnung, die das charakteristische System der nichtlinearen Differentialgleichung
(3.6) bilden:

1) U= D Ps) (). pe)
613 P b ps) ). pe) a)
By B b p(ys), w(s),p(s) — DuF (), wls), p(s)p(s)

SATZ 3.16. Sei u € C2(U) eine Lisung von (3.6) in U. Wir nehmen an, dass y() die
Differentialgleichung (3.12) mit w(-) = u(y(-)) und p(-) = Vu(y(:)). Dann lést w(s) die
Differentialgleichung (3.13), p(s) die Differentialgleichung (3.14) und zwar fiir die Werte
von s, fir die z(s) € U gilt.

BEIsPIEL 3.17. Wir suchen die Ldsung des nichtlinearen Problems

Ug, Ugy = U 0 U
u=21z% aufl
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mit U = {x1 > 0} und I' = OU = {z1 = 0}. Das charakteristische System lautet
Ty = p2, T2=p1
W= 2pip2
p1 = p1, P2=0p2
Wir losen zundchst die Gleichungen fir p1 und po:
pi(s) = pie’
pa(s) = poe’

Diese Losungen setzen wir in die ersten beiden Gleichungen des charakteristischen Systems
ein und erhalten

i1 = phe’
iy = ple’
W= 2piphe”
Damit folgt
x1(s) = 2xg(e® —1)
xo(s) = mo(e® +1)/2
w(s) = (x0)%e™

wobei wir bereits die vorgegebenen Randbedingungen beriicksichtigt haben: auf dem Rand
x1 =0 gilt u(0, ) = 2 und damit u,,(0,x¢) = 2x¢. Dies liefert den Wert fiir py am Rand.
Aus der Differentialgleichung erhalten wir pips = w und damit am Rand p?pg = wy = 3:3.
Damit folgt direkt p§ = x¢/2.

Sei nun der Punkt (x1,x2) fest, dann suchen wir einen Punkt xy sowie ein s mit (x1,z2) =
(2zo(e® — 1), xo(e® 4+ 1)/2). Aus dieser nichtlinearen Gleichung fir xo und s folgt

4.731 —1 s r1 + 41‘2
.’L‘O = s = —
4 4:1}2 — I
Damit lautet die Losung
u(zy,xe) = u(zi(s),z2(s)) = w(s) = (1‘0)2628
(i + 43:2)2
N 16

2. Nichtlineare skalare Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir Cauchyprobleme fiir nichtlineare skalare Erhaltungs-
gleichungen,

(3.15)
u = wug aufRx {t=0}

wobei f : R — R eine vorgegebene nichtlineare FluBfunktion ist. Zur Losung des Anfangs-

wertproblems (3.15) wollen wir wieder die Charakteristikenmethode verwenden. Dabei

stellt man aber direkt fest, dass das Konzept klassischer Lésungen zusammenbricht.

{ut—l-f(u)I = 0 inRx(0,00)
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2.1. Verdiinnungs— und Sto3wellen. Wir wollen die Lésung des Anfangswertpro-
blem mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens berechnen: die skalare Erhaltungsgleichung
a8t sich auch in der Form

u + f(u)ugz =0

schreiben, d.h. wir erhalten eine quasilineare Gleichung. Nach Abschnitt 3.1.1 lautet das
charakteristische System

{53 = (J)”(w) z(0) = 2o

W= w(0) = wp
Aus w(t) = wy folgt
() = f'(wo)t + zo = X¢0(x0,wo)

Also sind die charakteristischen Grundkurven Geraden, deren Steigungen von dem An-
fangswert wo = u(xp) abhéngen. Um nun die Losung u(f, ) zu bestimmen, miissen wir
fiir zp mit (x,t) gegeben die Gleichung

(3.16) Ti(zo) = f(uo(zo))t + 20 =2
16sen. Dies wird im Allgemeinen nicht global in der Zeit ¢ moglich sein.

BEMERKUNG 3.18. Da entlang der charakteristischen Grundkurve die Beziehung u(t,x) =
ug(xo) gilt, kann man zur Lésung des Problems ebenfalls die Gleichung

u(t7 .%') = UO(.I‘ - h(u(ta .%'))t)
betrachten, wobei hier der Wert u(z,t) die Unbekannte ist.

Ein klassisches Beispiel, fiir das die Gleichung (3.16) nicht fiir beliebige Zeiten ¢ > 0 losbar,
ist die nichtlineare Burgers—Gleichung

up + <“;> =0, u(z,0) = ug()

Die charakteristischen Grundkurven sind
(3.17) x(t) = up(zo)t + xo

und daher abhéngig von der vorgegebenen Anfangsbedingung ug. Wéhlen wir etwa

1 <0
up(z) = 1—z : z€][0,1]
0 o >1

so erhalten wir aus (3.17) die Grundkurven

t+ xo Dz <O0
-T(t) = (1 - $0)t +x9 : Xg € [0, 1]
T x> 1
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(o]
U(X)

Characteristic

ground curves

X

Bild 3.3: Anfangsbedingung und zugehorige charakteristische Grundkurven.

Die Gleichung (3.16) ist fiir ¢ < 1 losbar und wir erhalten die klassische Losung des
Problems in der Form

1 o<t
(3.18) u(z,) =49 1—2)/1—-¢t) : 0<t<z<1
0 T >1
denn fiir 0 <t <z <1 gilt
_ x—t
zo =Ty 1(1’): 1_¢

und daher
a:—t_l—a:
1—t 1—t

u(t,x) =up(xg) =1—a9=1=

Was mit der Losung fiir ¢ — 1 passiert, ist im Bild 3.4a dargestellt: es entsteht eine
sogenannte Verdichtungswelle und man muss den Begriff einer klassischen Lsung, also eine
differenzierbare Losung, auf das Konzept der schwachen Lésungen abschwichen. Diese
Thematik werden wir im néchsten Abschnitt behandeln.

Zuvor untersuchen wir noch das Verhalten der Losung der Burgers—Gleichung, falls die
Anfangsbedingung eine monoton steigende Funktion in x ist. Ist ug weiterhin eine glatte
Funktion, so fiillen die Charakteristiken den gesamten (z,¢)-Raum aus (siehe Bild 3.4b).
Das bedeutet aber gleichzeitig, dass die Gleichung (3.16) global, d.h. fiir alle ¢ > 0 1osbar
ist und demnach funktioniert die Charakteristikenmethode auf dem ganzen Raum.
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u(t,x) t

increasing t ->

X X

Bild 3.4: Entstehung einer Verdichtungswelle und charakteristische Grundkurven fiir eine monoton
steigende Anfangsbedingung ug.

Beinhaltet die Anfangsbedingung eine Sprungstelle (also eine Unstetigkeitsstelle), zum
Beispiel in der Form
cqg : <0
UO(.’L‘) _ { 1 >

o x>0
mit ¢; < ¢, so ergibt die Methode der Charakteristiken

B ci : rz<ct
u(t’x)_{CQ : x> cot

aber der (z,t)-Raum enthélt einen Bereich, in dem die Lésung nicht definiert ist, da keine
charakteristische Grundkurve in diesen Bereich lduft (siche auch Bild 3.5b)

3% t

C2

X X

Bild 3.5: Anfangsbedingung mit einer Sprungstelle und resultierende charakteristische Grundkurven.

Diesen Phédnomen bezeichnet man als eine Verdiinnungswelle Auch in diesem Fall bricht
das Konzept einer klassischen Losung, die sich mit Hilfe der Charakteristikenmethode
berechnen ldst zusammen.

2.2. Schwache Lo6sungen bei skalaren Erhaltungsgleichungen. Am Beispiel
der Burgers—Gleichung haben wir gesehen, dass bei nichtlinearen Erhaltungsgleichungen
der Begriff einer klassischen Losung zusammenbricht: wir hatten dazu zwei typische Situa-
tionen untersucht, ndmlich die einer Stolwelle, bei der Charakteristiken in einem Punkt
zusammenlaufen, und den Fall einer Verdiinnungswelle, bei der Bereiche in der (z,t)—
Ebene existieren, in denen keine Charakteristiken liegen.

Wir kommen daher zum Begriff einer schwachen Lésung von Erhaltungsgleichungen der



2. NICHTLINEARE SKALARE ERHALTUNGSGLEICHUNGEN 65

Form (3.15). Sei dazu v : R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompak-
ten Trager. Eine solche Funktion bezeichnen wir als eine Testfunktion. Multiplizieren wir
die Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0 mit einer Testfunktion v und integrieren iiber
R x [0, 00), so erhalten wir

S
I
0\8

/ ug + f(u)y) vdxdt
—00

= //uvtda:dt— /uo( //f Yupdxdt
0 —o0 —00 0 —o0

Setzt man nun noch die Anfangsbedingung u(z,0) = wug(z) des Cauchyproblems an, so
ergibt sich

(3.19) // (uvy + f(u vx)da:dt—k/uo(:z)v(x,())dx:o
0 —o0 — 0

Es ist offensichtlich, dass die Gleichung (3.19) auch dann sinnvoll ist, wenn u nicht glatt,
sondern zum Beispiel nur beschrénkt ist. Wir definieren daher

DEFINITION 3.19. Eine Funktion u € L>(R x (0,00)) heifit Integralldsung von (3.15), falls
(3.19) fiir alle Testfunktionen v erfillt ist.

Mit Hilfe von Integrallsungen sind wir in der Lage, die beiden Ph&nomene, ndmlich Stof3—
und Verdiinnungswelle als schwache Losungen von Erhaltungsgleichungen zu interpretie-
ren. Wir untersuchen zunéchst den Fall einer Stolwellenlosung:

DEFINITION 3.20. Fine Stoffwellenldsung u ist eine Integrallésung der Erhaltungsgleichung
(3.15), wenn eine sogenannte StoBfront x = s(t), s € C' ewistiert, sodass u jeweils fiir
x < s(t) und x > s(t) eine klassische Ldosung von (3.15) ist und u bei x = s(t) eine
Sprungstelle mit Sprunghdhe [u](t) = u(t, s(t)T) —u(t, s(t)~) besitzt. Die Grifie $(t) nennt
man die StoBgeschwindigkeit.

Die Stogeschwindigkeit § (und damit auch die Sprunghéhe [u]) bestimmt man aus der
Bedingung (3.19): die StoBfront = s(¢) definiert eine Kurve C' = {(z,t)|z = s(¢)}m die
ein offenes Gebiet U C R x (0,00) mit C' C U in einen linken und rechten Bereich U; und
U, unterteilt, in dem die Funktion w jeweils differenzierbar ist.

Sei also v eine Testfunktion mit kompaktem Tréger in U. Dann gilt

O/ZO wvy + f(u)vy)drdt = // wv + f(u)vy) da:dt+// wvy + f(u)vg)dadt
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Da u jeweils in U; und U, eine klassische Losung ist, kénnen wir partiell integrieren und
erhalten

4/(111& + f(u)vy)dzdt = /(U1V2 + flu)vodl

C
/ / (e + f(u)vy)dadt
U

Hier bezeichnet v = (v, 15) den Einheitsnormalenvektor an die Kurve C', wobei v von U,
in den Bereich U, zeigt. Weiterhin bezeichnen die Symbole u; und w, die Grenzwerte der
Funktion u von links bzw. rechts.

Durch Addition erhalten wir also die Bedingung

/((F(Ul) — F(u,))vi + (w — up)vo) vdl

C

- /(Uer + fup)vy)vdl

c

die fiir alle Testfunktionen v gilt. Daraus folgt aber direkt entlang der Kurve C' die Be-
dingung

(3.20) (F'(w) = Fup))vi + (w —up)rg =0

Wir miissen nun noch den Normalenvektor v = (v, v2) bestimmen:
v=(vi,m) = (1+3%)712(1,-$)

Damit erhalten wir aus (3.20) die StoBgeschwindigkeit in der Form

(3.21) [f] = 3[u]

wobei [u] = u; — u, und [f] = f(w;) — f(u,) die Sprunghéhe in v und dem Flu f(u)
bezeichnen.

SaTz 3.21. Ist x = s(t) die Stofifront einer Stoffwellenlésung von us + f(u)z = 0, so gilt
fiir die Stofigeschwindigkeit s die Beziehung

(3.22) slu] = [f]
Die Gleichung (3.22) bezeichnet man als Rankine-Hugoniot Bedingung.

BEMERKUNG 3.22. Die Stoffwellenldsung ist genau dann eine schwache Ldsung, wenn sie
die Rankine—Hugoniot Bedingung erfiillt.

BEISPIEL 3.23. Wir betrachten wiederum die Burgers—Gleichung
uy +uu, =0
und berechnen mit f(u) = u?/2

_oup —uy (u; + up)[u]
2 2
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Damit ergibt sich fiir die Stofigeschwindigkeit $ = (u; 4+ u,)/2. Mit der Anfansbedingung

1 <0
up(z) = 11—z : z€][0,1]
0 o >1

ergibt sich also firt < 1 die klassische Ldsung

1 @ <t
ut,z) =4 =2 : 0<t<z<l1
0 : x>1

Fiirt > 1 setzen wir die Losung durch die Stoffwelle
1 z<s(t)

ult, ) = { 0 : z>s(t)
fort. Da $(t) = (w; + u,)/2 = 1/2 erhdlt man
1 1
t) =-t+ -
s(t) =5t + 3
denn beit =1 gilt s(1) = 1. Die Stofwellenlosung lautet daher firt > 1

1wyl
“w@_{o AN

Wir kommen nun zum Konzept von Integrallésungen beim Auftreten einer Verdiinnungs-
welle:

BEISPIEL 3.24. Wir betrachten wieder die Burgers—Gleichung, diesmal mit der Anfangs-
bedingung

. -1 : =<0
wle) =sign(@) = { 711150

Wir versuchen als die Liicke im (x,t)-Raum, in der keine charakteristische Grundkurve
liegt, zu fiillen

-1 1
-1 T < 5t
X vt ) = a %tﬁwgo
’ - 0<x§1_T°‘t
1 r > =9

2
Bild 3.6: Integrallosung fiir die Anfangsbedingung uo(z) = sign ().
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Die angegebene Lisung erfillt offensichtlich die Rankine—Hugoniot Bedingung, allerdings
fir alle =1 < a < 1. Man findet allerdings noch andere Ldsungen, zum Beispiel

-1 @ <t
(3.23) u(z,t)=¢ z/t : —t<zx<t
1 x>t

d.h. die Liicke wird durch die Werte x/t ausgefillt.

BEISPIEL 3.25. Wir nehmen die Anfangsbedingung
wo() = 0 : <0
711 s 2>0

Dann erhalten wir zum Beispiel die beiden Lésungen

0 : x<t/2
“1(“):{1 : x>t?2

und
0 : <0
ug(z,t) =< x/t : 0<x<t
1 : x>t

Die erste Losung reprisentiert eine unphysikalische StoBwelle, die zweite wiederum ein
Verdiinnungswelle.

Wir sehen also, dass durch das Konzept von Integrallésungen die Eindeutigkeit von Losun-
gen verloren geht. Wir miissen uns also iiberlegen, durch welche Zusatzbedingungen wir
eindeutige Integrallésungen bekommen. Diese Losungen sollen natiirlich die physikalisch
korrekten Losungen sein.

Ein weitere Problem beim Konzept von Integrallésungen ist, dass die Stofbedingung, die
wir in der Form der Rankine-Hugoniot Bedingung ausgedriickt hatten, nicht invariant
gegeniiber Transformationen des Systems ist. Dies iiberlegen wir uns wiederum an einem
einfachen Beispiel:

BEISPIEL 3.26. Wir betrachten die skalare Erhaltungsgleichung
(3.24) u + f(u), =0f" >0
wobei die Fluffunktion strikt konvex ist, d.h. f"” > 0. Mit der Transformation F = f'(u)
lautet die Gleichung (3.24)
F2
Ft + <7>x =0

Fy+ FFy = f"(wue + f'(w) " (w) ' (wuz = " (u)(ue + f/(w)uz) =0
Formulieren wir die Rankine—Hugoniot Bedingung fiir (3.24), so erhalten wir fir die Stofs-
geschwindigkeit die Formel

da

W)= f) 1 f
Uy =15 = —Ul_uTu/f()d,

[u] u; — Uy
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dagegen ergibt sich fiir die transformierte Gleichung

Uy = %(Fl +F)= % (f'(w) + f'(ur))

Es gilt Uy = Us nur, falls

1 f 1
(3.25) [ e =5 () + 7))
Soll (3.25) fiir alle w;, u, giiltig sein, so bendtigen wir (mit f' = g)
y
1 1
—— [ 9606 = 5 (o) + al0)
€T _f_J

— — arithmetischer Mittelwert
integraler Mittelwert

Fiir festes x differenzieren wir nach y und erhalten

1

9(v) = 3(9(x) + 9(0) + 50y~ )5/ W)

woraus die Gleichung

= & glinear & f(u) = a+ bu + u?

folgt. Fiir andere Flifle ergibt die Transformation also eine andere Stofigeschwindigkeit.

2.3. Entropiebedingungen und Eindeutigkeit von Integrallésungen. Um bei
Integrallésungen eindeutige Losungen zu erhalten, miissen zusétzliche Bedingungen ge-
fordert werden, die man als Entropiebedingungen bezeichnet. Diese Bedingungen wurden
zuerst bei Problemen aus der Stréomungsdynamik verwendet. Einige typische Bedingungen
sind

1) Die Lax—Oleinik—Bedingung: es existiert eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle z, z € R,
t > 0 mit z > 0 gilt

u(t,z +2z) —u(t,x) < %z

Wir werden spéter sehen, dass Integrallosungen, die zusétzlich die Lax—Oleinik—Bedingung
erfiillen, eindeutig sind. Diese Bedingung schlieft direkt Stofiwellen mit einer negativen
Sprunghdéhe [u] = u; — u, aus.

2) Die Kausalitdtsbedingung: fiir Stowellen soll gelten

fllur) <5 < fl(w)

Dies bedeutet, dass die Geschwindigkeit vor der Stolwelle kleiner als hinter der Stofiwel-
le ist. Dies ist aus physikalischer Sicht eine sinnvolle Bedingung, denn Stéfle entstehen
dadurch, dass Charakteristiken ineinanderlaufen. Die Kausalitétsbedingung erzwingt die
Eindeutigkeit von Integrallosungen.
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3) Die Lax—Bedingung: sei 7 eine beliebige konvexe Funktion (nédmlich die Entropie des Sy-
stems) und o gegeben durch ¢’ = 7 f’. Das Paar (1, 0) heifit Entropie-EntropiefluB—Paar,
falls gilt
()i +o(u)e <0
Folgende Stoflbedingung erzwingt dann ebenfalls die Eindeutigkeit von Integrall6sungen:
es gilt
oy — Or

MmN

fiir alle Entropie-Entropieflul-Paare (n, o).

BEISPIEL 3.27. Wir betrachten die Lisungen uq(x,t) aus Beispiel 3.24,

-1 r < S5t
-1
Uo(t,7) = « O‘Tt <zx<0
a\"y - 1—
sowie die Verdiimnungswelle

-1 @ x<—t

u(z,t) =< z/t + —t<z<t
1 : z>t

Die Lisungen u,, erfillen offensichtlich nicht die Lax—Oleinik Bedingung an der Sprung-
stelle von x = (a —1)t/2, denn u, —u; = a+1 > 0. Dagegen erfillt die Verdinnungswelle
u(zx,t) die Lax—Oleinik Bedingung. Zum Beispiel gilt fir x < —t und x+z > t, also z > 2t

u(z +2,t) —u(x,t) =2 < %

BEMERKUNG 3.28. Es gibt noch eine andere Methode eindeutige Integrallésungen zu be-
kommen: man wdhlt solche Lisungen aus, die sich als Grenzwerte lim._ou®(x,t) von
Lésungen der Differentialgleichung

out  Of(u®)
(3.26) 55 T oy~ Sl
darstellen lassen. Die Gleichung (3.26) besitzt fiir e > 0 (mit geeigneten Rand— und/oder
Anfangsbedingungen) aufgrund des Diffusions— oder auch Viskositdtsterms eut, eine ein-
deutige, klassische Lésungen.

Wir beschréinken uns im weiteren Verlauf auf die Lax—Oleinik—Bedingung und zeigen, dass
Integrallésungen, die zusétzlich diese Bedingung erfiillen eindeutig sind. Zunéchst formu-
lieren wir einen Existenzsatz von Entropielésungen der nichtlineare Erhaltungsgleichung

{ut—l-f(u)I = 0 inRx(0,00)

(3.27)
u = wug auf Rx {t =0}

wobei f € C? und f” > 0, d.h. f ist strikt konvex.
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SATZ 3.29. Sei ug € L®(R) und sei f € C? mit f” > 0 auf {u||u] < ||uolloo}. Dann
existiert eine Integrallosung von (3.27) mit den folgenden Eigenschaften:
1) Ju(z, t)| < |Juplleo = M fiir (z,t) € R x (0,00)
2) Es existiert eine Konstante C > 0, sodass fir alle z >0t >0 und z € R gilt

C
(3.28) u(z + 2,t) —u(zx,t) < 77
3) Die Losung u ist stabil und hingt stetig von dem Anfangswert ug ab, d.h. ist vy € L>°(R)

mit ||volleo < [Juolleo und v die zugehdrige Lisung von (3.27) mit Anfangswert vy, dann
gilt fiir alle x1,x9 € R mit 1 < xo und jedes t > 0

x2 xo+At
/ (e, £) — v(a, t)|de < / luo() — vo(a)|de
1 r1—At

mit A = max{[f'(u)| [ |u] < [luolloc}-

BEWEIS. siehe J. Smoller, Shock Waves and Reaction—Diffusion Equations, Springer
Verlag (1980). O

BEMERKUNG 3.30. Die Konstante C' hdngt nur von den folgenden Grifien ab: M, p :=
min{f"(u) | |u| < [[uolloc} und A = max{[f'(u)| [ |u] < [luollco}

Eine Integrallosung, die die Entropiebedingung (3.28) erfiillt, nennen wir auch Entro-
pielosung. Weiter sind Entropielsungen eindeutig.

SATZ 3.31. Sei f € C?, f” > 0 und seien u und v zwei Entropielésungen. Dann gilt u = v
fast dberall in t > 0.

BEWEIS. siehe J. Smoller. O

Als Beispiel zu Entropieltsungen wollen wir die Losung des allgemeinen Riemannproblems
angeben, d.h. wir betrachten das Problem (3.27) mit der Anfangsbedingung fiir u; # u,

w2 <0
(3.29) up(x) = { w x>0

Fiir die Fluffunktion gelte wieder f € C?, f” > 0 und wir setzen g = (f')~L.

SATz 3.32. Fiir u; > wu, ist die eindeutige Entropielosung des Riemannproblems (3.27),
(3.29) gegeben durch die Stoffwellenlésung

) w <ot
u(z,t) .—{UT 2ot (x eR,t>0)

wobei die Stofigeschwindigkeit o durch die Rankine—Hugoniot Bedingung gegeben ist,
_ flw) — flur)

Uy — Uy
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Fiir w; < u, ist die eindeutige Entropielésung des Riemannproblems (3.27), (3.29) die
Verdiinmnungswelle

u ox < ()t
u(z,t):==< glz/t) + fllut<z<f(u)t (reRt>0)
up o> f(u)t

BEwEIs. Die angegebene StofSwellenlsung ist eine Integrallésung, da sie die Rankine—
Hugoniot Bedingung erfiillt. Gleichzeitig gilt wegen u; > u,

u(z + z,t) —u(x,t) <0

und damit ist auch die Entropiebedingung (3.28) erfiillt.
Die Verdiinnungswelle ist konstant fiir z < f’(w)t und = > f’(u,)t und lost daher die
vorgegebene Erhaltungsgleichung. Fiir f'(u;)t < < f'(u,)t berechnet man

w = —5d(x/t)
g (a/t)

fe = Flo@/t)a = flol/0) 7= = 54 (o/t)

Daraus folgt, dass g(z/t) ebenfalls die Gleichung u; + f(u), = 0 15st.
Es bleibt also zu untersuchen, dass die Verdiinnungswelle die Entropiebedingung (3.28)
erfiillt: hier geniigt es den Fall f/(u)t < x,x + 2z < f'(u,)t zu betrachten. Es gilt

u(:c+z,t)—u(:c,t):g<x+z>+g(f) <L<x+z—5> _ 1z

t t t t t

wobei L die Lipschitz-Konstante der Funktion g bezeichnet. Diese existiert da € C? an-
genommen wurde. O

Zum Abschluss geben wir noch zwei Resultate (ohne Beweise, siehe etwa im Textbuch von
Evans) zum Langzeitverhalten von Entropielosungen, das natiirlich von der zugrundelie-
genden Norm abhéngig ist.

Sei f glatt, f(0) = 0 und ug beschrinkt und integrierbar. Dann gilt:

SaTz 3.33. Es existiert eine Konstante C, sodass

u(e, 0] < -
fir alle x € R, t > 0.

DerSatz besagt also, dass die L°*°~Norm der Losung fiir t — oo gegen Null geht.
Fiir die L'-Norm zeigt man dagegen folgendes Resultat:

Satz 3.34. Sei f(0) = 0 und die Integrallésung von habe einen kompakten Tréiger in

R x [0,00). Dann gilt
/u(a:,t)dx = /uo(a:)dx
[ee) e}
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Der Beweis dieses Satzes ist eine kleine Ubungsaufgabe.

Beziiglich der L'-Norm kann man sogar noch mehr zeigen, némlich, dass u in L! im
Grenzwert t — oo eine sehr einfache Gestalt annehmen muss. Dazu nehmen wir an, dass
ug einen kompakten Trager besitzt.

Fiir gegebene Konstanten p,q > 0, d > 0 und o definieren wir die N-Welle als

1 /x
(2 —0) —(pd)? + ot <z < (qdt)'/? + ot
Nt ~(3-0) —(pa) (qdt)

0 sonst

Die Konstante o ist also die Geschwindigkeit der N—Welle. Sei nun

o = f(0)
d = f'(0)>0
y
= —2mi d
D ggl{&l/uo(:z) x
o.¢]
q = 2max/u0(3:)d:n
yeR
y

Dann gilt folgende asymptotische Aussage fiir die Losung w:

SaTz 3.35. Seip,q > 0. Dann existiert eine Konstante C, sodass

[ee]
C
[ 1ute.0) = Niwt)jde < o

fir alle t > 0.

3. Systeme von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir (quasilineare) Systeme von partiellen Differentialglei-
chungen erster Ordnung der Form

o~ ou
e (4) g% _
(3.30) T + ZE 1 AV (z,t,u) 0z, B(z,t,u)
wobei u : R™ x (0,00) — R™, u = (uq,...,un) die gesuchte Funktion ist. In der Gleichung

(3.30) sind A® 1 =1,... n gegebene m x m Matrizen, sowie B € R™.
Wir geben einige Beispiele zu solchen Systemen: wir haben bereits in Kapitel 1 ein quasili-
neares System kennengelernt, ndmlich die (isentropen) kompressiblen Euler—Gleichungen.



74 3. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

FEin den Euler—Gleichungen #hnliches System sind die sogenannten Flachwasserwellenglei-
chungen in der Form

oh  9(hu)

ot T or = !
ou  O(gh+u?/2)
E—F ox =0

Dabei bezeichnet h = h(x,t) die Héhe, u = u(x,t) die Geschwindigkeit der Wasserwelle
am Ort x zur Zeit ¢, sowie g die Gravitationskonstante.
Ein anderes Beispiel sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen aus der kom-

plexen Analysis
Oou Ov ou  Ov

ox Oy 8_y+83:_

DEFINITION 3.36. Gegeben sei das quasilineare System (3.30). Dann bezeichnet man mit
Q(P; N\ &1,...,&,) mit P = (x,t,u) gegeben durch

Q(P; A6, 6,) = det (AEm +3 &A“)(P))
i=1
als charakteristische Form wvon (3.30). Eine Fliche
F={(@,1)|®(x,t) =0}, @ eC"
nennt man charakteristische Flache beziiglich der gegebenen Ldsung w, falls die Normale e

an die Fldche o 9 oP
e = (E(x,t), 8—901(96’t)’ ce a—%(%t))

die Gleichung
Q(Pa 6) =0 VP= (xvtvu($>t))
erfillt.

Wir geben zunéchst ein Beispiel zu einer nichtcharakteristischen Fléche.

BEISPIEL 3.37. Sei F' die Anfangsmannigfaltigkeit firt =0, d.h. F = R" x {t = 0}. Dann
ist die Normale an F gegeben durch e = (0,...,0,1) und damit

Q(Pye)=detE,, =1#0
Also ist F nichtcharakteristisch.
Wir betrachten nun die Flédche F' gegeben durch
F={(z,t)|¥(z) —t =0},

d.h. fiir ¢ fest ist die Menge {x | ¥(x) = t} gerade eine Niveaumenge von F'. Dann sind die
Normalenvektoren an F' von der Form

€= (_17\Ij$1>' o 7\Ij$n)
und die Fliache F ist charakteristisch, falls
Q(P;—1,V,¥)=0
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Da die charakteristische Form @) die Determinante einer Matrix ist, multiplizieren wir mit
1/|V,¥| und erhalten

1 V.U
F charakteristisch < @ <P; — a )> =0

Wir setzen nun

1 S
Vo V|
V. ¥ 1

= —— 5"
V.Y

Dann ist a die Einheitsnormale an die Fliche ¥(x) = ¢ und wir erhalten folgende geome-
trische Deutung der beiden Gréflen |v| und «: die Niveaumenge {z |¥(z) = ¢} kann als
eine Wellenfront interpretiert werden, d.h. Wt = {z | ¥(z) = t}.
Wir wollen nun die Geschwindigkeit der Wellenfront W? in Richtung «, also in Norma-
lenrichtung, berechnen: sei dazu der Punkt xg € R™ eine Element der Niveaumenge, d.h.
U(zg) = t. Dann gilt

v = Ry

o4+ A e W o W(zg+ o) =t 46t

und wir withlen A, sodass ¥(xzg + Aa) =t + 6t
Um die Geschwindigkeit w der Wellenfront zu bestimmen, untersuchen wir den Grenzwert
A — 0: hier gilt

lim m = lim Al = 1
A—0[0t]  A=0 |U(xo 4+ aX) — ¥(zo)| | 0a¥(z0)
_ 1 _ ' |V (z0)] _ 1 ol
VU(z0) - |V¥(z0) V¥(z0)| [VE(20)

Die Wellenfront bewegt sich also in Normalenrichtung « gerade mit der Geschwidigkeit
v].

Gleichzeitig ist ¥(x) = t eine charakteristische Fliche, falls fiir gegebenes a die Geschwin-
digkeit |v| gerade ein Eigenwert der Matrix 3 oy A®) ist. Dies sicht man folgendermafien:
ist o gegeben, so muss |v| eine Nullstelle von Q(P; —|v|, @) sein. Dies bedeutet aber gerade,
dass

n
Q(P; —|v|,a) = det <—|U|Em + ZQZA@)) =0
i=1
ist, also ist |v| ein Eigenwert von > a; A®).
Diese Eigenwerte bezeichnen wir daher auch als Normalgeschwindigkeiten und verwenden
sie um Systeme erster Ordnung zu klassifizieren.

DEFINITION 3.38. Das System (3.30) heifst (strikt) hyperbolisch in Richtung e = (T,z;)
mit |e| =1, falls
1) Q(P;e) # 0
2) fiir jeden Vektor n € R"*1 mit e L n, n# 0 besitzt die Funktion A — Q(P;\e + 1)
nur (paarweise verschiedene) reelle Nullstellen.
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BEMERKUNG 3.39. FEine fiir uns wichtige Richtung ist die Zeitrichtung mit e = (1,0).
Dann ergibt jeder Vektor & € R™ den zu e ortogonalen Vektor n = (0,£). Weiterhin ist
Ae+n=(\E) und

A — Q(P; Xe+ 1) = det (/\Em +y giA@')(P))

Das System (3.30) ist also dann und nur dann (strikt) hyperbolisch in der Zeit, wenn die
Matriz ZfiA(i)(P) fiir alle & € R™ nur (paarweise) verschiedene reelle Eigenwerte besitzt.

n .

DEFINITION 3.40. Ist fiir alle & # 0 kein FEigenwert von ) &AW reell, dann heifit das
i=1

System elliptisch.

BEISPIEL 3.41. Wir kénnen die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen auch in

der Form
U 0 -1 u
() (T3 (),
T Yy

schreiben, d.h. die Variable x ibernimmt die Rolle der Zeitvariablen t. Dann ist

4. (0 -1
w0

u ; 0 —1
;&A”:g(l 0)

Die Figenwerte der Matriz A sind gerade A = +i und das System ist demnach elliptisch.

und

BEISPIEL 3.42. Man kann die eindimensionale Wellengleichung yu — Yz = 0 auch als ein
System schreiben: wir setzen u = yy, v = Yy, und erhalten zundchst die skalare Gleichung
up = vy. Die Symmetriebedingung y.: = yi. liefert eine zweite Gleichung ndmlich vy = u,.
Wir erhalten demnach das System

()-(0)(2)

a4, ( 01
A0 — A_<1 0)

Fiir die Zeitrichtung miissen wir die Gleichung

sodass

det (AF + £A) = det <)\E2—§< v )) -

betrachten. Die Eigenwerte sind gegeben durch +& und daher paarweise verschieden und
reell. Das System ist also strikt hyperbolisch und 1 ist die (positive) Normalgeschwindigkeit
in die Richtungen +1 oder —1.
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BEISPIEL 3.43. Fiir die Flachwasserwellengleichungen haben wir A = < Z Z ) und

det (A\Eg + EA) = (A + &u)? — Egh =0

Fiir h > 0 erhdlt man wegen g > 0 die beiden Nullstellen

A= —(ut+\/gh)¢

Das System ist also in Zeitrichtung strikt hyperbolisch, solange h > 0 ist. Die Normalge-
schwindigkeiten sind dabei gegeben durch —u=+/gh. Das System ist nur hyperbolisch, falls
h in einem Bereich Null wird.

3.1. Hyperbolische Systeme mit konstanten Koeffizienten. Im diesem Ab-
schnitt nehmen wir an, dass die Matrizen A® unabhiingig von P sind und betrachten nur
homogene Systeme, d.h. B = 0. Dies bedeutet, dass der Begriff hyperbolisch in Zeitrichtung
nicht vom Ort, der Zeit oder der Lésung selbst abhéngt, sondern vielmehr eine Eigenschaft
des Systems ist. Wir betrachten also Anfangswertprobleme der Form

ou n ou .
u = up auf R"™ x {t =0}

und nehmen an, dass das System (3.31) hyperbolisch in der Zeit ist.
Wir untersuchen zunéchst den Fall n = 1. Dann lautet das System

(3.32) up = Muy

Die Gleichung (3.32) ist hyperbolisch in Zeitrichtung, falls die Matrix M nur reelle Ei-
genwerte besitzt; strikt hyperbolisch, falls die reellen Eigenwerte A1, ..., A, paarweise ver-
schieden sind.

Ist das System strikt hyperbolisch, so besitzt die Matrix M die m linear unabhé&ngigen
Eigenvektoren aq,...,a, und diese bilden eine Basis des R™. Insbesondere kann dann die
Anfangsbedingung ug(z) mit Hilfe dieser Eigenvektoren dargestellt werden,

m
ug(z) = Z D, (x)a;
i=1
Das System (3.32) ist linear. Daher kann die Lésung durch Superposition berechnet werden
und es geniigt das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung
ug(z) = ®(z)a

zu 16sen. Dabei ist a ein Eigenvektor von M und ® € C'!'. Die Losung dieses Problems ist
allerdings trivial:

u(t,z) = ®(x + At)a
Damit ergibt sich
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SATZ 3.44. Die Matriz M habe m paarweise verschiedene reelle Figenwerte A1,..., Am-
Weiter sei ay,...,an eine zugehidrige Basits von Eigenvektoren. Dann ist die Lésung des
Anfangswertproblems

ou ou

— = M— inR"x(0

ot ar (0, 00)

u = wug auf R" x {t =0}
gegeben durch

m

wobei

Ist das System (3.32) nur hyperbolisch, aber nicht strikt hyperbolisch, so sind alle Eigen-
werte reell, aber nicht notwendigerweise paarweise verschieden. Eigenwerte koénnen eine
algebraische Vielfachheit besitzen, die unterschiedlich von der geometrischen Vielfachheit
sein kann. Dementsprechend existiert nicht notwendigerweise eine Basis aus Eigenvektoren
und man muss auf die Jordansche Normalform {ibergehen. Dann gilt

LEMMA 3.45. Ist a ein Hauptvektor der Stufe r zum Eigenwert A und ug(xz) = ®(z)a,
® € C", dann ist die Losung des Anfangswertproblems (3.32) gegeben durch
r—1 tk
u(w,t) =Y H@w) (z + M)(M — AE)Fa
k=0
BEWEIS. Man berechnet
— ! ) k — (k+1) k
w = (k_l)!@ (z 4+ M) (M — \E) a+AkZ:OEq> (z 4+ M) (M — A\E)*a

3

Il

RN

k r=1 K
O*HD (3 M) (M — AE) T la+ 1) %@(k“)(a: + Xt)(M — AE)Fa
! s

[
= o
~

k r—1 ok
t
= BT (4 A (M — AE)* a4+ 1) Fp(’“”)(x + Xt)(M — AE)Fa
k=0

i
=]
™

r—1 L
t

= (M-AE+)E))_ H(I)(k“)(a: + X)) (M — AE)fa = Mu,
k=0 """

Im Fall mehrerer Ortsvariablen z € R™, n > 1 haben wir

n
(3.33) up =Y Myug,
k=1
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und die charakteristische Form lautet
QA €) = det (\Em, kaMk

Das System (3.33) ist strikt hyperbolisch in Zeltrlchtung, falls Q(\; &) fir alle £ € R™
reelle und paarweise verschiedene Nullstellen \1(§) < -+ < A, (€) besitzt. Die zugehérigen
normalisierten Eigenvektoren bezeichnen wir mit ay,...,am.

Wir bestimmen nun die Lésung von (3.33) zum Anfangswert u(0,z) = uo(x), den wir in
eine beliebigen Basis darstellen koénnen,

Also betrachten wir den Fall

(3.34) uo(x) = ®(z)a

wobei a € R™ beliebig und ® € C%(R").

SATZ 3.46. Euxistiert ein & € R™ und ein i € {1,...,m}, sodass

(3.35) uo(x) = p(z - §a;(§)

so ist die Losung von (3.33) mit Anfangsbedingung (3.34) gegeben durch
u(z,t) = p(x - § + Ai(€)t)ai(§)

BEMERKUNG 3.47. Die Darstellung (3.35) besagt, dass die Anfangsbedingung uwg auf einer
Ebene senkrecht zu & konstant ist und eine bevorzugte Richtung hat. Die Lésung u(x,t) ist
eine in Richtung & mit Geschwindigkeit A\;(§) (fir |§| = 1) laufende Welle

BEWEIS. Wir berechnen

up = @' (.. )Ni(€)ai(€),  ugy, = (... )Erai(§)
Dann gilt

u =Y Myug, = ¢'(...) (/\z‘(ﬁ)Em - kaMk> a;i(§)
k=1 k=1

0 (a;(¢) EV)

Wir nehmen nun eine Anfangsbedingung der Form

(3.36) uo(x) = p(z - &)a
wobei a € R™ beliebig, £ beliebig, aber fest ist. Wir zerlegen den Vektor a in die Eigen-

vektoren ai, ..., am
m

Z (a;&)a; (¢

wobei wir wiederum annehmen, dass das System strikt hyperbolisch ist.
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SATz 3.48. Das Anfangswertproblem fir (3.34) mit Anfangsbedingung (3.36) besitzt die
Lésung

m

u(e,t) =Y @@ - &+ \i(€)t)ei(a; E)ai(§)

=1

BEMERKUNG 3.49. Man zerlegt also den gegebenen Vektor a in gewisse Richtungen, fiir
die die Wellengeschwindigkeiten A(§) bekannt sind.

Den allgemeinen Fall einer Anfangsbedingung ug(z) = ®(z)a 148t sich auf den zweiten
Fall reduzieren, falls man die Funktion ®(z) in ebene Wellen zerlegt:

B(z) = / W - €)e(€)de
Rn

Dies erreicht man zum Beispiel durch Verwendung der Fouriertransformation,

5(6) = e | VOB

R"
definiert fiir ® € L'(R"). Die inverse Fouriertransformation lautet

1

Be) = o [ OB

R

~ eii(x'f)
— [ag G e
~—~—

die entsprechend fiir ® € LY(R™) definiert ist. Man beachte, dass o c LY(R™) nicht aus
® € L'(R") folgt. Wir 16sen nun das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung

(3.37) uo(x) = (6 e @8y

Aus Satz 3.48 erhalten wir die Losung

u(z,t) = Ze [( §)+AJ(§)t](2(T)zlcj(a7§)aj(5)
j=1 .
:a;(a,f)
1

— —i(z-€) E —iX; ()t &a*(a, &
(& (& a;\a,
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Integration tiber & liefert die allgemeine Losung in der Form

m

u(x = —1 e (2P e~ Nt g* (g €)d
(@) <2”>"R[ O (0. €)de
_ ~iEOG ()
o R/ BE)D(E, 1)
= (PD)"(x)

SATz 3.50. Die Lisung des Anfangswertproblems (3.34) mit Anfangsbedingung (3.37) ist
gegeben durch

~

(3.38) u(z,t) = (Pw)"

wobei

e N ®le;(a,€)a;(€)

£
™

|
WE

1

.
Il

ci(a; §)ai(§)

I

1

7

und V' die inverse Fouriertransformation bezeichnet.

4. Analytische Losung einfacher quasilinearer Systeme

Wir beschrianken uns auf den Fall m = 2, d.h. wir betrachten quasilineare Systeme der
Form

us + A(u)u, =0
wobei A(u) eine von der Losung U abhéngige 2 x 2-Matrix ist. Die Matrix A(u) erhélt
man normalerweise aus einem System von nichtlinearen Erhaltungsgleichungen,
ur + f (u)a: =0
wobei f : R? — R? und A die Jakobimatrix vom Fluf} f ist, d.h. A = DF.
Die erste Losungsdarstellung, die wir herleiten wollen, basiert auf dem sogenannten Einfa-
che Wellenldsung: hier suchen wir Losungen, die durch den Ansatz u; = H(ug) bestimmt
werden konnen.
Als Beispiel betrachten wir das System der Flachwasserwellengleichungen:
hy +uhy + hu, = 0
U+ ghy +uu, = 0
Unter Verwendung des Ansatzes h = H(u) erhalten wir
H' (w)uy + H' (u)uug + H(uw)u, =
ug + gH' (u)ug + vy

Il
o o
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und damit die Bestimmungsgleichung fiir H(u) in der Form

H(u)
H =
Dies liefert die Differentialgleichung
(3.39) gH'(u) = +/gH

Setzt man (3.39) in die Impulsgleichung ein (wir verwenden das Vorzeichen +), so ergibt
sich die skalare quasilineare Gleichung

u + (u++/gH)uy, =0

die gelost werden kann, falls wir die Funktion H(u) bestimmt haben. which one can solve,
if we have the expression for H(u). Integrieren wir die Differentialgleichung (3.39), so

bekommen wir
WH) L o gl — 2 /oH0) = u
vgH

beziehungsweise

\/gH:%—i- gH(O):g—Fco

Damit ergibt sich die Impulsgleichung in der Form

3
Ut + <§u+co> U, = 0,

die mit Hilfe der Charakteristikenmethode gelost werden kann. Verwendet man den nega-
tiven Zweig in (3.39) so erhilt man eine andere Losung.

Ein allgemeinerer Ansatz bei quasilinearen Systemen ist das Konzept der Riemann—In-
varianten. Dies sind bestimmte Groéflen, die entlang der charakteristischen Kurven des
Problems konstant bleiben. Sei dazu das System

up = M(u)uy
mit der charakteristischen Form Q(u; A) = det (AE — M (u)). Wir nehmen an, dass das Sy-
stem die reellen Eigenwerte Aj(u), A2(u) und es existiere eine Basis aus den Eigenvektoren
r(l),r@) des R?,
M-r® = )\ir(i), P = T(i)(u), 1=1,2
Weiterhin sei (I(1),1()) eine Basis von Linkseigenvektoren, d.h.

19 M =219, j=1,2

DEFINITION 3.51. Ist die Lisung u = u(x,t) gegeben, so schreiben wir fir die Eigenwerte
von M auch X\i(u) = A\i(x,t). Man nennt den Vektor (—\;(z,t),1) i—tes charakteristisches
Feld. Das zugehorige Differentialgleichungssystem

dx dt
= )\Z ) =
(@,7) dr

== 1
dr
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mit Anfangsbedingung x(0) = x¢ und t(0) = to habe eine eindeutige Losung. Dann definiert
die Losung x(1) = 29 (1320, t0) und t(r) = 7 +to eine Kurve C((;)O 1) I der (x,t)-Ebene,
die man als i—te charakteristische Kurve bezeichnet.

Als ein erstes Beispiel zu Riemann—Invarianten betrachten wir wieder die Flachwasserwel-
lengleichungen. Fiir dieses System kann man die Riemann-Invarianten auf eine einfache
Weise berechnen: in Matrixschreibweise lautet das System

()G

Mit der charakteristischen Form A\E — M (U) = 0, berechnet man die beiden Eigenwerte
\; als Losungen der Gleichung (A + u)? = gh und damit A1/2 = —u =+ +/gh. Die charakte-

ristischen Kurven sind also gegeben durch & = u F v/gh.
Statt der Unbekannten h und u, verwenden wir nun die beiden Gréflen ¢ = v/gh und u,
sodass

Cp = %(gh)fl/QghI und ccp = ghx
Die neuen Gleichungen lauten somit
U + Uty + 2cc; =0
{ ct—i-ucx—k%cux =0
Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit 2 und addieren zur ersten Gleichung und
erhalten
(u+2¢) + (u+c)(u+2¢); =0

Dementsprechend ergibt sich die zweite Gleichung zu
(u—2¢)¢ + (u—c)(u—2¢), =0

Setzen wir die unbekannten Funktionen als die beiden Terme w4+ 2¢ und v — 2¢, so erhalten
wir die beiden charakteristischen Kurven

iV =u+e
i% =u—c

entlang derer die Gréflen u+ 2¢ und u — 2¢ konstant bleiben. Die beiden Grofien u * 2¢ und
u — 2¢ sind dabei die beiden Riemann—Invarianten. Diese sind jeweils konstant entlang der
zugehorigen charakteristischen Kurven definiert durch # = u + ¢ und #® = u — ¢.

Wir betrachten nun ein beliebiges strikt hyperbolisches quasilineares System und geben

eine allgemeine Definition von Riemann-Invarianten: das charakteristische Feld des Sy-
stems definiert zwei Kurvenscharen {C’((;()J o) | (zo,t0) € Rx(0,00)} und {C’((i()) o) | (zo,t0) €
R x (,00)}. Wir verwenden diese Kurvenscharen um die gegebenen (x,t)-Koordinaten auf
1 }

ein neues System (a, 3) abzubilden. Dabei sollen die gegebenen Kurvenscharen {C (20.10)

und {C®? } anf die beiden Geraden 3 = ffp und a = ag abgebildet werden,

(z0,to
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(%)

1) 2
€% Citx

Bild 3.7: Die charakteristischen Kurven in der (z,t)-Ebene.

Wir nehmen dazu eine beliebige, nirgends charakteristische Kurve ~, die keine Doppel-
punkte besitzt,

vis— (x(s),t(s), se€J

Liegt der Punkt (z,t) in der Umgebung von =, so existieren Schnittpunkte
Cllyny = (2(8),48))
CZyny = (a(a)Ha))

da v nirgends charakteristisch ist.
Wir definieren nun eine Abbildung A : (z,t) — («, ), wie in Bild 3.8 dargestellt:

(tB.x@)

(t@.x@))

Bild 3.8: Die geometrische Definition fiir die Abbildung A.
Lokal, d.h. nahe bei v, ist die Abbildung A injektiv und A~! ist gegeben durch
-1, (1) (2) _
AT (o, 8) — C(x(ﬁ),t(ﬁ)) N C(x(a),t(a)) = (z(a, B), t(, B))

und existiert fiir |« — 3] geniigend klein und o < 8 (oder 8 < «). Gleichzeitig liefert die
Abbildung A die richtige Darstellung der Kurven C und C®): fiir alle (z,t) € C((i()) t0)’
haben wir ((z,t) = const = (o, t9) = fp und damit

(3.40) A(Cl ) = {(@.8)158 = G}
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Dementsprechend gilt fiir C((Q) t0)

(3.41) A2 ,)) = {(@B8)la = ao}
Man schreibt daher auch C'g (1) =cW  und C’é%) =%

(zo,to) (wosto)”
Wir verwenden (a, ) als neue Koordinaten und transformieren entsprechend die Funktion

u(x,t) und das zugehorige Differentialgleichungssystem auf a(«, 3):
(e, B) = u (A" (a, B)) = u(z(a, B), t(a, B))

Die Kurve C’(( ) 1) at die Parameterdarstellung o — (x(e, Bo), t(e, By)), als charakteristi-

sche Kurve dle Darstellung

dx dt
_— = —)\ {L" T s —_— = 1’
dr 1(@,7) dr
Daher existiert zwischen a und 7 mittels einer Parametertransformation die Beziehung

7 = 7(a). Weiterhin gilt

ox(a, o) dx dr dr
" 00 drda . M®Tg
Ot(a, Bo) dt dr  dr
Oa - drda  da
Wir erhalten damit
Oz(a, Bo) ) Ot(a, fo)
O ~ Y 8a

wobei A1 = A\ (z(e, Bp), 7(cr)). Auf &hnliche Weise berechnet man
8*/13(0507 ﬂ) _ _)\2 8t(a07 /8)

ap ap
Somit folgt

(3.42) i a_u.ﬁx ou Ot ou du ot
' 0~ 0z 9a 9t 9a \ot Mor)oa
ot ou ou\ Ot

B (o)

In den neuen Variablen ist das gegebene System sehr einfach: multiplizieren wir das Aus-
gangssystem mit den Linkseigenvektoren {(?), so ergibt sich

1D (uy — Mug) =19 - uy — 21D - uy = 19 (0 — Njug) =0
Mit (3.42), (3.43) folgt daraus aber bereits
I G, =0 und 1@ .a5=0
DEFINITION 3.52. Das System
M. g, =0, 1@ g =0

zusammen mit
T — —)qta, g = —)\Qtlg
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bezeichnet man als charakteristisches System von Gleichungen.

Man beachte, dass die sowohl die Eigenvektoren () als auch die beiden Eigenwerte \;
von der Losung u(z,t) abhingen. Insbesondere ist damit ein zweidimensionales Vektorfeld
u — 19 (u) auf dem R? definiert. Wir nehmen daher im Folgenden an, dass das Vektorfeld
1@) (u) ein Gradientenfeld ist, d.h. es existiert ein Potential F®)(u) mit

(3.44) Vo F O (w) =19 (u)

BEMERKUNG 3.53. Sind die Linkseigenvektoren 1) (u) nicht direkt Gradientfelder, so kann
man auch einen integrierenden Faktor U™ (u) suchen, sodass der modifizierte neue Links-
eigenvektor W@ (u)l® (u) ein Gradientfeld ist.

Nehmen wir an, dass die Beziehung (3.44) gilt, so ist das Kurvenintegral iiber das Vek-
torfeld 1) (u) wegunabhiingig, d.h. fiir eine beliebige (glatte) Kurve Cluo,u), die die beiden
Punkte ug und u verbindet gilt
/ 10 - dy = FO () — FO (ug)
Clug.u)

Halten wir den Punkt ug mit F®)(ug) = 0 fest, so erhilt man

/ 19 . du = FO (1)

Clug,u)

Da die Losung u eine Funktion von (z,t), ist auch das Potential F()(u) ein Potential

auf dem (x,t)-Raum. Wir wollen daher berechnen, wie sich das Potential entlang einer
(1)

(zo,to)
(a, B) verwenden. Definiert man

Gla, o) = FO (u(a(a, fo), (e, o)) = FU (e, o))
so beschreibt G(a, fy) das Verhalten von F() entlang der Kurve C") und es gilt
0G _oFW(@) om  OFY(@) duy - O

charakteristischen Kurve C' . Die Berechnung ist einfacher, wenn wir die Koordinaten

da Oy Oa Olin O ) Oa
Damit ist G(«, fy) unabhéngig von «, d.h. wir setzen r(5p) := G(«, fp). Auf die glei-
che Weise berechnet man, dass H(ag,3) := F@) (u(cv, f)) unabhéngig von [ ist, d.h.
wir setzen s(ag) = H(ap, ). Dies ergibt schliefllich folgende allgemeine Definition der
Riemann-Invarianten

DEFINITION 3.54. Besitzt der Linkseigenvektor 1)(U) das Potential F®(U), dann ist
die Funktion (z,t) — FU)(u(x,t)) konstant entlang den Kurven Céi) und hingen nur

vom Parameter By der Kurve ab. Das Gleiche gilt fir F®) entlang der Kurven C,&%) mit
Parameter «y.
Die beiden Funktionen 3 — r(3) and o — s(«) definiert durch

T(ﬁo)IF(l)(U(tw))lcén und S(ao)ZF(Q)(U(tJ))IC&?
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nennt man die Riemann—Invarianten des Systems.

Um das Konzept der Riemann-Invarianten zur Berechnung einer Lésung anwenden zu
konnen, miissen wir das Problem bewéltigen, das charakteristische System zu lésen, oh-
ne die exakte Losung u zu kennen. Dies kann folgendermafien gemacht werden: aus der
Gleichung [V - @, = 0 erhalten wir die Beziehung

l(l)aﬂl B l(l)aﬂg

1 3. = "2

Oa oo

Dies ist eine Gleichung fiir die Funktion o — @(«, 8p), d.h. eine Gleichung fiir das Verhalten
der Losung entlang der Kurve C (i), sodass wir eine Kurve im u—Raum (der sogenannten
hodographischen Ebene) interpretieren kénnen. Die Tangentialvektoren an diese Kurve a,,
sind gerade die Vektoren, die senkrecht zu den Eingenvektoren [(}) sind.

\ )
U

a

U,

o

Bild 3.9: Die Kurven o — Ul(a, (), entlang derer F'(!) konstant ist.
Fiir lgl) # 0 erhalten wir die Beziehung

o, 1Y

a—fLQ o lgl)
sodass sich die Kurve auch in der Form
iy = W (ap)

darstellen 148t, wobei

ol _di _ )@ _
dig dUQ lgl)(ﬂ)
und @ = u(a, By). Auf dhnliche Weise erhilt man fiir o = @(ag, 5) die Gleichung

@@  1Pa)

- _ = ADa
i = = <@
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Damit erhalten wir folgendes Prinzip die Losung mit Hilfe von Riemann—Invarianten zu
berechnen:
1) Man berechnet die Eigenwerte \;(u), Ao(u) und die zugehdrigen Linkseigenvektoren (1)

and 1? sodass die Eigenvektoren Gradientenfelder sind.
2) Berechne die Funktion ¢ wie folgt: I(*) sind Linkseigenvektoren der Matrix M (u), d.h.

ly) (m11 — )\z) + lg)mgl = 0
lgz)mu + lg) (mgg — )‘i) = 0
Ist may1 # 0, so erhalten wir
(@)
.

i may

mi — A

ist (mag — \;) # 0, so gilt
@) = M2
mag — A;
3) Berechne die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen
du1 ;
3.45 bkt ()
(3.45) du, —© (u1,u2)

Damit erhalten wir zwei Familien von Kurven, die folgendermaflen parametrisiert werden

a — u(a, f)
als Losung von (3.45) mit rechter Seite ¢V (w1, up) und

B — u(a, B)
mit rechter Seite ¢ (uy,us).
4) Mit Hilfe des charakteristischen Systems

= haf) g, Gr = —halaf)5
kommen wir vom («, f)-Raum zuriick in den (z,¢)-Raum.
5) Schliefilich invertieren wir die Abbildung (o, 5) — (z(«, §),t(, 3)) und erhalten die
inverse Abbildung
(3.46) (o, B) = Az, 1)
Den Ausdruck (3.46) setzen wir in die Losung a(a, 3) ein und erhalten
u(z,t) = a(A(z,t))

BEISPIEL 3.55. Wir suchen die Ldsung des Anfangswertproblems

8u1 8UQ

o T O
8UQ 8U1 o

ot | ox 0

mit
ui(x,0) =1, wug(z,0) =sinz
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Die Eigenwerte der zugehdrigen Matriz sind Ay = 1 und Ao = —1, die (nicht normier-
ten) Linkseigenvektoren lauten (V) = (1,—1) und 1) = (1,1). Die beiden Vektoren sind
Gradientenfelder zu den Potentialen

FO@) =uy —ug FO ) =u; +uy
Damit sind FY and F@ die Riemann Invarianten, die entlang der charakteristischen
Kurven

dz(M dz(®
(3.47) dt ! ST 2
konstant bleiben. Aus (3.47) berechnet man

dVt)y=a9—t, @) =20+t

Aus der Anfangsbedingung erhalten wir
u1(0,2) —u2(0,2) =1 —sinz, u1(0,z)+u2(0,2) =1+sinx
und aus den Riemann Invarianten
u(t,z) —ug(t,z) =1 —sin(z +t), wui(t,z)+us(t,z) =1+ sin(z —1t)

Damit lautet die Losung des Systems

ui(t,z) = 1 + l(sim(ac —t) —sin(z + 1)), wus(t,z)= %(sin(x +t) +sin(z —t))

2 2
BEISPIEL 3.56. Wir betrachten die eindimensionalen, isentropen Euler—Gleichungen
pe+(pu)e = 0
a2
ut'i_uux"’_?px =0

mit der Zustandsgleichung a = a(p).
Die Eigenwerte von M sind gegeben durch

AM=—-u+a, M=-u—a
Die Eigenvektoren 1D = (1,—p/a) und 12 = (1,p/a) sind keine Gradientenfelder, da
ol 0+t o1
ou dp

Man finder aber einen integrierenden Faktor a(p)/p, sodass

1M = (@, ~1), 1¥= (@,1)

FO(p,u) = / <@dp:p 1du> :/@dpqiu

(uo ’u)

Dann gilt

Dies sind gerade die Riemann—Invarianten, die auf den Kurven CV) beziehungsweise C'2)
konstant sind.



