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2. Finite Differenzen fiir elliptische Gleichungen

Im Gegensatz zu hyperbolischen Gleichungen haben elliptische Gleichungen einen Glét-
tungseffekt, d.h. im Allgemeinen besitzen solche Gleichungen eine starke (glatte) Losung.
Man erwartet daher, dass Differenzenverfahren weniger anféllig reagieren als dies bei hy-
perbolischen Gleichungen der Fall ist. Wir werden uns zunéchst mit Differenzenverfahren
in einer Raumdimension beschéftigen, d.h. also mit Verfahren mit Randwertprobleme von
gewoOhnlichen Differentialgleichungen und dabei bereits die wesentlichen Theorien von Dif-
ferenzenverfahren fiir elliptische Gleichungen studieren.

2.1. Differenzenverfahren in einer Raumdimension. Im Falle einer Raumdi-
mension betrachtet man Differentialoperatoren der Form

Lu=—au” +bu' +cu, ¢>0

wobei L fiir a > 0 elliptisch ist. Wir verwenden im Folgenden a = 1 und betrachten
Dirchlet-Probleme auf dem Einheitsintervall (0, 1),

Lu=—-u"+b/4+cu=f in(0,1)=0Q
u=g auf I' = {0,1}
Zur Herleitung eines Differenzenverfahrens fithren wir in Analogie zu hyperbolischen Glei-
chungen die folgenden Schritte durch
1) wir definieren auf € und dem Rand I' ein Gitter mittels

1
Q = {zlzx=ihyi=1,..,n—1}h=—
n

r, = {0,1}

und bezeichnen mit u; die numerischen Approximationen von der exakten Losung
u(z;) mit x; € Qp UL,

2) wir diskretisieren die Differentialoperatoren in der elliptischen Gleichung mit Hilfe
von Differenzenquotienten, zum Beispiel durch

S u(a:+h)—2u(x)+u(x—h)+0(h2)’ -~
2
o = “(”””h);h“(x_hﬁ()(h?), uec

Damit erhalten wir eine diskrete Version des elliptischen Problems Lu = f an den Gitter-
punkten x; € Qp in der Form
(wiy1 — 2u; + u;1) Ujt1 — Ui
1.2.1 - b;
(1.2.1) h? LT
wobei die Koeffizienten in (1.2.1) von den Gitterpunkten abhéngen, b; = b(z;), ¢; = c¢(x;)
und f; = f(x;). Die Gleichung (1.2.1) ist eine lineare Gleichung fiir die drei Unbekannten
Ui—1, u; and u;4+1, die man auch als

1
+ ciu; = f;

livi—1 + div; + rivip1 = fi
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mit
1 bi 2 1 bi
=T T gy i:ﬁ-i'ci’ Ti:—ﬁ‘i‘%
schreiben kann. Zusétzlich haben wir diskrete Randbedingungen der Form
Ug 29(0) = 4go, Un :g(l) = 9n

Insgesamt erhalten wir also ein lineares Gleichungssystem der Ordnung n 4 1 gegeben durch

1 uo 90

ll d1 1 Uy fl
ln—l dn—l T'n—1 Up—1 fn—l

1 Un, 9n

das wir im Folgenden als

(122) Lhuh = fh

Um also eine numerische Approximation der exakten Losung zu berechnen, miissen wir das
lineare System (1.2.2) 16sen und damit sind die folgenden zentralen Fragen zu beantworten:

1) Ist das lineare System stets losbar und existiert eine eindeutige Losung?
2) Was passiert mit der Losung (oder dem System) im Fall A — 07
3) Wie gut ist die numerische Losung?

Analog zu hyperbolischen Gleichungen definieren wir ein konsistentes Differenzenverfahren.
Sei dazu Dj, ein Operator der kontinuierliche Funktionen auf [0, 1] auf unser gegebenes
Gitter abbildet,

mit g € C(T') und v € C(Q).

DEFINITION 1.72. Das Differenzenverfahren definiert durch Ly, ist konsistent mit Konsi-
stenzordnung m fiir v € C2(Q) NC(Q), falls fiir h — 0 gilt

| Lt Dy (v)v — Dy (v) Lv|| 00 < ch™

wobes
I (wo, - -y wp) [[,00 = Tax uwil
Den Ausdruck 1,(v) definiert durch
1,(v) = LDy (v)v — Dp(v)Lv
nennt man auch lokalen Diskretisierungsfehler.

Ein konvergentes Verfahren wird folgendermassen definiert:
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DEFINITION 1.73. Das Differenzenverfahren definiert durch Ly, ist konvergent mit Konver-
genrordnung m, falls fiir den Fehler ey, definiert durch

e, = u;, — Du(g)u,
fiir h — 0 gilt

lenlln,oo = O(R™)
Dabei ist up, = Lglfh, u die exakte Losung und g sind die vorgegebenen Randbedingungen.
Wie beim Aquivalenzsatz von Lax fiir lineare hyperbolische Gleichungen ist ein Verfahren

(1.2.2) fiir lineare elliptische Gleichungen konvergent, falls es konsistent und stabil ist. Wir
berechnen

Lheh = Lhuh - LhDh(g)u = Lhuh - LhDh(u)u
= 1 — (In(u) + Dp(u)Lu)

fr, — Dp(u)f —1n(u)

= £ — Du(9)f —In(u) = —Ln(u)

Existiert also L,:l, so erhalten wir ej, = —L,:llh(u) und

lenllr,co < L5 laool It () 1,00

Ist das Verfahren konsistent, so gilt ||15(u)|[n00 < ch™ und damit ist das Verfahren kon-
vergent, falls || L, !5, unabhiingig von h beschrinkt ist. Wir definieren daher:

DEFINITION 1.74. Ein Verfahren ist stabil, falls die Abschétzung ||L;, |00 < K gilt, wobei
K unabhdngig von h ist.

SATZ 1.75. Das Differenzenverfahren definiert durch Ly sei stabil und konsistent. Dann
konvergiert das Verfahren im Sinne der Definition 1.78 und die Konvergenzordnung ist
gleich der Konsistenzordnunyg.

Wir versuchen nun notwendige Bedingungen abzuleiten, die die Stabilitdt von Differen-
zenverfahren gewéhrleisten.

DEFINITION 1.76. Eine (n x n)-Matriz A nennt man
1) Lo-Matrix, falls a;; <0 fir alle i # j,
2) M-Matrix, falls A eine regqulire Lo-matriz ist und jeder Eintrag von A~ nicht-

negativ ist.

SATZ 1.77. Eine Lo—Matrix A ist genau dann eine M —Matriz, falls ein'y € R™ mity > 0
existiert, sodass Ay > 0. Dann gilt zusdtzlich

T
Ao = ainay),

wobei [[yfloc = max_|y.

=1,...,
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BEWEIS. Ist A eine M—Matrix zu setzen wir y = A=%(1,...,1)T. Dann gilt offensicht-
lich y > 0 und Ay > 0. Fiir die andere Richtung sei y > 0 ein Vektor mit Ay > 0. Dann
gilt

(1.2.3) (Ay)Z = Zaijyj >0
j=1

Da A eine Lg—Matrix ist, muss daher fiir die Diagonalelemente die Beziehung a; > 0,
i =1,...,n gelten. Dann ist D := diag(ai,...,an,) eine reguldre Diagonalmatrix und
mit C := D~Y(D — A) erhalten wir fiir A~! die Darstellung

Al=(1-C)'p
Ausgehend von dieser Darstellung mochten wir zeigen, dass alle Eintriige in A~ nicht—
negativ sind.
Zunichst sind alle Eintréige in D~ und D — A nicht-negativ, also gilt auch C > 0. Da Ay
strikt positiv ist und D > 0 gilt
(I-C)y=D"14y >0

und damit erhalten wir die Anschitzung
(1.2.4) Cy<y
Wir definieren nun die gewichtete Maximumsnorm

Iy = max 1

i i

auf R™ und die zugehorige Matrixnorm ||C||,,

IC]ly = max [[Cx],
Ixlly=1

Wie man leicht sieht, gilt nun wegen (1.2.4) die Abschétzung ||C||, < 1: fiir einen beliebigen
Vektor x mit [|x||, =1 gilt —y <x <y. Da aber C strikt positiv ist, folgt auch

[(Cx)i| < [(Cy)il
und daher ||Cx||, < ||Cyl||,. Mit der Definition der Matrixnorm gilt
1Clly = ICYlly

und wegen (1.2.4) % < 1.
Damit 1t sich die Matrix (I —C)~! in eine konvergente Reihe entwickeln und mit C' > 0

gilt
o
(I-c)t=>) ck=>o0
k=0
Daraus folgt aber bereits
Al=(1-0)y'D >0,

Zum Beweis der Normabschitzung fiir A~! schreiben wir zunichst fiir den gegebenen
Vektor y > 0 mit Ay > 0 ebenfalls komponentenweise Ay > min;(Ay); - (1,...,1)7. Da
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A~! nur nicht-negative Eintrige besitzt, folgt y > min;(Ay); - A71(1....,1)T, was man
auch in der Form A=1(1,...,1)T < y/min;(Ay); schreiben kann. Dann folgt aber

1.2.5 AL )T < ¥l
(125) A7 (L 1) < o
Ist x € R™ beliebig, so gilt die Abschiitzung —||x/oo - (1,..., )T <x < [|%X[|oo - (1,..., )T

und daher auch
—x[loo - AT, .., DT < A7 < xloe - AT, ..., DT
Damit erhélt man aber die Abschitzung
1A %00 < [Ix[loo |47 (1, ., 1)T]

Zusammen mit (1.2.5) ergibt sich

[¥lloo

Ao = A1 <A Y1, ... DT, < e
147 |lo sup |47 x||eo < [JAT(T, ’)H”*mini(Ay)i

lIxfloo=1

0

Wir versuchen nun das Resultat des Satzes auf unser Differenzenverfahren (1.2.2) anzu-
wenden. Aus der Strukur der Matrix ist direkt ersichtlich, dass L unter der Bedingung

1 |b; .
ﬁ2%7 221,...,n
eine Lop—Matrix ist. Eine hinreichende Bedingung dafiir ist
2 2
S @] len
a
Teq portl

d.h. die Schrittweite h muss hinreichend klein sein. Ist das Ausgangsproblem konvektions—
dominant, d.h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit b ist grof}, so muss h entsprechend klein
gewihlt werden.

Den Vektor y aus Satz 1.77 konstuieren wir folgendermassen: aus der klassischen Theorie
starker Losungen weifl man, dass das Randwertproblem

Liu=1 in
u=1 auf I’

mit Ly = —u” +bu’ eine eindeutige Losung besitzt, die dem Maximumprinzip geniigt, d.h.
u(x) > milg u(y) = 1 fiir all z € Q. Wir setzen wir Lu = Ls+cu = 14 cu = f, wobei wegen
ye

u > 1,c¢ > 0 offensichtlich f > 1 gilt. Dann ist u auch eine Losung des Randwertproblems

Lu=f inQ
u=1 auf T’
Wir definieren nun
u(zo) 1
i = Dp(u)u = > | >0
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Da u eine starke Losung ist, gilt u € C(Q) und ||uljooo < 0o. Man erhélt demnach fiir yy,
die von h unabhéngige Abschéitzung

[yalln,co = max fu(a)] < [[ullec,0
Weiter betrachtet man
Lypyn = Ly Dp(u)u = Dp(u)Lu + 1(w) = Dp(u) f + 1 (u)
Da f > 1 und ulp =1 gilt

Dh(u)f = (u(xo)mf(xl)? s 7f(xn—1)7u($n))T > (17 KR 1)T

Nehmen wir an, dass das Verfahren konsistent ist, so gilt ||1(u)||h,00 — O fiir o — 0. Fiir
hinreichend kleines h, zum Beispiel h < hy, gilt dann —(1,...,1)/2 <1p(u) > (1,...,1)/2
und daher

1

Lpyn = Dp(u)f +1p(u) > >0

N =

fiir alle h < hq.

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, dass das von uns konstruierte konsistente Verfah-
ren (1.2.2) zweiter Ordnung unter den obigen Bedingungen stabil ist und damit konvergent
ist.

SATZ 1.78. Seiu € C* eine glatte Lisung vom Randwertproblem

Lu=f inQ, (c>0)
u=g auf T’

Dann ist das Differenzenverfahren (1.2.2) zweiter Ordnung konvergent unter den oben
angegebenen Bedingungen an die Schrittweite h.

BEMERKUNG 1.79. Stabilitit eines Differenzenverfahren kann man auch tber ein diskretes
Maximumprinzip definieren. Wir verzichten hier auf die Finzelheiten und verweisen auf
den Abschnitt iber parabolische Gleichungen.

Statt des von uns angegebenen linearen Systems Ljpuy = f, kann man die vorgegebenen
Dirichlet-Daten g(0) und g(1) auch direkt in das lineare System einbauen und erhélt dann
ein System der Ordnung n — 1 der Form

di ™ uy J1—1lig0
lo do 1 U2 P
ln—2 dp—o Th_2 Up—2 fn72
lp—1 dp—1 Up—1 fnfl — Tn—19n

Die zugehérige Systemmatrix Ly ist dann, im Gegensatz zum Ausgangsmatrix, hiufig
symmetrisch, was fiir numerische Verfahren von Vorteil sein kann. Insbesondere erhélt man
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fiir den Spezialfall b(z) = c¢(z) = 0 die fiir elliptische Gleichungen klassische symmetrische
Systemmatrix

Die Konvergenz— und Stabilitdtsaussagen bleiben davon unberiihrt.

2.2. Differenzenverfahren in zwei Raumdimensionen. Der Fall von zwei Raum-
dimensionen ist im Wesentlichen wegen zweier Eigenschafter komplizierter als der eindi-
mensionale Fall:

1) Elliptische Operatoren in zwei Raumdimensionen sind komplizierter und kénnen
insbesondere gemischte Ableitungen enthalten.
2) Das Gebiet Q C R? kann kompliziert sein.

Wir betrachten daher zunéchst kurz ein einfaches Modellproblem, ndmlich die Poisson-
gleichung im Einheitsquadrat mit Dirichlet-Daten auf dem Rand,

—Au=f in Q= (0,1)
u=gq auf I' = 00

Wir iiberziehen das Einheitsquadrat 2 und den Rand I' mit einem &quidistanten Gitter
in beiden Richtungen, d.h.

x; =1th, yj=7gh, 4,j7=0,...,n, h= -
und bezeichnen wie im vorigen Abschnitt die Menge der inneren Gitterpunkte mit €,
die Menge der Gitterpunkte auf dem Rand mit I';,. Weiter bezeichnet u;; die numerische
Approximation der exakten Losung u(z;,y;) fir 4,7 = 1,...,n — 1 und wir verwenden
folgende Differenzenquotienten auf 2

Ui—1,j = 2Uij + Uiy1j
h2

Uij—1 — 2Ui5 + Ui

uyy(@"ia yz) ~ 12

ua:a:(xia yz) ~

sodass

—Ui—1,j = Uij—1 + AU — Uil — Uil
h2

Das Verfahren basiert also auf einem 5—Punkte—Stern

8
8 &8 8
8
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wobel man fiir die Gewichte auf dem Stern auch die Notation
0O -1 o0
-1 4 -1
0o -1 o0

verwendet. Wir erhalten wiederum fiir jeden inneren Punkt aus €2, eine lineare Gleichung
und fiir jeden Randpunkt aus I'j, aufgrund der vorgegebenen Dirichlet-Daten eine Zusatz-
bedingung, die man auch als lineare Gleichung lesen kann. Die Anzahl der Gleichungen
stimmt dabei wieder mit der Anzahl der Unbekannten {iberein.

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall ist aber nicht direkt einsichtig, wie die resultie-
rende Struktur der Systemmatrix aussehen wird, da im Gegensatz zum Eindimensiona-
len auf dem R? keine natiirliche Ordnung existiert. Man kann also etwa eine zeilenweise
Anordnung der Gitterpunkte verwenden, d.h. man ordnet die Gitterpunkte zunéchst in
z—Richtung,

T
uy, = (Uo0; - -+ » Un0 U015 - - - Unn)
oder aber man ordnet die Gitterpunkte spaltenweise an, d.h. zunéchst in y—Richtung,
T
up = (U()(), <o, UOn, UL0y - - - 7urm)

Daneben existieren eine Reihe von anderen Anordnungsprinzipien, etwa das Schachbrett-
muster oder dhnliches.

Offensichtlich héngt die Systemmatrix stark von der verwendeten Anordnung der Gitter-
punkte ab und dies kann zum Beispiel dazu verwendet werden, um numerische Losungs-
verfahren fiir lineare System moglichst effizient zu machen. Fiir die zeilenweise Anordnung
erhilt man zum Beispiel eine Systemmatrix in der Form

1
B A B
Lh = .. ..
B A B
1
mit (n + 1) x (n 4+ 1)-Matrizen der Form
0 h?
. -1 1 -1 4 -1
B= A= S
-1 -1 4 -1
0 h?

und I der Einheitsmatrix der Ordnung (n + 1). Die rechte Seite des Systems Lpu;, = 5
ist dann gegeben durch

T
fh = (9007 --+5,9n0, 901, fllu ) fnfl,lagn,179027 fl?u ) fnfl,nflugn,nfhg(]?% o >gnn)

Wie im eindimensionalen Fall kann man die gegebenen Dirichlet-Daten wieder aus dem
linearen Gleichungssystem eliminieren und erhélt gewShnlich eine symmetrische System-
matrix Ly,
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Fiir die Poissongleichung —Awu = f lassen sich die Aussagen iiber Konsistenz, Stabilitét
und Konvergenz fiir eindimensionale Probleme direkt iibertragen. Die oben angegebenen
Differenzenquotienten liefern dann unter den entsprechenden Bedingungen an die Schritt-
weite h ein konvergentes Verfahren zweiter Ordnung. Dabei sind die resultierenden linearen
Gleichungssystem fiir die zeilen— und spaltenweise Anordnung identisch.

Wir betrachten nun das allgemeine Dirichlet—Problem auf dem Einheitsquadrat gegeben
durch die Gleichung

(1.2.6) Lu = —(a11ugs + (a21 + a12)uszy + a2otyy) + biug + bauy, + cu
wobei A eine symmetrische, positiv definite Matrix ist,
A= @1 012
a2 G22
Insbesondere gilt dann ai1,a9 > 0. Gilt a19 # 0, so bendtigen wir geeignete Differen-
zenquotienten fiir die gemischte Ableitung ugy(z,y). Der einfachste Ansatz basiert auf

zentralen Differenzen in jeder Koordinatenrichtung, sodass wir folgende Approximation
zweiter Ordnung erhalten

Uit1j4+1 — Uitlj—1  Uim154+1 — Ui—1,5-1
%m%>w( _ Ui, 1Y jon

2h 2h

1
W(UH—LJ‘H — Uit1,j-1 = Uim1,j41 + Ui-1,j-1)

Diese Approximation kombinieren wir mit einer Zerlegung der restlichen Ableitungen in
zwei unabhéngige Differenzenquotienten in z— und y—Richtung analog zu Abschnit 2.1.
Damit erhélt man einen 9—Punkte-Stern mit Gewichtungsmatrix

+my; szj —Mj
lfj d%—kdfj r;-’“"j
—Myj l% —l—mij
und 5 5
a1 a22
oo b1 pooo 02 b2
T e TR B AT
e 41 ﬁ y 022 ﬁ
N T TR Ty oS T Ty
sowie ato
™5 e

Dabei konnen alle Koeffizienten der linearen Differentialgleichung von den Gitterpunkten
(xi,y;) abhéngen. Offensichtlich kann die resultierende Systemmatrix Lj, keine Lo—Matrix
sein, den wir haben wechselnde Vorzeichen in den Nicht-Diagonalelementen. Es stellt sich
also die Frage, ob man andere Ansitze finden kann, die gewéhrleisten, dass die System-
matrix eine Lo—Matrix ist.

Man kann zeigen, dass dies unter Verwendung einer einzigen konsistenten Approxima-
tion der gemischten Ableitung U,, undmdglich ist. Wir miissen daher mindestens zwei
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konsistente Approximationen miteinander kombinieren: ist ai2(x;,y;) < 0, so setzen wir
zunéchst als Approximation der gemischten Ableitung Approximation der gemischten Ab-
leitung

1

(1.2.7) u$y(xi7yj) ~ B (U:By(xifl/vajJrlﬂ) + U:By(xiJrl/vajfl/Z))
Fiir ai2(z,y;) > 0 verwenden wir

1
(1.2.8) Ugy (T4, Yj) = 3 (uxy($i+1/27yj+1/2) + ny($i71/2ayj71/2))

Dann setzen wir fiir jeden der Terme in (1.2.7) und (1.2.8) zentrale Differenzen mit Git-
terweite h/2 an: fiir (1.2.7) bedeutet dies

1

) ( xy($i—1/27yj+1/2) + ny($i+1/27yj—1/2))
1
~ oh (Ux($i—1/2,yj+1) - ux($i—1/27yj) + Ux($i+1/27yj) - Ux($i+1/27yjfl))
1
N g Wit = Wim1j1 = Ui + Uit + Ui1j = Uij = Uiglj-1 + Uij-1)
und die zugehorige Gewichtungsmatrix lautet
[ -1 1 0]
1
— 1 -2 1
2
210 1 -1
Dementsprechend erhalten wir als Gewichtungsmatrix fiir (1.2.8)
0 -1 1]
1
oz -1 2 -1
1 -1 0

Beide Approximationen sind zweiter Ordnung.
Insgesamt verwenden wir also fiir L eine 9-Punkte Stern der Form

a12(}f:2¢,yj) « 0
* * *
0 % a12(x4,y;)
h2
fir a12(x;,y;) < 0 und
0 « _012(:21'7313')
* * *
_012(;;;,@/]') * 0

fir a12(x;,y;) > 0. Die Eintrége in den Ecken sind offensichtlich gréfer gleich Null. Al-
lerdings dndern sich auch die restlichen Werte und wir miissen {iberpriifen, dass diese
weiterhin grofler gleich Null sind. Fiir die modifizierten Koeffizienten [7; erhalten wir
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fir a12(z;, y;) < 0. Damit ergeben sich folgende Restriktionen, die man direkt nachrechnet.

LEMMA 1.80. Ist a1z = a1 und ag(z,y) > |ara(z,y)| + Bby(z,y)| fir k = 1,2 und alle
(z,y) € Q, dann generiert das oben angegebene Verfahren eine Lo—Matrix.

Die Stabilitdt des Verfahrens 18t sich genauso wie zuvor behandeln. Wir erhalten also mit
obigem Ansatz wiederum ein konvergentes Verfahren zweiter Ordnung.

2.3. Allgemeine Gebiete und Randbedingungen. Wir betrachten nun Differen-
zenverfahren auf allgemeinen Gebieten 2 C R2, die nicht zu unserer vorgegebenen Gitter-
struktur passen, wie etwa in Bild 1.8 dargestellt.

™~

Bild 1.8  Allgemeine Gebiete und vorgegebene Gitterstruktur

Zusétzlich geben wir an, wie Neumann-Randbedingungen in einem Differenzenverfahren
umgesetzt werden.

Ist das Rechengebiet kein Rechteck und passt daher nicht zur vorgegebenen Gitterstruk-
tur, so miissen wir die Differenzenapproximation in der Ndhe des Randes abéndern. Wir
betrachten also die in Bild 1.9 angegebene Situation: an den Gitterpunkten () bené6tigen
wir numerische Apprixmationen, an den Punkten x sind Dirichlet—-Daten vorgegeben.

N N N N
\V \V &V (%

afﬁé\
N N fg\\
N N N \\\g

Interior Domain

N N N N
\V \V &V (>

N
N\

Bild 1.9  Gritterstruktur und Randpunkte
Wir modifizieren dazu die vorgegebene Differenzensterne am Rand auf ein nicht—&quidi-
stantes Gitter, in dem wir die Randpunkte x und die vorgegebenen Randbedingungen
verwenden,

Uit1,j — W45 U5 — Ui—1,5 hi + hi—f—l
1.2. ~ —

mit h; = x; — x;—1 und einer analogen Approximation fiir u,. Gilt h; # h;y1, so ist die
Differenzenapproximation (1.2.9) eine Approximation erster Ordnung fiir den Term ;.
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Man kann allerdings leicht zeigen, dass die resultierende Systemmatrix wieder eine Ly—
Matrix ist und die Stabilitdtseigenschaft erhalten bleibt. Damit ist das Verfahren erster
Ordnung konvergent. Eine genauere Analyse liefert fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
die Abschitzung
lnllnco < ab™ + BRZTT

mit den beiden Konstanten o und 8, wobei h den maximalen Abstand zwischen zwei
Randpunkten bezeichnet und n bzw. m die Konsistenzordnungen entfernt und nahe zum
Rand sind. Damit ist das Verfahren weiterhin zweiter Ordnung, solange mit eine Konstenz
erster Ordnung am Rand ansetzt.

Zum Abschluss geben wir noch kurz an, wie Neumann—Randbedingungen «,, = g auf dem
Rand I' umgesetzt werden. Dazu verwendet man etwa eine Approximation erster Ordnung

der Form
un’j B un_Lj

h i

oder eine Approximation zweiter Ordnung, etwa

Optt j=0,....n

3un7]’ — 4un717j + unfgyj

2h
die man aus einer Taylor—Entwicklung am Rand ableitet. Man sieht leicht, dass die Ap-
proximation erster Ordnung im Gegensatz zur Approximation zweiter Ordung keine Lg—
Matrix liefert.
Bei der Umsetzung von Neumann—Randbedingungen treten zusétzliche Probleme auf:

Opu =

1) Ein Randwertproblem mit Neumann—Randbedingungen besitzt keine eindeutige
Losung, da man zu jeder gegebenen Losung eine Konstante addieren kann und
wiederum eine Losung erhélt. In der Numerik bedeutet dies, dass die Matrix Ly
singulér ist. Die einfachste Moglichkeit dies zu umgehen ist, einen Wert am Rand
vorzuschreiben. Dadurch wird eine Zeile in der Systemmatrix gestrichen und die
resultierende Matrix ist regulér.

2) Die Methode zur Untersuchung der Stabilitdt dei Dirichletproblemen 148t sich
nicht auf den Fall von Neumann-Randbedingungen iibertragen. Insbesondere
greift in diesem Fall nicht die verwendete Klassifikation einer M-Matrix. Mit
Hilfe anderer Mathoden kann man allerdings wieder die Stabilitdt und damit die
Konvergenz des Verfahrens beweisen.



