KAPITEL 1

Kontinuierliche Populationsmodelle fiir eine einzelne
Spezies

1. Einfache kontinuierliche Wachstumsmodelle

Sei z = x(t) die Population einer Spezies zur Zeit t. Dann 1d8t sich ein “Prae”-Modell fiir
die Population folgendermafien darstellen:

_da
S odt

BEISPIEL 1.1. Unter der Annahme, dass keine Migration stattfindet und die (absoluten)

Geburten— und Sterberaten proportional zur aktuellen Populationsgrifie z(t) sind, erhalten
wir das Modell

& = Geburten - Todesfille + Migration (d.h. Zu— und Abwanderung)

z(t) =bx(t) —dx(t) = =z(t)= 2ot

Das Lésungsverhalten lafit sich einfach beschreiben: fiir b > d steigt die Population ezxpo-
nentiell an, fir b < d stirbt die Population exponentiell schnell aus. Damit ist das Modell
nur fiir einen begrenzten Zeitraum sinnvoll, zur Beschreibung eines Langzeitverhaltens ei-
ner Population ist das Modell aber ungeeignet.

BEISPIEL 1.2. Der Mathematiker Verhulst' stellt im Jahr 1838 das folgende Modell auf,
das als logistisches Wachstum bezeichnet wird,

t
() = raft) (1 _ ”“’”) K >0
K
Die Konstante K des Modells wird als Tragfdhigkeit der Umgebung bezeichnet.
Das Modell besitzt zwei Gleichgewichtszustinde (stationdre Punkte): der Punkt x = 0 ist
instabil, denn eine Linearisierung ergibt:

:k:rx(lf%):r:nf%ﬁzrx

d.h. die Population x steigt in einer Umgebung der Null exponentiell an.
Der Punkt x = K st (lokal) asymptotisch stabil: Setzen wir & = x — K, so berechnet man

%:r(iﬁ—i—K) <1—‘E;K> — r((F + K) (—;) = i -

Ipierre-Francois Verhulst, belgischer Mathematiker, * 28. Oktober 1804 in Briissel, 15. Februar 1849
in Briissel
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Das linearisierte Modell ist also von der Form

X ~
Pl
d.h. Z — 0 fiirt — oo.

Der stabile Zustand des Modells entspricht also gerade der Tragfihigkeit der Umgebung
und die charakteristische Zeitskala des Modells ist topar = 1/7.

Mit der Anfangsbedingung x(0) = xo lautet die exakte Lisung

xoKet
1) =
z(t) K+ xo(et — 1)

- K fir t— oo

Fin allgemeiner Modellansatz fiir Populationsmodelle ist von der Form

&= f(z)
Gleichgewichtspunkte z* mit f(z*) = 0 sind dann
e asymptotisch stabil, falls f'(z*) < 0
e und instabil, falls f/(z*) >0

gilt. Dies ergibt gerade eine Linearisierung um den Punkt z*,

T=x—2" = I=f@+z%)=f")+zf () +0(z)?) =~ f(z*)z
Die typische Zeitskala in der Umgebung eines stationdren Punktes ist gegeben durch
T =1/|f"(z")l.
Die Stabilitidt eines Gleichgewichtspunktes kann man auch direkt aus dem Funktionsgra-
phen von f(z) ablesen:

e f'(x) ist positiv bei x = 0 und & = x9 = diese Punkte sind instabil
o f'(z*) ist negativ bei x = 21 und = = x3 = diese Punkte sind (asymptotisch)
stabil
Diese Aussagen gelten stets (nur) lokal: betrachten wir den stabilen Punkt 1 und gleich-
zeitig eine Storung dieses Zustandes im Intervall (z9, x3), so konvergiert die Population fiir
t — oo gegen den stabilen Punkt x3 und nicht gegen x;. Der Schwellenwert fiir Storungen,
die noch von der Stabilitéit des Punktes x; erreicht werden, ist gerade xo — x7.

2. Modellbeispiel: Ausbruch einer Insektenplage

Im Folgenden beschéiftigen wir uns etwas ausfiihrlicher mit einem von Ludwig et al. im
Jahr 1978 verdsffentlichten Modell zur Population des Tannentriebwicklers (engl. Spruce
Budworm)?.

In diesem Modell wird die Population der Larven des Tannentriebwicklers beschrieben,
die Jungtriebe von Tannenbdumen nachhaltig zerstéren. Dieser Insektenbefall findet vor
allem in kanadischen Wildern statt.

2Ludwig et al., Qualitative analysis of insect outbreak systems: the spruce budworm and forest, Journal
of Animal Ecology, 315-332 (1978)
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Das Populationsmodell lautet:

und stellt damit eine Erweiterung der logistischen Gleichung um den Term p(x) dar. Die
Parameter des Modells sind

e die (lineare) Geburtenrate rp und
e die Tragfiahigkeit Kp, z.B. proportional zur Dichte der Benadelung der Baume.

Der wichtige Zusatzterm p(z) modelliert den Raubbau an Larven, vor allem durch Vogel
und besitzt qualitativ die Form

o fiir x — oo gibt es Sdttigung
e p(x) besitzt einen Schwellenwert x. — unterhalb von z. ist der Raubbau klein,
oberhalb von z. ist der Raubbau nahe der Sattigung

Der Schwellenwert z. wirkt also als Schalterfunktion. Dieses qualitative Verhalten 148t sich
wie folgt erklaren: fiir kleine Populationen suchen die Vogel in der Umgebung nach anderen
Nahrungsméglichkeiten, d.h. p(x) féllt fiir  — 0 schneller als eine lineare Funktion.

In der Arbeit von Ludwig et al. wéhlen die Autoren den folgenden Ansatz

() ba?

€Tr) = ————

b a? + 2

und das Populationsmodell fiir den Tannentriebwickler lautet damit:

: x ba?
:)::743:):<1—KB> TR a2
und besitzt die vier Parameter rg, Kg,a,b > 0.
Fiir die Dimensionen (Mafleinheiten) erhalten wir
[a] = [Kp] = [z]
[rg] = Zeit ™
[b] = [z] Zeit™?

Weiterhin ist der Parameter a ein Maf§ fiir den Schwellenwert x., d.h. ist a klein, so ist
auch der Schwellenwert z. klein.

Als néchsten Schritt werden wir das Populationsmodell entdimensionalisieren, in dem
wir die Population x, die Zeit t sowie die beiden Parameter g und K auf geeignete Weise
skalieren,

x bt arp Kp

v=- T=— T= , 9= —

a a b a

Man berechnet nun
dr d(au) dr _ du

dt — dr dt dr

2,9
dj_bd“ b—r(au) (1 au) ba*u

und damit

a ~dr  a  Kg) a2+ a?u?
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Dies liefert das entdimensionalisierte/skalierte Populationsmodell

du U u?
1.1 — = 1—=2) = — .
(1.1) dr W( q) 1+ u? flwirq)

das nur noch die beiden (dimensionslosen) Parameter r und ¢ enthélt. Man beachte, dass
mit dieser Skalierung gilt:
1<Kl & r<a

Wir wollen uns nun die stationédren Losungen des Populationsmodell (1.1) anschauen:

2
u u

Wie nicht anders zu erwarten ist die Nullpopulation x = eine stationére Losung unseres
Modells. Fiir mogliche andere Losungen gilt dann

Lo u
r{l—-—-)=——
q 1+ u?

Dies ergibt eine kubische Gleichung, dessen Nullstellen mittels Losungsformeln angegeben
werden konnen, allerdings haufig sehr uniibersichtlich sind.

Wir wollen stattdessen die Losungsmenge qualitativ untersuchen. Dies ist auch deswegen
giinstig, da die lineare Funktion r(1 — u/q) die beiden Parameter r» und ¢ enthilt, die
Funktion /(1 4 u?) dagegen unabhingig von r und g ist.

Fiir bestimmte Parameterwerte r und ¢ erhalten wir (inklusive der Nullpopulation) vier
stationére Losungen u = 0 sowie u = u;,7 = 1,2, 3. Deren Stabilitéitseigenschaften kénnen
direkt angegeben werden:

e die Punkte © = 0 und u = us9 sind instabil,
e die Punkte u = u; und u = ug sind stabil

Eine Darstellung der (strikt positiven) stationéiren Losungen im Parameterraum (g,7)
sieht folgendermaflen aus:
BILD
Die im Bild erkennbaren Randkurven, die die Bereiche mit einer bzw. drei stationéren
Losungen trennen, kénnen wie folgt parametrisiert werden:
2a° 243
r(a) = (agi;jijga q(a) = 2 —1
fiir 1 < a < oo. Der Punkt P ist gegeben durch
P = (q(V3),r(v3) = 3v3(1,1/8)
und hier gilt gerade
dr _dg _
da da
Das Populationsmodell besitzt einen sehr interessanten Hysteresis-Effekt, der folgen-
dermaflen beschrieben ist. Sei g fest

e steigt der Parameter » vom Punkt A ausgehend an, so ist der Pfad gegeben durch
ABCCD,
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o fiillt dagegen der Parameter  von D ausgehend ab, so ist der Pfad gegeben durch
DCBBA

Es existieren daher Unstetigkeitsstellen bei C fiir » " und bei B fiir r /.

Feldexperimente haben gezeigt, dass man sich stets in dem Bereich mit drei stationédren
Losungen bewegt. Dabei représentiert

e 11 den sicheren Gleichgewichtspunkt der Insektenpopulation,
e uy den Gleichgewichtspunkt fiir den Ausbruch einer Insektenplage.

Im Textbuch von Murray® findet man weitere interessante Eigenschaften des Modells und
eine Interpretation der Resultate auf den realen Fall einer Insektenplage durch den Tan-
nentriebwickler.

3. Modelle mit Zeitverzégerung

Ein Schwachpunkt der Populationsmodelle aus den letzten beiden Abschnitten 1.1 und 1.2
ist, dass die Geburtenrate stets auf den aktuellen Populationsbestand bezogen wird. Die
Dauer des Reifeprozesses oder die Tréachtigkeitsdauer wird dabei vernachléssigt.

Um diesen Effekt zu modellieren wird bei einfachen Populationsmodellen h#ufig eine
Verzogerung eingebaut und man erhilt dann sogenannte retardierte Gleichungen.?

BEISPIEL 1.3. Die retardierte Version des logistischen Wachstums lautet etwa

(1.2) () = ra(t) <1 - W)

wobei T' > 0 den Verzégerungsparameter darstellt.

Die retardierte Gleichung (1.2) ist selbst eigentlich eine Approximation eines allgemeineren
Prozesses mit Verzogerung:

(1.3) it)=rz@t) |1 -K! / w(t — s)x(s)ds

eine sogenannte Integro-Differentialgleichung. Dabei ist w(t) eine Gewichtsfunktion
BILD

also:

w(t) — 0 fiir t— +oo

w(T) = Wmax Maximum der Funktion
Formal erhélt man Gleichung (1.2) aus (1.3) durch den Grenziibergang
w(t) = 6(T —t)

3James D. Murray, Mathematical Biology, Springer Verlag, 2002
4m Englischen: delay equation.
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mit der Dirac’schen Delta—Distribution definiert iiber
[ s -vswa— )

Aus (1.3) ergibt sich durch Einsetzen

p=ra(t) [1- K" /t 5(t—T — s)e(s)ds | = ra(t) (1 - f’f(’fK‘T)>

Gleichung (1.2) 148t sich nicht als gewohnliches Anfangswertproblem betrachten: Um die
Losung fiir t > 0 zu berechnen, benétigt man Anfangsdaten fiir alle ¢t € [T, 0]. Ein wei-
teres Problem retardierter Gleichungen ist, dass selbst bei den einfachsten Formeln keine
expliziten Losungen angegeben werden koénnen und man daher oft auf numerische Verfah-
ren zuriickgreifen muss.

Es sieht zunéchst also so aus, als ob retardierte Gleichungen keine Vorteile bringen, son-
dern die Modellierung nur komplizierter wird. Welche neuen Phédnomene lassen sich also
durch den Einbau einer Zeitverzégerung modellieren?

Die wichtigste neue Eigenschaft ist folgende: Retardierte Gleichungen kénnen periodische
Losungen besitzen, die zusétzlich stabile Grenzzykel der Gleichung sind. (Skalare) Glei-
chungen der Form & = f(z) kénnen dagegen keine (nichttrivialen) periodischen Losungen
besitzen.

SATz 1.4. Ist eine Losung der Gleichung @ = f(x) periodisch, so ist die Losung konstant.

BEWEIS. Sei z = x(t) eine periodische Losung mit Periode 7 > 0, d.h. z(¢t) = z(t + 1)
fiir alle ¢ € R. Betrachte nun

t+7 t+71 z(t+7)

/ ()2(s) ds = / F(a(s)) () ds = / F(y)dy = F(a(t + 7)) — Fx(t) =0

t (t)

wobei F(x) die Stammfunktion der rechten Seite f(x) bezeichnet. Daher ist die Losung
konstant auf ganz R. O

Wir kommen nun zu unserer Gleichung fiir das logistische Wachstum mit Zeitverzogerung

zuriick:
@(t) = ra(t) (1 - x(tk_T)>

und betrachten dabei folgendes Bild:

BILD
Fiir ein ¢t = ¢ gelte z(¢;) = K und es geben ein t < t; mit z(¢t —T) < K. Dann folgt
t—T d
1-— 2t=1) >0 m(t) >0

K dt
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Daraus kénnen wir schlieBen, dass die Population x(t) bei t = ¢; weiter ansteigt. Erreichen
wir den Zeitpunkt ¢t =¢; + T, so gilt

z(t—T)=2z(t1) =K

und daher J
T
—(t T)=0
dt( 1+ 7T)
Firt;1 + T <t <ty gilt
z(t—T)> K
und daher p
T
—(t
dt()<0

Dann fallt z(t) bis zur Zeit t =ty + T', denn bei t =t + T gilt
x(to+T —-T)=x(t2) =K
Dies deutet an, dass periodische Losungen moglich sind.
BEISPIEL 1.5. Die einfachste retardierte Gleichung
T
)= T
#(t) = — oa(t — T)

besitzt die periodische Lisung
Tt

x(t) = a cos 5T
Wir kommen nun kurz zum Begriff eines stabile Grenzzykel. Unter einem stabilen
Grenzzykel versteht man periodische Losungen mit der folgenden Eigenschaft: Stérun-
gen der periodischen Losungen werden in der Zeit geddmpft und das System kehrt fiir
t — oo zur ungestorten periodischen Losung zuriick — unter Umsténden mit einer Pha-
senverschiebung. Das periodische Verhalten ist dabei insbesondere unabhéngig von den
Anfangsdaten.

Betrachten wir die dimensionlose Form von (1.2)

dr . N =
= () —z(r=1T)),

die wir iiber die Skalierung

r=—, T=rt, T =rT

=] &

erhalten.

Periodische Losungen lassen sich nun numerisch berechnen und die nachfolgende Tabelle
zeigt dazu einige Ergebnisse.

T ‘ Periode ‘ Tmaz/ Tmin

1.6 |4.03-T 2.56

2.1(454-T 42.3

25(5.36-T 2930




8 1. KONTINUIERLICHE POPULATIONSMODELLE FUR EINE EINZELNE SPEZIES

Gerade aufgrund der Existenz periodischer Losungen gibt es in der Okologie eine Viel-
zahl von mathematischen Modellen, die auf der retardierten Gleichung fiir logistisches
Wachstum basieren.

4. Lineare Analysis bei retardierten Gleichungen, Periodische Lésungen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns etwas genauer mit den Eigenschaften der (ska-
lierten) retardierten Gleichung fiir logistisches Wachstum, d.h. Ausgangspunkt ist wieder
die Gleichung

i(t) = z(t)(1 —z(t-T))
Wir wollen im Folgenden linearisierte Gleichungen untersuchen, die oszillierende Losungen
mit wachsender Amplitude besitzen. Genau fiir diesen Fall wire eine Konvergenz gegen
einen periodischen Grenzzyklus moglich.

Eine Linearisierung um die stationdre Losung x(t) = 0 liefert eine lineare Gleichung mit
exponentiellem Wachstum:

z(t) = z(t) = x(t) = zoe
und es existieren damit keine oszillierenden Losungen.
Eine Linearisierung um z(¢) = 1 ergibt mit () = 1 + y(¢) die retardierte Gleichung
y(t) = —y(t =T)
Da wir ja nach oszillierenden Losungen verwenden wir den Losungsansatz
y(t) = ce’ mit A e C
Einsetzen ergibt
y(t) = e = —y(t =T) = —ceMt=T)
Wir erhalten damit die transzendente Gleichung mit Parameter 7' > 0 in der Form
(1.4) A= —e M

Im Prinzip suchen wir nach Losungen von (1.4) mit der Eigenschaft Re A > 0. In diesem
Fall wire die Gleichgewichtslosung z(t) = K instabil und es wire moglich, dass ein stabiler
Grenzzyklus existiert.

LEMMA 1.6. Es existiert ein ug € R, sodass fiir alle Losungen A € C von
(1.5) A= —e M
gilt
Re )\ < po
BEWEIS. Sei A = p + iw eine Losung von (1.5). Dann gilt
A= et

Fiir [A| — oo folgt dann e #?" — 0o und daher  — —oo. Daher existiert ein po € R mit
Re A < pp. O
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BEMERKUNG 1.7. Formal ldssen sich die Lisungen der Gleichung (1.5) mit Hilfe der
Lambertschen W —Funktion® darstellen. Die LambertW —Funktion ist definiert durch die
Beziehung

z = LambertW (z) eL“mbertW(Z), zeC
Fiir die Lésungen von (1.5) gilt dann gerade

_ LambertW (-T)
B T

LEMMA 1.8. Die Gleichung A = —e™ T besitzt fir T > 0 unendlich viele Lésungen.

A

BEWEIS. Setze

und
w(z) =1+ ze” 1/
Die (komplexwertige) Funktion w(z) hat bei z = 0 eine wesentliche Singularitét. Daher

besitzt die Gleichung w(z) = 0 in einer Umgebung von z = 0 unendlich viele (komplexe)
Losungen.

Nun ist )
w(z)=1+ze 77 =1+ Xe_’\T
und aus w(z) = 0 folgt (fiir A # 0)

1
1+Xe*>‘T s AteM=0 o N=—M

Damit besitzt auch die Gleichung A = —e™*T fiir T' > 0 unendlich viele Losungen. O

Wir wollen nun untersuchen, ob die obere Grenze pg — insbesondere in Abhéngigkeit von
T — negativ ist.

Fiir den Real- und Imaginérteil erhalten wir
(1.6) p=—e " coswT w=e " sinwT

Ist A reell, d.h. w = 0, so folgt, dass die Gleichung = —e T keine strikt positiven
Losungen p > 0 besitzt, da e #T > 0 fiir p > 0 gilt.

Sei nun w # 0. Ist w eine Losung von (1.6), so ist auch —w eine Losung. Wir kénnen daher
w > 0 annehmen.

Damit g < 0 gilt, muss wT < /2 sein, denn —e #T < 0 fiir alle uT' € R.
Mit der zweiten Gleichung in (1.6) folgt

Te M sin wT = WwT < g

5Johann Heinrich Lambert, 1728-1777, schweizerisch—elséssischer Mathematiker, bewies u.a. die Irra-
tionalitét der Zahl 7.
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und daher ergibt sich

Tfﬂmmﬂ<g - 0<T<g

denn sin wT < 1 und e #* > 1 fiir w<0.
Als Stabilitatskriterium fiir die Gleichgewichtslosung x(¢) = 1 erhalten wir also die Bedin-
gung

T
0<T < —
2

Fiir das dimensionsbehaftete Modell
. x(t—1T)
t) = t)|1— ———=
i) = rat) (1- )
ist der Gleichgewichtspunkt x = K also

e stabil fiir 0 < rT" < 7/2,
e instabil fiir rT" > 7/2.

Im instabilen Fall erwarten wir einen Ubergang in einen stabilen Grenzzyklus und man
nennt den Wert 1" = 7/2 auch einen Verzweigungspunkt. Mit diesem Ergebnis stellen
wir ebenfalls fest, dass eine Retardierung die Tendenz zu Instabilitdten erhoht.

Die Periode der entstehenden Oszillation kann néherungsweise mit Hilfe asymptotischer
Methoden berechnet werden: Wir machen den asymptotischen Ansatz

T:g+a 0<e<1

und untersuchen die Losungsmenge von (1.6) fir 7' = 7/2.

LEMMA 1.9. Sei T = 7/2 und (p,w) eine Lisung von (1.6). Dann gilt
p<0

Insbesondere existiert eine Lisung der Form (p,w) = (0,1).

Beweis. Mit T' = 7/2 lautet (1.6)
p=—eH Coswg w=eH sinwg

Existiert eine Losung mit 4 > 0, so miisste gelten: w > 1. Mit u > 0 folgt e *T < 1 und
da sinw? < 1 fiir alle w € R, kann die zweite Gleichung in (1.6) nicht erfiillt sein. Das
(1,w) = (0,1) eine Losung ist, folgt durch Einsetzen in (1.6). O

Wir setzen daher
u=0 w=1l+4+o0 0<0ikl, |o|x1

und erhalten

(1.7) 5

—exp (—5 <g+£>) cos ((14—0) (g—ks)) = f(6,¢,0)

(1.8) l+0 = exp (—5 (g +5>) sin ((1 +o0) (g +5)) =g(d,e,0)
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Nun entwickeln wir die Gleichungen nach den kleinen Parametern 4, o und e: mit
T

f(0,0,0) = 05 f§(07070) = O’ fg(0,0,0) = _17 fU(O’O’O) = _5
ergibt sich aus (1.7)

(5~€+g0,

mit
9(0,0,0) = 1, g5(0,0,0) = =7, g:(0,0,0) = 0, g(0,0,0) =0
lautet die Entwicklung von (1.8)
™
~——0
777
Daraus berechnet man
5 de 2me
~N — g~ —
4+ 72’ 4+ 72
In der Néhe des Verzweigungspunktes T' = 7 /2 gilt also

z(t) =1+ Re(cexp(dt +i(1+0)t))) ~ 1+ Re (c exp (44_1522) exp (it (1 2me )))

4+ 2

und fiir die Periode gilt fiir e < 1

2

_ 27e
1 4472

~ 2T

Dies entspricht in dimensionsbehafteter Form gerade der Periode 4T, wie in der oben
angegebenen Tabelle: in dimensionsbehafteten Gréflen haben wir

2
Periode = —W, r'T = il
r 2
und daher

Periode = 4T

5. Modellbeispiel: Populationsmodell der International Whaling Commission
(IWC)

Die Internationale Walfangkommission (IWC) wurde aufgrund des im Jahr 1946 abge-
schlossenen Internationalen Ubereinkommen zur Regelung des Walfangs — ein interna-
tionaler Volkerrechtsvertrag — gegriindet. Das Ziel des Vertrags ist die angemessene und
wirksame Erhaltung und ErschlieBung der Walbesténde. Die Kommission besteht aus Ver-
tretern der derzeit 75 Unterzeichnerstaaten.

Die Internationale Walfangkommission hat unter anderem die Aufgabe, Fangquoten fiir
Wale in den Weltmeeren festzulegen. Auch werden von der IWC Schutzzonen definiert, in
denen nicht gejagt werden darf. Zur Populationsvorhersage verwendet die IWC eine Rei-
he von verschiedenen mathematischen Modellen und Methoden, u.a. ein kontinuierliches
Populationsmodell mit Zeitverzogerung. Dieses Modell lautet

(1.9) @(t) = —px(t) + pa(t —T) [1 +q (1 - (W)Z)]
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Das Modell enthélt fiinf Parameter: u, T, q, K,z > 0 mit den folgenden Bedeutungen

Sterblichkeitsrate

Zeit bis zur Geschlechtsreife

Kapazitit ohne Walfang

Maximaler Wert fiir Fruchtbarkeit

Steuerungsparameter zur Reaktion auf Abfall der Population

NR TR

Wir suchen zunéchst wieder die stationdren Losungen z(t) = const. Offensichtlich ist die
Nullpopulation eine stationire Losung und wir nehmen im folgenden z(¢) # 0 an. Dann
ergibt die rechte Seite von (1.9) die Bedingung

el (452
(o (2552)

beziehungsweise mit ¢ # 0 die Gleichung

(e

Also ist die Kapazitdt K ohne Walfang eine stationédre Losung.

und daher

Im néchsten Schritt untersuchen wir die Linearisierung um z(t) = K: setze x(t) = K+y(t),
dann folgt

y(t) = —p(K +yt) +u(K +yt-T)) [1 T4 (1 B (W)ﬂ
= —pK — py(t) + pK + py(t = T) + p(K +y(t = T))q <1 - (W>Z>

= —puy(t) + py(t — T) + pg(K +y(t — 1)) (1 - (W)j

Wir nehmen nun an, dass die Abweichung y(¢ — T') klein gegeniiber der Kapazitét K ohne
Walfang ist, d.h.

y(t—=1)

= 1
K e

Dann liefert eine Taylorentwicklung um den Punkt € = 0 gerade

—1
(1+4¢)? :1+€z+z(z2)52+0(63)
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Dies kénnen wir nun in die Differentialgleichung fiir y(¢) einsetzen und erhalten

§(t) = —py(t) +py(t —T) + pg(K +y(t —T)) |1 — (1 + zy(tK_T) 10 ((M>2>]

= ) (e~ T) + pg(K 4yt - T)) —zy“K‘T)W( )]

Die Linearisierung des Populationsmodels um z(t) = K — unter der Annahme y(t) < K
— ist also gegeben durch

(1.10) §(t) = —py(t) + py(t = T) — pgzy(t = T)
Wir fithren nun Stabilitétsuntersuchungen fiir das lineare Modell (1.10) durch: der Ansatz
y(t) =ceM, XeC

fithrt durch Einsetzen auf die Gleichung

A= —p+pl—gz)e T
Mit A = a + i § ergibt sich die Gleichung
(1.11) a+if=—p+p(l —qz)e T (cos BT — isin BT)

Die Aufspaltung von (1.11) in Real- und Imginérteil ergibt

(1.12) a = —p+p(l—qz)e T cos BT

(1.13) B = —p(l—qz)e T sin T

Wir diskutieren zunéchst die Gleichung (1.12): es gilt —1 < cos 1" < 1, 5T > 0 sowie
el < 1, a>0
el = 1, a=0
el > 1, a<0

Entscheidend fiir die Stabilitédt ist wiederum das Vorzeichen von «.
LEMMA 1.10. Ist 0 < gz < 2, so gilt fiir Losungen von (1.12) stets o < 0.
BEWEIS. Sei o > 0 eine Lésung von (1.12). Dann gilt
< (1l —qz)e T cos T
und mit p # 0 erhalten wir
(1—qz)e T cos BT > 1

Nun gilt aber —1 < 1—gz < 1 und mit —1 < e=T cos BT < 1 ergibt sich ein Widerspruch.
O
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Fiir gz > 2 erhalten wir aus (1.12)
a=—p+p(l—qz) et cos T
——
<1
wobei cos BT fiir ST > /2 negativ wird.
Fiir den Grenzfall o = 0 ergibt sich gerade
0=—p+p(l—gqz) cospT,

und umschreiben ergibt

1 1
(1.14) cosfT,=— = [BT.=arccos
1—gz 1—gqz
Zur Bestimmung von [ verwenden wir Gleichung (1.13): nach (1.12) gilt
1
cos 31, =
1—gqz
und mit (1.13) erhalten wir
: g
singl, = — ———
C u(l-g2)

Mit dem Additionstheorem
sin? BT, + cos? BT.=1

folgt
1 32

=1
g2 21— q2)?

Umformen ergibt
PP+ 3% =t (1 — qz)?
und damit erhalten wir fiir 3
B=p(1-q2)?-1)"

Setzen wir dieses Resultat in (1.14) ein, so erhalten wir

arccos

WT, = 1—qz  m—arccosl/b
T ((-g2-DYr -1

mit b=qz — 1.

Das Fazit lautet also: die stationéire Losung x(t) = K ist stabil
(1) falls gz < 2 gilt,
(2) fiir gz > 2, falls

7 — arccos 1/b

pl <pul, = W

gilt.
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6. Populationsmodelle mit Alterstruktur

Neben der Betrachtung von retardierten Modellen gibt es eine weitere Verallgemeinerung
der einfachen Populationsmodelle aus Abschnitt 1.1 und 1.2: Populationsmodelle mit Al-
tersstruktur. Die Altersstruktur einer Population kann die Grofle und das Wachstum einer
Population entscheidend beeinflussen. Wir betrachten daher im Folgenden ein Populations-
modell, bei dem die Geburten— und Sterberate von dem Alter des Individuums abhéngt.

Seit n(a,t) eine Populationsdichte, die sowohl von der Zeit ¢ als auch vom Alter a abhéngt,
d.h. das Integral I(a,b) definiert durch

b

I(a,b) = /n(s,t) ds
sei die Zahl der Individuum im Alter zwischen a und b zur Zeit ¢t. Weiter seien b(a) und p(a)
die altersabhingige Geburten— bzw. Sterberate. Ein typischer Verlauf der beiden Gréfien
b(a) und p(a) konnte etwa wie im folgenden Bild aussehen.

BILD
Fiir ein kleines Zeitinkrement dt ist die Zahl der im Alter von a sterbenden Individuen
der Population gegeben durch u(a)n(a,t)dt. Die Geburtenrate dagegen beeinflusst nur die

Population bei bei a = 0, d.h. wirkt nur auf den Term n(0,¢) — es gibt keine Geburten mit
einem Alter a > 0.
Ein Erhaltungsprinzip fiir die Population ergibt nun die Beziehung
0 0

(1.15) dn(a,t) = aizczt + G—Zda = —p(a)n(a, t)dt
Der Term (On/da) da modelliert dabei den Effekt des Alterwerdens der Individuen.
Dividieren wir die Gleichung (1.15) (formal) durch dt und beriicksichtigen, dass gilt da/dt =
1, da a gerade das chronologische Alter ist, so erhalten wir fiir die altersabhéngige Popu-
lation n(a,t) die lineare partielle Differentialgleichung

on On

1.1 — 4+ —=- t

(1.16) Sl = —(a)n(e. )
die in der Literatur als von-Foerster-Gleichung bezeichnet wird.

Die Gleichung (1.16) muss mit Bedingungen an die Losung n(a,t) in ¢ und a versehen
werden. Zunéchst haben wir eine Anfangsbedingung der Form

(1.17) n(a,0) = f(a),
die besagt, dass zur Zeit ¢t = 0 die Population gerade die Altersverteilung f(a) besitzt.

Die zweite Bedingung beriicksichtigt die Geburtenrate und 148t sich in der Form

o0

(1.18) n(0, 1) = / b(a)n(a, ) da

0
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darstellen. Dabei ist die obere Integralgrenze nur kiinstlich auf den Wert a = oo gesetzt
worden, da wir eigentlich ein maximales Alter a,, vorschreiben kénnten — mit b(a) = 0 fiir
a> Q.

Die von-Foerster—Gleichung (1.16) ist eine hyperbolische partielle Differentialgleichung
und kann mit Hilfe der Methode der Charakteristiken gelost werden. Dazu definiert
man {iber die Beziehung

da
1.19 — =1
(1.19) o
zunéchst charakteristische Grundkurven in der (a,t)-Ebene. Entlang dieser Grundkurven
16st man dann die gewohnlichen Differentialgleichungen

dn
1.20 — = —
(1.20) o pn

Das man damit eine Losung von (1.16) erhélt sieht man folgendermafien: sei a = a(t) eine
Kurve nach (1.19), dann gilt mit (1.20) offensichtlich

dn(a(t),t) On _.0On

= — = — t t),t
D = S Gt = —p(a) n(a(t). )
Die charakteristischen Grundkurven sind Geradenstiicke der Form
. _Ja+t : a>t
(1.21) a—a(t)—{ f—ty : a<t

und ergeben gerade das Bild

BILD der charakteristischen Grundkurven
Hier sind ag und tg gerade das Anfangsalter ag eines Individuums zur Zeit ¢ = 0 bzw.
die Zeit ty der Geburt eines Individuums. Dementsprechend miissen bei der Losung der
Gleichung (1.20) die beiden Félle a > ¢ und a < ¢ unterschieden werden, d.h. bei a > ¢
betrachtet man die Population, die bereits bei ¢ = 0 existent war bzw. bei a < t die
Population, die nach der Zeit t = 0 geboren wurde.

Eine Zeitintegration von (1.20) unter Verwendung von (1.19) und (1.21) liefert

n(a,t) = n(ap,0) exp |— /u(s) ds|, a>t
ao

wobei n(0,ap) = n(0,a —t) = f(a —t) (nach (1.17)) und daher

(1.22) n(a,t) = f(a—1t) exp | — / p(s)ds| , a>t

Fiir a < t erhalten wir entsprechend

n(a,t) = n(0,ty) exp —/u(s) ds
0
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und da n(0,%p) = n(0,t — a) gerade
(1.23) n(a,t) =n(0,t — a) exp —/u(s) ds|, a<t
0

In der letzten Gleichung muss der Term n(0,¢ — a) mit Hilfe der Integralgleichung (1.18)
unter Verwendung von (1.22) und (1.23) geldst werden:

n(0,t) = /b(a)n((),t—a) exp —/u(s)ds da
0

+7b(a)f(a—t) exp —/,u(s)ds da

Wir wollen hier nicht néher auf die Losbarkeitseigenschaft dieser Integralgleichung einge-
hen, da wir uns im néichsten Abschnitt im Rahmen eines Modellbeispiels konkret damit
beschéftigen werden.

Eine andere Moglichkeit nach Losungen der von—Foerster—Gleichung (1.16) zu suchen ist
die Suche nach Ahnlichkeitsldsungen. Darunter versteht man eine spezielle Losungs-
struktur, zum Beispiel verwendet man einen Losungsansatz der Form

n(a,t) = e’ r(a)

Das bedeutet also, dass wir nach Losungen suchen, bei denen sich die Altersstruktur in der
Zeit nur um einen multiplikativen Faktor &ndert, der mit der Zeit anwéchst, falls v > 0,
bzw. abfallt, falls v < 0 gilt.

Einsetzen in Gleichung (1.16) ergibt

dr

2o = —(ula) +)r

und daher

a

r(a) =r(0) exp | —ya — /M(s) ds
0
Verwenden wir diese Losungsdarstellung in der Randbedingung (1.18), so erhalten wir

[e.9] a

e’ r(0) —/b(a)evtr(O) exp —’ya—/u(s) ds | da
0 0

und damit

- / ba) exp | —va — / u(s)ds | da = 6(+)
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Da ¢() eine streng monoton fallende Funktion ist, existiert ein eindeutiges v mit ¢(yp) =
1 und das Vorzeichen von vy wird durch den Wert ¢(0) bestimmt, wie im nachfolgenden
Bild dargestellt.

BILD der streng monoton fallenden Funktion ¢(v)

Weiterhin ist die Losung vy durch die Geburtsrate b(a) und die Sterberate p(a) festgelegt.
Der kritische Schwellenwert S fiir eine anwachsende Population ist gegeben durch

a

S = $(0) = 71)(@) exp [ - / () ds | da
0

0

wobei fiir S > 1 die Population anwéchst und fiir S < 1 féllt. Dabei kann der Term
exp(— [y pu(s) ds) wie eine Wahrscheinlichkeit dafiir interpretiert werden, dass ein Indi-
viduum das Alter a erreicht (auch wenn das Integral iiber ganz R nicht den Wert Eins
ergibt).

Unsere eben berechnete Ahnlichkeitslésung wird im Allgemeinen natiirlich nicht die vor-
gegebene Anfangsbedingung (1.17) erfiillen. Man konnte daher noch weiter untersuchen,
ob die Ahnlichkeitslosung fiir grofie ¢ eine Approximation der Losung (1.16)—(1.18) ist.
Darauf wollen wir aber nicht weiter eingehen.

7. Modellbeispiel: Populationsmodell fiir metastasenbildende Tumoren

In diesem Abschnitt untersuchen wir ein Populationsmodell fiir metastasenbildende Tumo-
ren. Dieses Modell findet man in der Arbeit von K. Iwata, K. Kawasaki und N. Shigesada,
A dynamical model for the growth and size distribution of multiple metastatic tumors,
Journl of Theoretical Biology, 203, 177-186 (2000). Wir bezeichnen unser Modell daher
abkiirzend als IKS—Modell.

Das Modell basiert zunéchst auf den folgenden medizinischen Beobachtungen:

(1) Je groBer ein Tumor ist, desto langsamer ist sein Wachstum. Wir benétigen daher
ein Tumorwachstumsmodell, das die Gréfle des Tumors bertiicksichtigt.

(2) Eine einzelne mutierte Zelle reicht aus, um Krebs auszulsen, da Krebszellen
tiber die Blutbahn transportiert werden kénnen und daher an entfernten Stellen
im Korper Tumore bilden kénnen (metastasenbildend). Daher suchen wir nach

einem Tumormodell zur Beschreibung der Anzahl von Tumoren unterschiedlicher
Grofe.

Das IKS—-Modell verwendet zwei unabhéngige Variablen: die Zeitvariable t € Ry und die
Zahl der Zellen eines metastasenbildenden Tumors, x € R, d.h. die x—Variable beschreibt
die Grofle des Tumors.

Unsere abhéngige (prognostische) Variable ist die Dichtefunktion

p:Ri — Ry
(x,t) — plz,1)
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Die Bedeutung der Dichtefunktion ist folgende: fiir 1,22 € Ry, 1 < x5 ist das Integral

x2

I(xy,x2) :/p(ac,t) dx

Z1
die Anzahl der metastasenbildenden Tumoren mit einer Grofle x € [z1,z2]. Wie oben

angegeben nehmen wird weiterhin an, dass die Krebserkrankung durch einen Primartumor
ausgelost wird, der zu Zeit t € Ry aus z, = z,(t) Zellen besteht.

Die Wachtumsrate des Primértumors und der entstehenden Sekundértumoren sei gegeben
durch die Funktion g = g(x), die nach Modellannahme von der Grofie des Tumors abhéngt.
Daher erhalten wir fiir den Primértumor die dynamische Gleichung

Tp = g(zp)

zp(0) = 1
Dieses Anfangswertproblem besagt gerade, dass der Primirtumor zur Zeit aus genau einer
mutierten Zelle besteht.

Zur Herleitung einer dynamischen Gleichung fiir die Dichtefunktion p = p(z,t) fassen wir
zunédchst unsere Modellannahmen zusammen:

1) Die Wachstumsrate der Tumore ist gegeben durch die Funktion g = g(x).

2) Es findet keine therapeutische Behandlung der Krebserkrankung statt.

3) Die Tumore unterliegen alle dem Wachstumsproze aus 1).

4) R#umlich benachbarte Tumoren beeinflussen sich nicht.
Wir betrachten nun fiir feste x1,z2 € R4, 1 < z2 die zeitliche Anderung der Grofie

T2

P(t) = /p(a:,t) dx
1
Der Wert von P(t) &ndert sich nur auf Grund der Wachstumsrate der Tumore, d.h.
T2
dpP d
(1.24) pr dt/p(x,t)dx—F(xl,t)—F(xg,t)
1

wobei F'(x,t) der Fluss der Dichtefunktion p(z,t) pro Zeiteinheit ist. Insbesondere gilt

und wir erhalten damit
2

jt/p(w, t)dx = g(x1)p(x1,t) — g(w2)p(w2,1)

xr1

Schreiben wir nun
T2

glan)pon,0) — gle2)plant) = = [ £-(9(a) - p(a.0) do

x1
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sowie
d [ To
@ _ | or
dt/p(x,t)da:—/at dx
Tl Tl

so folgt aus Gleichung (1.24) die Beziehung

72 @f + 2 (g(a)- p<x,t>)> =0

Da die Integralgrenzen z; und zo beliebig gewihlt werden koénnen, folgt die partielle
Differentialgleichung

(1.25) % 1 () plast) =0

Gleichung (1.25) kénnen wir wieder als von-Foerster Gleichung bezeichnen.

Als Anfangsbedingung fiir (1.25) wéhlen wir p(x,0) = 0, d.h. zur Zeit ¢t = 0 ist nur der
Primértumor vorhanden.

Weitaus komplizierter ist die Wahl einer geeigneten Randbedingung: wir setzen

g(l)p(l,t) =
—

Anzahl der neu entstehenden
Zellen pro Zeiteinheit.

[ s@ta.t)ds
1

Gesamtanzahl der neugebildeten Tumorzellen in einer Zeiteinheit,
die von Metastasen der Grofle zwischen 1 und oo gebildet werden.

+ Blap(t))

Anzahl der Metastasen, die vom
Primértumor gestreut werden.

Dabei steht die Funktion § = ((z) fiir die z—abhéingige Metastasen— oder Kolonisations-
rate.

Um unser Modell zu schlieflen, bendtigen wir noch geeignete Darstellungen fiir die Wachs-
tumsrate g(z) und die Kolonisationsrate (5(z). Die Wachstumsrate g geht in die beiden
folgenden Gleichungen ein:
dx
ditp = g(xp), 7p(0) =1
und

pt + (9(z)p)z =0

In der medizinischen Literatur findet man drei hiufig verwendete Modelle,
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(1) Die Gompertz’sche-Wachstumsfunktion ist gegeben durch
z) = axln —
g(x) .

Hier ist die Tumorgréfie beschrénkt und die maximal mogliche Grofie (Zellenzahl)
ist gerade b. Die Wachstumsratenkonstante a wird dabei Beobachtungsdaten an-
gepaflt.

(2) Lineares Wachstum

g(z) = ax

In der Anfangsphase der Tumorbildung wichst der Tumor rapide an. Deswe-
gen die Annahme eines exponentiellen Wachstums. Die Annahme eines linearen
Wachstums ist aber insofern unrealistisch, da ein Tumor nicht beliebig grof§ wer-
den kann.

(3) Potenz-artiges Wachstum

g(z) = az'™?
mit 0 <~y < 1.
Vorteilhaft sind natiirlich solche Wachstumsraten, fiir die das Anfangswertproblem

(o 21

analytisch losbar ist. Mit der Gompertzschen—Wachstumsfunktion folgt
xp(t) = bl = exp (1—e ") Ind)

Typische Zahlenwerte sind dabei b = 7,3 - 10'° Zellen und a = 0.00286.
BILDER

Fiir die Metastasen— oder Kolonisationsrate findet man in der Literatur folgenden Ansatz:
Blx) = ma®

Hier bezeichnet man m als Kolonisationskoeffizienten und « als Fraktaldimension
der Blutgefifle. Hintergrund ist hier, dass vaskuldre Tumore Blutgeféifie bilden, um sich
mit Nahrstoffen zu versorgen. Der Parameter a bezeichnet dann den prozentualen Anteil
der Blutgefifle in der Umgebung des Tumors, die eine direkte Anbindung zum Tumor
haben. Die Proportionalitdt bedeutet dann, dass die Kolonisationsrate eines Tumors der
Grofle x proportional zur Anzahl der Tumorzellen ist, die in Kontakt mit Blutgefafien
stehen.

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit analytischen Untersuchungen des IKS—Modells
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gegeben durch

0 0
aP‘F%(g(ﬂf)P) =0

g(Wp(1,) = / B(@)p(e, t) dz + Blap(t))

T, = g(xp)
zp(0) = 1

Wir schreiben die erste Gleichung zunéchst in der Form
pr+g(@)pe = —4'(z)p

Dies ist wieder eine hyperbolische partielle Differentialgleichung, die mit Hilfe der Metho-
de der Charakteristiken gelost werden kann, wobei allerdings die Inhomogenitét auf der

rechten Seite beachtet werden muss.
Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst das zugehorige Ganzraumproblem, d.h. es
sei x € R und nicht z € R,.
(1.26) a+a(()) 0 mRxR
. — (g9(=x = in
mﬂ Oz P +
p(z,0) = 0 aufR

BEISPIEL 1.11. Sei g(x) = const. dann ist die Lisung der Gleichung p; + ap, = 0 mit
Anfangsbedingung p(x,0) = po(x) eine wandernde Welle (travelling wave): mit z = x —at
ergibt sich gerade p(x,t) = po( ).

DEFINITION 1.12. Das zu Gleichung (1.26) gehorende charakteristische System ist
gegeben durch

27
(1.27) W= —¢'(r)w, w(s) = wy

{ = g(x), z(s) = xo

BEISPIEL 1.13. Fir die Gleichung p; + apy = 0 lautet das charakteristische System
T =a, z(s) = xg
w =0, w(s) = wo

mit der Lisung
{ z(t) =z + (t — s)a

w(t) = wy

Wir bezeichnen die Losungen des charakteristischen Systems (1.27) mit X s(z¢) und
Wi s(x0, wo) bzw. auch T;(xg) = X o(zo). Die Losung der Gleichung (1.26) lautet dann

p(,t) = Weo (T (2), p(T7 (), 0))
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beziehungsweise unter Verwendung der Anfangsbedingung p(x,0) = po(x) entsprechend
pla,t) = Weo (T, (@), po(T ' (2)))
BEISPIEL 1.14. Sei wieder g(x) = const.. Das charakteristische System lautet

T = a,z(s) =z
w = 0,w(s) =wo
Daraus folgt
Xis(xo) = zo+ (t—s)a
Wis(wog) = wo
und es gilt

Ti(xo) = xo + ta, Ty '(z) =z —at

Einsetzen in die Losungsdarstellung liefert dann
p(x,t) = Wio (T; (), pol(Ty H(2)) = po(Ty ' (2)) = polw — at)
Die Losungsmethode von oben ist fiir das IKS—Modell nicht direkt anwendbar:

(1) Es liegt kein Ganzraumproblem vor, da die unabhingige Variable x positiv oder
besser grofler 1 ist.
(2) Die Randbedingung bei x = 1 ist in Form eines Integrals gegeben:

ﬂUMLﬂz/ﬁ@WWJMx+M%@D
1

(3) Die Gleichung fiir den Primértumor teilt die (z,¢)-Ebene in zwei unterschiedliche
Bereiche.

Eine anschauliche Darstellung der charakteristischen Grundkurven in der (z,¢)-Ebene ist
im folgenden Bild dargestellt.

BILD

Die Losung des IKS-Modells muss daher aufgeteilt werden: fiir Punkte (z,t) mit > x,(t)
gilt:

plx.t) = Weo (T (@), p (T — 7} (2),0))
und T3 (zo) = Xt 0(x0).

Fiir Punkte (z,t) mit 2 < x,(t) gilt entsprechend:
(1.28) pla,t) = Wis(1,p(s, 1))
und T;(s) = X; 4(1) bezichungsweise s = T, *(z).

Eine zusitzliche Schwierigkeit ist, dass in der Losungsdarstellung (1.28) der Wert p(s, 1)
nicht explizit gegeben ist, sondern nur iiber die Randbedingung in Integralform,

(1.29) mnMLw—/hmmmxmx+m%u»
1
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Unser néchstes Ziel ist es, aus der Randbedingung (1.29) eine explizite Darstellung fiir
p(1,t) herzuleiten:

BILD

Die Idee dazu ist, eine Variablentransformation im Integralterm auf der rechten Seite von
(1.29) durchzufiihren.

Wir verwenden dazu die Trajektorie T3(s) mit
Ty(s) = Xi,s(1)

und setzen fiir € [1, z,(t)] gerade x = T3(s). Damit folgt 0 < s <t und die Transforma-
tion des Integrals lautet

(1.30) [ s@pta0yde = [ BOEWeL o510 | 1) a
1 0

Die Gleichung zur Bestimmung von W; 4(1, p(s, 1)) ist gerade gegeben durch
w=—g'(x(t))w, w(s)=wy

und daher erhalten wir
t

(1.31) Wia(Lpls 1)) = pls. 1) exp (= [ o (Xral) dr

Gleichungen (1.30) und (1.31) ergeben dann die transformierte Randbedingung

p(1,s)ds

(32 gp0) = [ se)es (- [ (Xon) dr 'jsms)
0 s
+8(2,(0)

Die Gleichung (1.32) 1&8t sich deutlich iibersichtlicher formulieren: sei g(1) # 0, u = 1/g(1)
und setze

V(t) = p(1, t)
Dann l&8t sich (1.32) schreiben als
t
(1.33) Vi(t) — M/K(t, s)v(s)ds = f(t)
0

mit

f@) = pBap(t))

K(ts) = B(Ti(s)exp | - / J (Xr(1)) dr
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Aus mathematischer Sicht ist die Gleichung (1.33) eine lineare Volterra-Integralgleichung
2. Art und fiir solche Gleichungen existieren folgende Existenz— und Eindeutigkeitsaus-
sagen.

Satz 1.15. Sei A = {(t,5) € [0,00)? : t € [0,00),s € [0,t]}. Ist K : A — R eine stetige
Funktion, so besitzt die Gleichung (1.32) fir alle pn # 0 und f € C(]0,00)) eine eindeutige
Lisung v € C([0,00)).

Den Beweis des Satzes findet man in Standardtextbiichern zur Theorie von Integralglei-
chungen.

Fiir uns ist im Folgenden interessant, wie eine explizite Losung der Gleichung (1.32) berech-
net werden kann. Hier ist es moglich eine Losungsdarstellung mit Hilfe des Resolventenkerns
zu berechnen: es gilt

t
v(t) )+ 1 / R(t,s;p)f(s)ds
0
mit dem Resolventenkern
o0
Rtosi) = Y i K01, 5)
k=1
und der Rekursion

KO s) = K(t,s), K®ED(,s) = / Kt 7)K® (. 5) dr

Fiir eine spezielle (einfache) Wahl der Wachstumsfunktion g und der Kolonisationsrate /3
wollen wir im Folgenden eine explizite Losung des IKS—-Modells berechnen. Wir nehmen
dazu:

g(r) = ax lineares Wachstum.

B(z) = mzx «a=1; Blutgefifie sind homogenverteilt.
Das charakteristische System lautet dann:
r = ax, xz(s)=uxp
—aw, w(s)=wp

Wir erhalten also

Wis(wg) = wee™
sowie

Ti(s) = Xy4(1) =¥t
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Einsetzen in die Volterra—Integralgleichung ergibt

m

¢
u(t) — m/ea(ts)v(s) ds = —e™
0

a

d.h. als Kern der Integralgleichung erhalten wir
K(t,s) = =)
m

sowie p =m und f(t) = Ze.

Zur Berechnung des Resolventenkerns: es gilt

R(t,s;0) =Y " KW(, s)
k=1

wobei 1
K(k) — k-1 a(t—s)
(t,s) = 1)!(15 s)¥ e
Setzen wir die letzte Formel in den Resolventenkern ein, so ergibt sich
= 1
. _ k—1 k=1 _a(t—s) _ _(a+m)(t—s)
R(t,s,,u);m (k:—l)!(t s)F e =e
Wir erhalten somit
¢
2
(1.34) p(1,t) =v(t) = Mot L I /e(“+m)(t_s) e ds = L elatmt
a a a
0
Fiir 1 < x < x,(t) gilt nach der Methode der Charakteristiken
(1.35) p(z,t) = p(1,s)e =)

wobei
s=T; '(x) =t - %lnx
Setzen wir die letzte Gleichung in (1.34) und (1.35) ein, so ergibt sich
pla,t) = Lelatm)(t=3na)  o—a(t=(t-7ne)
%x_2—m/ae(a+m)t
a

Die vollstéindige Losung des IKS—Modells mit linearem Wachstum und o = 1 ist also
gegeben durch

0 D t>0,x > e

pz,t) =
%x_g_m/ae(‘”m)t D t>0,1<z<e?



