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Mengen und Quantoren
Mengen
Definition (Georg Cantor, 1845 - 1918)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener
Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens - welche die Elemente
der Menge genannt werden - zu einem Ganzen.

Oft werden Mengen durch Auflistung ihrer Elemente angeben. So ist zum
Beispiel die Menge der natiirlichen Zahlen

N=10,1,2,3,4,...}.
(Je nach Autor gehort die 0 zu N oder nicht!)

Definition
Eine Menge N ist Teilmenge (oder Untermenge) einer Menge M genau

dann, wenn jedes Element von N auch Element von M ist. Man schreibt
N C M. Ist a ein Element von M, so schreibt man a € M.
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Grundlagen Mengen und Quantoren

Mathematische Kurzschreibweise
Man verwendet in mathematischen Texten die Bezeichnungen

= fir , daraus folgt” (Implikation)
“— fir , genau dann, wenn" (Aquivalenz)
\v4 fir  fir alle" (Allquantor)
= flir , es existiert ein” (Existenzquantor)
=l fiir , es existiert genau ein”
A (bzw. V) fir ,,und" (bzw. ,oder")
. oder | fur ,gilt" oder ,mit der Eigenschaft"

:= (bzw. : <) fiir ,nach Definition gleich(bedeutend)"

Beispiele:
o NCM: <= VxeN:xeM
@ gerade natiirliche Zahlen 2N C N:

ON = {0,2,4,6,..} = {x€N|)2—< eN}

es gilt x € 2N < dy e N: x = 2y.
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Grundlagen Mengen und Quantoren

Mengenoperationen
Definition
Die Menge ohne Elemente bezeichnet man als die leere Menge ().

Definition (Mengenoperationen)
Es seien M, N zwei beliebige Mengen, dann heiBen

e MNN={p|p€ M undp € N} der Durchschnitt,

@ MUN={p|p€ M oder p e N} die Vereinigung,

o M\ N={pe M|p¢& N} der Differenz,

o Mx N={(p,q)| pe M und qe N} das kartesische Produkt
von M und N.

Hierbei bezeichnet (p, q) € M x N das geordnete Paar.
Beispiele:
e R2=R xR ={(x,y) | x,y € R}, oder allgemeiner:
o R"=Rx...xR={(x1,...,xn) | x; € R}.

Grundlagen Mengen und Quantoren

Einige Rechenregeln fiir Mengen

Rechenregeln fiir Mengen
Seien M, N, L beliebige Mengen. Dann gilt
o MUM=M=MnM (ldempotenz),
@ MUN=NUMund MNN = NN M (Kommutativitat),
e MNNCMcCMUN,
o (MNN)NL=Mn(NNL)und  MUN)UL=MU(NUL)
(Assoziativitat),
o  MUN)NL=MnNL)U(NNL)und
(MNN)UL=(MUL)n(NUL) (Distributivitat).
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Mathematische Aussagen und Beweise
Mathematische Aussagen und Beweise

Mathematische Aussagen werden in der Regel mit Theorem, Satz, Lemma
(Hilfssatz) und Folgerung bezeichnet und miissen bewiesen werden. J

Es gibt eine Vielzahl von Beweismethoden, z.B.
@ direkter Beweis (z.B. Umformen von Gleichungen),
zB., 4x=12= x=3"
@ indirekter Beweis (auch Beweis durch Widerspruch): beruht auf der
logischen Regel (,, Kontraposition*)

(A= B) <— (=B = -A)

wobei A die Voraussetzung ist und B die Konklusion.
Z.B. ,,d unendlich viele Primzahlen® kann man indirekt beweisen.

@ Beweis mittels vollstandiger Induktion.

Mehr zu Beweisen finden Sie unter
http://www.mathematik.de/

ger/information/landkarte/stichpunkte/beweis.html
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Grundlagen Mathematische Aussagen und Beweise

Beweis durch vollstandige Induktion

Prinzip der vollstandigen Induktion

Es sei ng € N und A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € N mit n > ng eine

Aussage. Es gelte
i) A(ng) ist wahr,

ii) fir alle n € N gilt die Implikation: A(n) = A(n+ 1).
Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N mit n > no.

Mochte man nun nachweisen, dass A(n) fiir alle n € N mit n > ng gilt, so
muss man folgendes beweisen:

© Induktionsanfang: A(ng) ist richtig,

@ Induktionsschritt: A(n) impliziert A(n+ 1).
Dazu nimmt man an, dass A(n) gilt (Induktionvoraussetzung), und
beweist die Aussage A(n+ 1) (Induktionsbehauptung)
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Mathematische Aussagen und Beweise
Ein einfaches Beispiel
Satz

Die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n ist + n(n+ 1),

< 1
Z;i = 5”(”4-1).
I=

Beweis. (mit vollstandiger Induktion nach n)

|A: Die Aussage gilt fiir n = 1: E, i=1=%1.1-(1+1)
IS: Man nimmt an, es gelte IV: >0 i =2 n(n+1)

und beweist dann die IB:

n+1

1 1
Z, - Z,+ (n+1) % S+ 1)+ (n+1) = S(n+1)(n+2)
Damit folgt die Aussage fiir n 4+ 1 aus der Richtigkeit fiir n. [
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Mathematische Aussagen und Beweise
Ein weiteres Beispiel
Satz (Geometrische Summenformel)
Es gilt die Formel
n
1 — n+1
Zxk Rk x# 1, x e R beliebig
1—x
Beweis. UA [
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Grundlagen Mathematische Aussagen und Beweise

Rekursive Definitionen

Eng verwandt mit dem Beweis durch vollstindige Induktion ist die
Konstruktion durch vollstandige Induktion, auch rekursive Definition
genannt. Jeder natiirlichen Zahl n soll eine Zahl f(n) zugeordnet werden.
Dies ist moglich durch:

© Die Angabe von f(0).

@ Eine Vorschrift F, die fiir jedes n in N die Zahl f(n) aus den Zahlen
f(0),...,f(n—1) berechnet, d.h.

f(n) = F(f(0),...,f(n—1))

Beispiele:
@ Potenzen: x° =1, x! = x, x" = x-x"!
© Fibonacci Zahlen:
x =0, xx =1, x =1 x; == Xp_1 + Xn—2 (n>2)

© Summe Sy ak: S0y 2k = 0, Sy ok = a0+ ik ok
Q Fakultat: 0! := 1, 1l :=1, n! = (n—1)-n
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Grundlagen Mathematische Aussagen und Beweise

Satz

Fiir alle n € N, n > 1, gilt:
Die Anzahl der méglichen Anordnungen (=Reihenfolgen) von n Objekten
O1,..., O, ist n!.

Beweis. Beweis mit vollstandiger Induktion:
IA: Fiir ein Objekt gibt es genau eine Anordnung.

IS: Wir betrachten nun die méglichen Anordnungen von n+ 1 Objekten.
Ordnen wir O;, i € {1,...,n+ 1}, an erster Stelle an, so gibt es nach
Induktionsvoraussetzung n! mogliche Anordnungen der restlichen n
Objekte. Die Gesamtzahl aller Anordnungen von Oy, ..., O,y1 ist also
nl-(n+1)=(n+1). O]
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Asbidungen
Abbildungen

Definition
Eine Abbildung f zwischen zwei Mengen A, B ist eine Vorschrift, die
jedem Element a € A genau ein Element f(a) € B zuordnet.

f: A — B

a +— f(a)

@ Sei a € A. b:= f(a) heiBt Bild von a unter f.
@ Sei b € B. a € A heiBt Urbild von b unter f : <= f(a) = b.

Seien X C Aund Y C B zwei beliebige Teilmengen.
o f(X):={f(a)|ae X} heiBt Bild der Menge X C A unter f.
o f1(Y):={ac A|f(a) € Y} heiBt Urbild der Menge Y C B unter

f.
11/359
Abbildungen
Definition

Sei f : A — B eine Abbildung zwischen den Mengen A und B. Dann ist
der Graph, ['r C A x B, definiert als die Menge

s := {(a,f(a)) |ac A} .

Definition (Eigenschaften von Abbildungen)
Sei f : A — B eine Abbildung (zwischen den Mengen A und B).

f heiBt surjektiv : <= f(A) =B
< VbeBdacA: f(a)=b
< all > [1.5ex]|f ist injektiv : <= jedes Bild hat genau ein Urbild
< Vbef(A)dlacA: f(a)=0b
— Vx,yeA:f(x)=f(y)=x=y
< all > [1.5ex]|f ist bijektiv : <= f ist injektiv und surjektiv

v
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Abbildungen
Beispiele.

@ Die Identititsabbildung oder Identitit einer Menge M, definiert durch
Idpg : M — M, a — a ist bijektiv.

e Eine andere bijektive Abbildung ist f : R — R, f(x) = x>.

@ Die Abbildung f : N — N, f(n) :=2- nist injektiv aber nicht
surjektiv.

o Die Abbildung f : R — R, f(x) := x3 — x? = x?(x — 1) ist surjektiv
aber nicht injektiv, da f(1) = f(0) =

13 /359

Bezeichnung. Seien f : A— B und g : B — C zwei Abbildungen. Als
Verkettung, Hintereinanderausfiihrung oder auch Komposition der
Abbildungen f und g bezeichnet man die Abbildung

gof:A— C, a+— gof(a):=g(f(a))

Lemma

Eine Abbildung f : A — B ist genau dann bijektiv, falls es eine Abbildung
g B — A gibt mit:

gof = Idx und fog = Idg

v

Beweis. UA [
Bezeichnung. Die Abbildung g : B — A, die nach dem Lemma zu einer
bijektiven Abbildung f : A — B existiert, nennt man die Umkehrabbildung
zu f.
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—
Mehr zu den Grundlagen (Aussagenlogik, Mengen, etc.)

Skript von E. Bonecke (siehe Webseite zur Vorlesung) und an vielen
anderen Stellen im Internet.
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Reelle und komplexe Zahlen

Reelle und komplexe Zahlen

@ Wiederholung: Natiirliche, ganze und rationale Zahlen
@ Reelle Zahlen

» Korperaxiome (Rechenregeln)
» Ordnungsaxiome

@ Komplexe Zahlen

» Real- und Imaginarteil, Konjugation
» Betrag und Abstand

16 /359



Reelle und komplexe Zahlen Natiirliche und ganze Zahlen

Eigenschaften natiirlicher Zahlen

In der Menge N der natiirlichen Zahlen lassen sich auf bekannte Art und
Weise beliebig Additionen und Multiplikationen ausfiihren. Dabei gelten
folgende Rechenregeln:

o Kommutativitdit: a+b=b+aunda-b=>b-a
@ Assoziativitat:
at+(b+c)=(a+b)+cunda-(b-c)=(a-b)-c
@ Distributivitat:
a-(b+c)=a-b+a-c

Bemerkung.

Fiihrt man die natiirlichen Zahlen mittels der Peano Axiome (G. Peano,
1889) ein, so werden obige Rechenregeln mathematisch beweisbare
Aussagen!
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Reelle und komplexe Zahlen Natiirliche und ganze Zahlen

Ganze und rationale Zahlen

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen konstruiert man die ganzen Zahlen
Z=A4...,-2,-1,0,1,2,...}
und damit dann die rationalen Zahlen

Q:{%|a,b€Z,b7€O}

und beweist die liblichen Rechenregeln.

Verabredung:

Wir setzen die Kenntnis der elementaren Eigenschaften und Rechenregeln
der ganzen und rationalen Zahlen als gegeben voraus.
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Reclle Zahln und Korperasiome
Warum reelle Zahlen?

Schon den Griechen in der Antike war bekannt, dass es irrationale Grdssen
gibt, die zum Beispiel auf natiirliche Art und Weise als Langen in
einfachen geometrischen Figuren auftauchen. Die reellen Zahlen R
beheben dieses Manko der rationalen Zahlen.

Beispiel

Die Lange der Diagonale eines Quadrats mit Seitenlangen gleich 1 ist

irrational, d.h. v/2 ¢ Q.

Beweis. Aus dem Satz von Pythagoras folgt, dass die Lange der Diagonale
gleich V2 ist.

Wir zeigen v/2 € Q mittels Beweis durch Widerspruch:

Wir nehmen an v2 € Q, d.h. v/2 = g, p,q € N teilerfremd.

Die Gleichung p? = 2g? zeigt dann, dass p gerade ist.
Somit ist p? durch 4 teilbar, und damit sind g° und g gerade.
Widerspruch zur Teilerfremdheit! [
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Reelle und komplexe Zahlen Reelle Zahlen und Kdrperaxiome

Korperaxiome

Die reellen Zahlen werden mit dem Symbol R bezeichnet.

Wir setzten ihre Existenz und die Kenntnis ihrer elementaren
Eigenschaften und Rechenregeln voraus!

Abstrakt betrachtet sind die reellen Zahlen R ein Beispiel fiir einen Korper.
Ein Kérper K ist eine Menge mit zwei Abbildungen,

@ Addition

+ . KxK — K
(x,y) — x+y
@ und Multiplikation
- KxK — K
(x,y) = x-y=xy,

welche die folgenden Axiome erfiillen:
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Resls Zatlen und Korperasoms
A) Axiome der Addition

o Kommutativgesetz:
x+y=y+x firalle x,yeK.
@ Assoziativgesetz:
(x+y)+z=x+(y+2z) firalle x,y,zeK.
@ Es gibt ein neutrales Element 0 € K, so dass
x+0=x firalle xekK.

(Daraus folgt: 3! neutrales Element:
Sei 0 ein weiteres, dann gilt 0=04+0"=0+4+0=10".)
@ Es gibt zu jedem x € K ein additives Inverses —x € K, so dass

x+(—x) =0.

(Wiederum folgt: Vx € R 3! additives Inverses)
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S )
M) Axiome der Multiplikation

e Kommutativgesetz:

xy = yx firalle x,yeK.
@ Assoziativgesetz:

(xy)z = x(yz) firalle x,y,zeK.

@ Es gibt ein neutrales Element 1 € K, so dass

x-1=x firalle xekK.
e Es gibt zu jedem x € K mit x # 0 ein Inverses x ! € K, so dass

x-x1=1.

(Wie im Fall der Addition folgt die Eindeutigkeit von 1 und x~1.)
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Reelle und komplexe Zahlen Reelle Zahlen und Kdrperaxiome

D) Distributivgesetz

@ Das Distributivgesetz driickt die Vertraglichkeit von Addition und
Multiplikation aus:

x(y+z)=xy+xz firalle x,y,zeK.

Definition
Eine Menge K mit zwei Abbildungen + und -, die die Axiome A), M) und
D) erfiillen, heiBt Korper.

Einige Korper
@ Die reellen Zahlen R mit 4+ und - sind ein Korper
@ Die rationalen Zahlen @Q mit + und - sind ein Korper

@ Die Menge {0,1} mit + und - derart, dass
0=0:-0=0:-1=0-1=04+0=1+1und1=14+0=0+1ist
ebenfalls ein Korper, der mit [F» bezeichnet wird.

@ Natiirliche und ganze Zahlen mit + und - sind kein Korper

o
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Reelle und komplexe Zahlen Reelle Zahlen und Kdrperaxiome

Folgerungen aus den Korperaxiomen

Satz
Sei K ein Kérper (z.B. K = R). Fiir alle a, b € K ist die Gleichung

atx=5>b

eindeutig losbar.

Beweis. Das folgt aus A). Die Lésung ist x = b —a:= b+ (—a). O

Satz
Sei K ein Kérper. Fiir alle a € K\ {0} und b € K ist die Gleichung

ax=>b

eindeutig l6sbar.

v

Beweis. Das folgt aus M). Die Losung ist x = 2 := a~1b. ]

a
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Reelle und komplexe Zahlen Reelle Zahlen und Kdrperaxiome

Weitere Folgerungen aus den Korperaxiomen

Satz

Sei K ein Kérper (z.B. K=R) und x,y € K. Dann gilt:
xy = 0 genau dann, wenn x =0 oder y = 0.

Beweais.

(«=) Es genligt zu zeigen: x - 0 = 0 (wg. Kommutativitat). Es gilt

X-O(é)X(O-l—O) (B)X-O—l—X-O

Abziehen von x - 0 auf beiden Seiten liefert 0 = x - 0.
(=) Es geniigt zu zeigen: x #0 und xy = 0=y = 0.

Da x # 0, hat die Gleichung xy = 0 die eindeutige Lsg.

y = x1.0=0. [l
Weitere Folgerungen (UA): —0 = 0,—(—x) = x, (—x)y = —(xy),
(—x)(=y) =xy, 171 =1, ¥x #0ist x  #£0 und (x 1)1 = x, etc.
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Reelle und komplexe Zahlen Reelle Zahlen und Kdrperaxiome

Konvention

Es ist liblich, natiirliche, ganze und rationale Zahlen als Teilmengen der
reellen Zahlen aufzufassen.

@ Die natiirlichen Zahlen N ={0,1,2,3,...} fassen wir als Teilmenge
von R auf, indem wir n € N mit der reellen Zahl 1 +---+1 (n
Summanden) identifizieren.

@ Durch Hinzunahme der additive Inversen erhilt man die ganzen
Zahlen Z ={...,-2,-1,0,1,2,...} C R. Sie bilden keinen K&rper
(keine multiplikative Inverse).

@ Der kleinste Korper, der Z enthilt, ist der Korper der rationalen
ZahlenQ:{§|p€Z, g € N, g +# 0}.
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Reelle und komplexe Zahlen Ordnungsaxiome

O) Ordnungsaxiome

In R ist die Teilmenge R, C R der positiven Zahlen ausgezeichnet. Wir
schreiben x > 0, wenn x € R,..

Bezeichnungen
@ x € R ist negativ <— —x > 0.
@ X>y: <= x—y>0,
@ X >y <= x>yoderx=y,

@ X<y <= y>x,sowie x <y <= y>Xx.

o

Auf den reellen Zahlen sind somit die Relationen > und < (und > und <)
definiert.

(Insbesondere sind > und < definiert auf den rationalen Zahlen @Q, wobe:i:
>0 <= n-m>0)
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Reelle und komplexe Zahlen Ordnungsaxiome

R als archimedisch geordneter Korper

Sei K ein Korper, der mit einer Relation < versehen ist. Wir betrachten
die folgenden Axiome:

(01) ¥x € K gilt entweder

x>0 oder x=0 oder—x>0.

(02) Aus x >0 und y >0 folgt x4+ y >0 und xy >0
(Vertraglichkeit mit der Addition und Multiplikation).

(O3) Archimedisches Axiom: Vx > 0,y > 0 gibt es n € N mit nx > y.
(Hierbei ist nx :== x + ...+ x, n Summanden)

Definition
Ein Korper K, der (01), (02) und (03) erfiillt, heiBt archimedisch
angeordneter Korper.

R und Q sind Beispiele fiir archimedisch angeordnete Korper.
Wir setzen hier die Existenz von R mit Giiltigkeit der obigen Axiome als

gegeben voraus.
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Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen
Satz

Es gilt (a,x,y,z € R):
(i) Die Relation < auf R ist transitiv:

x<yundy<z=—=x<z

(i) x<yundaeR= x+a<y+a,
(i) x <y und a> 0= ax < ay,
(iv) x <y unda< 0= ax > ay.

Beweis. Wir beweisen exemplarisch die Transitivitat:

z=x=(2-y)+(y—x)>0
—— =

>0 >0
[
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Ordnungsaxiome
Satz
(i) x2 > 0 fiir alle x # 0,
(i) x>0= x"1 >0,
(i) 0<x<y=x1>y1>0
Beweis.
(i) Aus x > 0 folgt x2 = x - x > 0, wg. (02). Aus x < 0 folgt —x > 0
und somit ebenfalls x*> = (—x)? > 0.
(i) Fir x > 0 gilt wegen (i):
xt=(xxNHx1=x -(x1)?>0.
N - —
>0 -0
(i) Sei 0 < x < y. (i) = x> 0und y=1 > 0. Somit x~1y~1 > 0.
Multiplikation der Ungleichung x < y mit der positiven Zahl x~1y—!
liefert schlieBlich y=1 < x~1.
[
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Der Absolutbetrag
Der Absolutbetrag

Definition
Der Absolutbetrag einer reellen Zahl x ist definiert durch

X x, wenn x>0
x| =
—x, wenn x<0

Satz
Fiir alle x,y € R gilt:

(i) |x| > 0 und es ist dabei |x| = 0 genau dann, wenn x =0,
(ii)

(iii) |xy| = Ix[ly| und
(iv) [x+yl=|lx] =yl

Beweis. (i)—(iii) sind einfache UA. (iv) folgt aus (ii):

Ix + y| < |x|+ |y| (Dreiecksungleichung),

, dasselbe fiir |y|, = (iv). ]
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(i)
x| =|x+y—y| < |x+yl+ly

Reelle und komplexe Zahlen Der Absolutbetrag
Abstand

Den Absolutbetrag benutzt man, um den Abstand zweier reeller Zahlen zu
definieren:
Satz
Die Abbildung d : R x R — R U {0} definiert durch d(x,y) := |x — y|
heiBt Abstand von x und y und erfiillt die folgenden Eigenschaften:

0 d(x,y) =0 <= x=y,

e d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie),

e d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y) (Dreiecksungleichung)
fiir alle x,y,z € R.

Beweis. Folgt aus den Eigenschaften des Betrages. Insbesondere folgt die
Dreiecksungleichung fiir d aus der fiir | . |. [
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen

Wir definieren nun den Korper der komplexen Zahlen. Dazu brauchen wir
eine Menge, eine Addition und eine Multiplikation.

Q@ Wir betrachten die Menge aller Paare reeller Zahlen
R2 = {(x, y)|x,y € R} (,kartesische Ebene")

© versehen mit der Addition
+ : R®xR*> — R
(X, y)+(uv) = (x+uy+v)
© und der Multiplikation
. RPxR? — R?
(X,y)'(U,V) = (XU—yV,XV—|—yU).
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen
Theorem

Das Tripel (R?,+, ) ist ein Kérper. Dieser wird der Kérper der komplexen
Zahlen genannt und mit C bezeichnet.

Beweis. Wir miissen die Axiome A), M) und D) nachweisen:

A) Kommutativ- und Assoziativgesetz fiir (R?, +) folgen direkt aus den
entsprechenden Axiomen fiir (R, +), da die Addition

komponentenweise erklirt ist. Das neutrale Element in (R?, +) ist
(07 O) und _(X7y) - (_Xa _y)
M) Wir liberpriifen zuerst das Assoziativgesetz:
(x,y) - ((U7 v) - (ula V,)) -
= (xy) (v —w uw +w)
(x(ud" = w') = y(uv' + w'), x(uv' + v') + y(ud" — w'))
((xu— yv)u' = (xv + yu)v', (xu — yv)v' + (xv + yu)d')
= (Xu—yv xv+yu) (v, V)
((6,) - (1)) - (V)
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Weiter im Beweis:

M) Das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation in R? folgt aus der
Invarianz des Ausdrucks (xu — yv, xv + yu) unter Vertauschung der
Paare (x,y) und (u, v).

Das neutrale Element der Multiplikation ist (1,0).
In der Tat: (x,y)-(1,0)=(x-1—y-0,x-04+y-1)=(x,y).
Das multiplikative Inverse zu (x,y) # (0,0) ist

(
(o)™ = ( ’_X21y2)°

In der Tat:
2 _ s(—
(x,y) - (Xziyza —ij{yz) = (Xz)_iyz - )y<2(+§3, X§+§3 Xz}ryz) = (1,0).
D) Distributivgesetz: UA. O]
35 /359

Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Konventionen

e Wir identifizieren reelle Zahlen x mit Paaren (x,0) € R2.

@ Dies ist mit den Verkniipfungen in R und R? vertraglich.

@ D.h. wir konnen reelle und komplexe Zahlen miteinander
multiplizieren: x - (u, v) := (x,0) - (u, v) = (xu, xv).

@ Fiihrt man dann die Bezeichnung

= (0,1) € R?

ein, l3sst sich jedes Paar (x,y) € R? in der Form (x,y) = x + iy
schreiben.

o Es gilt 2= —1, denn
= (0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0)=(~1,0) = —
Daher ist diese Schreibweise mit den Verkniipfungen vertraglich:
(x+iy)(u+iv) = xu-+ilyv+i(xv+ yu)
= xu—yv+ilxv+yu) = (x,y)(u,v)
@ Esist i~ = —i. Wir schreiben C = {z = x + iy | x,y € R}.
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Satz

i und —i sind die einzigen Lésungen der Gleichung z> +1 = 0. J
Beweis. Sei z> = —1 fir z=x+iy = x> —y?>=—1und xy =0.

Also x =0und y> =1, d.h. y = +1. [
Vereinbarung: v—1:=1.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jede polynomiale Gleichung mit komplexen Koeffizienten c, der Form

2"+t 12" .+ gzt =0

hat mindestens eine komplexe Losung.

v

Beweis. Der Beweis wird spater gegeben. [
Film Dimensions von Jos Leys - Etienne Ghys - Aurélien Alvarez
~Kap. b Komplexe Zahlen” http://www.dimensions-math.org/
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Real- und Imaginarteil, Konjugation

Definition
@ Sei z=x+ iy € C eine komplexe Zahl. Dann heiBen die reellen
Zahlen x = Re z und y = Im z Real- bzw. Imaginarteil von z.
@ Die komplexe Zahl Z == x — iy heiBt die zu z = x+ iy € C
komplex konjugierte Zahl.

@ Komplexe Zahlen z € C mit Rez = Q heiBen rein imaginar.

Es gilt

1 1
x:Rez:E(z—l—Z) und y:Imz:?(z—Z)
i

sowie

z-w=z-w VzweC.
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Reelle und komplexe Zahlen Der Betrag einer komplexen Zahl

Der Betrag einer komplexen Zahl
Sei z = x + iy € C (wie immer x,y € R).
= 77z = x% + y? ist eine positive reelle Zahl oder Null.

Definition
Wir definieren den Betrag der komplexen Zahl z durch

1z| . =Vzz=+x?>+y? € Ry U{0}.

Fiir eine reelle Zahl x € R C C ergibt sich als Betrag

|X|:\/;:{x, wenn x >0

—x, wenn x<0

genau der Absolutbetrag von x. Ausserdem gilt:

|Rez| < |z|, |Imz| < |z|, sowie |z|=|Z|.
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Der Betrag einer komplexen Zahi

Satz

Fiir alle z, w € C gilt:

(i) |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = Q,

(ii) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung),

(i) |zw| = |z||w| und (iv) |z + w| = ||z] — |w]].

Beweis. Ubung [

Wieder definiert der Betrag einen Abstand von komplexen Zahlen,
d: CxC—RLU{0}, d(z,w):=]|z—w]|

mit denselben Eigenschaften wie der Abstand von reellen Zahlen:

o d(z,w)>0und d(z,w) =0 <= z=w,
o d(z,w)=d(w,2z),
e d(z,w) <d(z,v)+d(v,w).
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz von Folgen

Definition
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R, n +— x,.
Man schreibt dafiir auch (x)nen = (X0, X1, - - .) oder einfach (x,).

n heiBt der Index von x,,.
Wir lassen auch Folgen (x4)n>n, = (Xngy Xno+1, - - -) zU, die erst ab einem
gewissen Index ng € N definiert sind.

Definition
Eine Folge (xp) heiBt konvergent mit dem Grenzwert (,Limes") ¢, wenn es
fiir alle e € R mit ¢ > 0 einen Index N = N(g) € N gibt, so dass

|xn — €| < e firalle n> N.

o o 0 n—aoo
Schreibweise: |lim x, = ¢ oder auch x, — ¥
n—oo

Beachte: |x, — | kann man auch mit Hilfe des Abstandes schreiben:
|xp — 4| = d(xn, {).
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Konvergenz von Folgen
Beispiel
. 1 a
Die Folge (:-)n>1 konvergiert gegen 0. J

Beweis. Bezeichne x, = % Wir miissen fiir jedes reelle € > 0 einen Index
N finden, so dass gilt
Vn> N:|x, —0| <e.

Sei also € > 0 eine beliebige positive reelle Zahl.

Nach dem Archimedischen Axiom (O3) gibt es N € N mit N-e > 1.

D.h. § <e.

Fiir alle n > N gilt dann |x, — 0| =1 < } <. O
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz von Folgen

Eindeutigkeit des Grenzwertes

Satz
Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert. J

Beweis. (Indirekter Beweis)
@ Wir nehmen an, dass (x,) zwei Grenzwerte {1, ¢> hat, d.h. {1 # /5.

@ Setze ¢ := \522;51! > 0.
Wegen der Konvergenz existieren natiirliche Zahlen Ny und Ny mit

|xp — 01| < e firalle n> Ny,
Ixn —la| < e firalle n> Ns.

@ Daraus folgt nach der Dreiecksungleichung fiir alle n > max{Ny, N> }:

2e = |y — l1] = [lp — xpn + xp — l1] < |l2 — Xp| + |Xn — £1]| < 2¢.

@ D.h. 2¢ < 2¢, ein Widerspruch! Also ¢1 = /5. ]
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Konvergenz und Beschrénktheit
Beschrankte Folgen

Definition
(i) Eine Folge (xn) heiBt nach oben beschrinkt, wenn es K € R gibt

derart, dass
x, < K fiir alle n.

(i) Sie heiBt nach unten beschrinkt, wenn es K € R gibt derart, dass
K <x, fir alle n.

(iii) Eine Folge (xp) heiBt beschridnkt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.

v

Einfache UA:

Eine Folge (x,) ist genau dann beschrankt, wenn es K € R gibt derart,
dass

Ixn| < K fiir alle  n.

v
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz und Beschranktheit

Konvergenz und Beschranktheit

Jede konvergente Folge (x,)nen ist beschrankt.

Satz J

Beweis. Miissen ein K € R finden, welches die Folge beschrankt.

@ Sei / = lim x,. Dann existiert (zu ¢ = 1) eine natiirliche Zahl
n—oo

N € N, so dass
Ixp — €| <1 fiiralle n>N.
@ Daraus folgt fiir alle n > N (wieder mit der Dreicksungleichung):
IXn| = |Xn — €4+ €] < |xn — €] + €] < |€] + 1.

@ und somit fir alle n € N:

[Xn| < max{|xi|, [xa|,. .., [xn-1], [€] + 1} =1 K.
[
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Konvergenz und Beschranktheit
Bemerkungen
(i) Die Umkehrung des letzten Satzes gilt nicht:
Die Folge x, = (—1)" ist beschrankt aber nicht konvergent.
Beweis. Annahme: lim (x,) = /.
n—oo
Fiir € := 3 existiert ein N € N: |x, — £| < 3 Vn > N.
Fir alle n > N und m > N hat man
|Xn — Xm| = [xn — £+ £ — xm| < |xp — €| + |xm — £| < 1.
Das ist ein Widerspruch zu (x,) = (1,—-1,1,—-1,1,...). O

i) Aus dem Satz folgt, dass unbeschrankte Folgen nicht konvergent sind.
Z.B. ist die Folge x, = n unbeschrankt und somit nicht konvergent.

o
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz und algebraische Operationen

Konvergenz und algebraische Operationen
Satz
(xn) und (yn) seien konvergente Folgen. Dann gilt:

(i) lim (xp+ yn) = lim x, 4+ lim y,
n—oo n—oo n—oo
(i) lim (xayn) = (lim x,) - (lim y,).
n—oo n—o0 n— o0
Beweis. Sei x = |lim x, und y = lim y,,.

n—aoo n—aoo

(i) Es gibt zu jedem € > 0 natiirliche Zahlen Ny, N> € N, so dass

Ixp — x| < ¢/2 firalle n> Ny,
lva—y| < €/2 firalle n> Ns.

Dann gilt aber auch fiir alle n > max{ Ny, N»}:

|Xn+yn_(X+Y)‘:|Xn_X‘|‘yn_Y| < |Xn_X|+‘Yn—Y| <E.
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Konvergenz und algebraische Operationen
Weiter im Beweis:
(ii) (xn) ist als konvergente Folge beschrankt.
Daher konnen wir K > |y| > 0 wahlen, so dass |x,| < K fiir alle n.
Fiir jedes £ > 0 existieren N1, Nb € N mit
€ .
Ixp — x| < K fur alle n> Ny,
€ .
v —y| < 5K fur alle n> Nj.
Somit gilt nun fiir alle n > max{Ny, N }:
(XnYn — Xy| = |XnYn\_Xny + XnY — xy|
-0
< xallyn —y[+ [xa = x| ly] < e
v\ -~ _J/ L. - J\/
<K <3z <3z <K
Also lim (xnyn) = xv. O
n—oo
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz und algebraische Operationen

Satz

Sei (xp) eine konvergente Folge mit Grenzwert x # 0.
Dann gibt es ng € N, so dass x, # 0 fiir alle n > ng und

. < 1 ) 1
lim | — = —.
TONAn S n>ng X

Beweis. UA o

49 / 359

Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz und Ordnungsrelation

Konvergenz und Ordnungsrelation

Satz

e Sei (x,) eine konvergente Folge mit x, > 0. Dann gilt lim x, > 0.
n—oo

® (xn), (yn) seien konvergente Folgen mit x, < y,. Dann ist

lim x, < lim y,.
n—oo n—oo

Beweis. Ubung [

Achtung:

Fiir konvergente Folgen mit x, < y, gilt nicht unbedingt

lim x, < lim y,.
n—oo n—oo

Beispiel:
Fir x, =0<y, = % gilt in der Tat Iim x,=0< |lim y, =0,
n—aoo n—oo
aber 0 = lim x, £ lim y, =0.
n—oo n—oo

v
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Cauchy-Folgen

Cauchy-Folgen

Definition

Eine Folge (x,) heiBt Cauchy-Folge, wenn es fiir alle e > 0 ein N € N gibt,
so dass

|Xn — xm| < e fiiralle n,m> N.

Satz
Jede konvergente Folge (x,)nen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei / = lim x,. Fiir alle n,m > N(5) gilt:

n—oo

1Xn — Xm| = |Xn — L+ 0 — Xm| < |xp — €] + [€ — x| < e.
—_—— N —

< <

N
N M

[

51 /359

D Volstandigketsaion
Das Vollstandigkeitsaxiom

Vollstandigkeitsaxiom

R ist vollstandig, d.h. jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert gegen
eine reelle Zahl.

Bemerkungen

(i) Wegen der Vollstandigkeit der reellen Zahlen konvergiert jede
Cauchy-Folge rationaler Zahlen gegen eine reelle Zahl, diese kann

jedoch irrational sein (wie wir spater sehen werden). Somit ist Q nicht
vollstandig.

(ii) Wir setzen hier die Existenz von R als vollstandiger archimedisch
angeordneter Korper voraus. Zusammen mit den Axiomen eines
archimedisch angeordneten Koérpers charakterisiert das
Vollstandigkeitsaxiom die reellen Zahlen eindeutig.

(K vollstandiger archimedisch angeordneter Kérper, dann R := K.)

v
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Das Vollstandigkeitsaxiom

Monotone Folgen

Definition
@ Eine Folge (xp) heiBt monoton wachsend

(bzw. streng monoton wachsend)
wenn x, < Xpt1 (bzw. x, < xn+1) fiir alle n € N,

@ Analog definiert man ,,monoton fallend” und ,streng monoton
fallend“.

Bemerkung. Ist (x,) eine monoton wachsende (bzw. fallende) Folge mit
dem Grenzwert £. Dann gilt x, < ¢ (bzw. ¢ < x,) fiir alle n € N.
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Das Vollstandigkeitsaxiom
Teilfolgen

Definition
Eine Folge (y,) heiBt Teilfolge einer Folge (x,), wenn es eine streng
monoton wachsende Folge ¢ : N — N gibt mit y, = X, fiir alle n € N.

Beispiele

o Sei x, = 1. Dann ist (x,) konvergent, ebenso wie die Teilfolge (y,)
mit y, = X2 = %
@ Sei x, = (—1)". Dann ist (x,) nicht konvergent, aber die Teilfolgen

(yn), (zn) mit y, := xon, = 1 und z, := xop+1 = —1 sind konvergent.

Es gilt:

Ist (x,) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert ¢. Dann konvergiert
jede Teilfolge von (x,) ebenfalls gegen /.

Beweis. Ubung [
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Der Satz von Bolzano-Weierstral

Der Satz von Bolzano-Weierstral3

Jede beschriankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Theorem (Bolzano-WeierstraR) J

Beispiel. x, = (—1)" ist beschrénkt aber nicht konvergent. y, und z, aus
dem obigen Beispiel sind konvergente Teilfolgen.

Beweis. Sei (x,) eine beschrankte reelle Folge, d.h. 3 A, B € R mit
A<x,<B fiiralle neN,

Wir konstruieren rekursiv eine Folge von Intervallen [Ax, Bx] C R (k € N),
derart dass

(i) das Invervall [Ak, Bk] unendlich viele Glieder der Folge (x,) enthalt,
(ii) [Ak, Bk] C [Ak—17 Bk—l]i falls k > 1 und
(ii)) Bk — Ax = 2z (B — A).
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Der Satz von Bolzano-WeierstraB

Weiter im Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstral3

e Wir setzen Ag := A, By := B und nehmen an, die Intervalle [Ag, Bx]
mit den obigen Eigenschaften seien fiir k € {0,..., ¢} bereits
konstruiert.

@ Wir definieren dann [Ay11, Byy1] wie folgt:

> Sei M := Z(A¢ + By) der Mittelpunkt des (-ten Intervalls.
» Wir setzen [Apt1, Beyi] := [Ae, M], falls [Ag, M] unendlich viele Glieder
der Folge (x,) enthdlt und [Agi1, Ber1] := [M, By] sonst.

— Das Intervall [Asy1, Bey1] erfiillt (i)—(iii).
Als nachstes konstruieren wir, wieder rekursiv, eine Teilfolge
(vk) = (Xn,) von (xp) mit yx € [Ax, Bk].
@ Wir setzen yp := xp und nehmen an, yo, ..., yx seien konstruiert.

@ Da [Aki1, Bks1] unendlich viele Glieder der Folge (x,) enthalt, gibt es
eine natiirliche Zahl ni 1 > ne mit x,,,, € [Axs1, Bt

o Wir setzen yy 1 := X, ;-
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Der Satz von Bolzano-Weierstral

Ende des Beweises des Satzes von Bolzano-Weierstral3

Behauptung
Die Teilfolge (yx) ist eine Cauchy-Folge. }

Aufgrund des Vollstandigkeitsaxioms ist (yx) konvergent, somit folgt aus
der Behauptung nun der Satz von B-W. Il

Beweis der Behauptung.
@ Zum Beweis der Behauptung benutzen wir folgende Tatsache:

]. 1 ni)o O).

lim — =0 (firn>1:0<4 <+

n—oo 2N

@ Daher gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N, so dass 2%,(8 —A) <e.
o Fiir alle k,¢ > N gilt yx, ys € [An, Bn] und somit

1
’}/k_)/E|§BN_AN:2—N(B—A)<8. 0

v
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

Weitere Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

Konvergenz monotoner beschrankter Folgen

Theorem
Jede monoton wachsende, nach oben beschrankte reelle Zahlenfolge
(xn) konvergiert.
(Ebenso konvergiert jede monoton fallende, nach unten beschrankte
Folge.)

Beweis.

e Da die Folge (x,) monoton wachsend und nach oben beschrankt ist,
ist sie beschrankt.

@ Nach dem Satz von Bolzano-WelerstraB3 existiert also eine
konvergente Teilfolge (xn, )ken-

e Wir zeigen, dass (x,) gegen ¢ := klim Xp, konvergiert.
— 00
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

Weiter im Beweis:
o Wegen klim Xp, = L gibt es zu jedem € > 0 ein kg € N, so dass
— 00
|Xn, — €] < e firalle k> ko.

o Wir setzen N := ny,.

o Fiir alle n > N = ny, existiert kK > ko, so dass
ne < n < Nggq.
@ Da (x,) monoton wachsend ist, folgt daraus
Xnp < Xp < Xpyyy <4

@ und somit |x, — ¢| < |xp, —{| < e.
[
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Anwendung: Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Theorem
Sei a > 0.

(i) Dann hat die Gleichung x> = a genau eine positive Lésung. (Diese
wird mit \/a bezeichnet.)

(i) Sei b > 0 und (x,) die durch xo := b und
1 a
Xn+1 = §(Xn + _) (n c N)

Xn

rekursiv definierte Folge. Dann konvergiert (x,) gegen +/a.

Beweis. (i) Wir zeigen zunachst, dass es hochstens eine Losung gibt:
Seien x und y zwei verschiedene Lésungen von x?> = a. Dann gilt

0=x"—y*=(x—y)(x+y),
—_——

£0

woraus y = —x folgt. D.h. es kann hochstens eine positive Losung geben.
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Beweis von (ii): Wir zeigen zuerst, dass die Folge (x,) gegen eine positive

Zahl konvergiert.

1) Ein einfaches Induktionsargument zeigt, dass x,, > 0 fiir alle n € N.

2) Wir zeigen, dass x2 > a fiir alle n > 1:

1 a

1,5 a

— 2+ ———) — a
Lie 20y 2

4 x,%_l

1 a .

Axp_1 — > ()
4(Xn 1 Xn—l) =
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

3) Die Folge (xn)n>1 ist monoton fallend:

Xn — Xn+1

1 a 1 a
Xn — E(Xn + X—n) = E(Xn - X—n)
15
—a)>0
2Xn (Xn a) —

e Die Folge (xp)n>1 ist also monoton fallend und durch 0 nach unten

beschrankt.

@ Somit konvergiert (x,) gegen eine Zahl ¢ > 0.
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

@ Wir haben gezeigt, dass die Folge (x,) gegen eine Zahl / > 0

konvergiert.

a

@ Rekursionsformel x,,1 = %(Xn + 2 ) impliziert

2
2Xp+1Xn = X, + a.

Nun konvergiert sowohl die Folge (x,+1) als auch (x,) gegen /.
Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergeben:

202 =1*+a

und somit /2 = a. ]
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Unvollstandigkeit von Q

Folgerung
Q ist nicht vollstandig.

Beweis.

Wie wir gesehen haben, konvergiert die durch xg := b > 0 und
Xpt1 1= %(x,7 + X%) n € N, rekursiv definierte Folge gegen v/2.
Insbesondere ist (x,) eine Cauchy-Folge.

Wenn wir b rational wahlen, so sind alle Folgenglieder rational.

Dann ist (x,) eine rationale Cauchy-Folge von rationalen Zahlen, die
gegen die irrationale Zahl v/2 konvergiert. (Wir hatten bereits

gesehen, dass /2 ¢ Q.)
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Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen
Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen

Satz

Fiir jede reelle Zahl x gibt es eine monoton wachsende Folge rationaler
Zahlen, die gegen x konvergiert.

Beweis.

Definiere x,, := max{ | k € Z, k < 2"x}.

Die Folge (xn)nen ist monoton wachsend und durch x nach oben
beschrankt, also konvergent.

Wegen
| | = L 12" max k| < L \( max k) + 1 — max k] L
X — Xp| = —[2"x — X — X — X k| = —
o on k<2nx k<20x Kk<2nx on
ist x der Grenzwert. ]
Bemerkung.

Ebenso kann man x durch fallende Folgen approximieren (ersetze
Maximum durch Minimum).
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Vallstindighei von C
Vollstandigkeit von C

Erinnerung: Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy € C ist

z| =Vz-Z=+/x%2+y2

| . | erfiillt dieselben Eigenschaften wie der Absolutbetrag in R. Daher:

Vollstandigkeit von C

Die Begriffe , konvergente Folge”, ,, Grenzwert” und ,, Cauchy-Folge*“
ibertragen sich von reellen auf komplexe Zahlenfolgen, indem man den
Absolutbetrag reeller Zahlen durch den Betrag komplexer Zahlen ersetzt.

v

Es gilt dann:

Satz

Der Kérper C ist vollstandig, d.h. jede Cauchy-Folge komplexer Zahlen
konvergiert gegen eine komplexe Zahl.
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit AVl E] e [f{ IRV W@

Vollstandigkeit von C (Beweis)

Beweis.
@ Sei (z, = x, + iyn) eine komplexe Cauchy-Folge.

@ Dann sind (x,) und (y,) reelle Cauchy-Folgen, denn

Ixn — xm| = |Re(zp—zm)| < |zn —zm| und
‘yn - ym| = |Im(zn - Zm)| < |Zn - Zm|-
e Da R vollsténdig ist, konvergieren (x,) und (y,) gegen reelle Zahlen x
bzw. y.
@ Wir setzen z := x + iy.

e Die Folge (z,) konvergiert gegen z, denn

Xn — X+ i(yn — y)
Xn = x| +|ilyn = Y)| = |[xa—x[+|ya—yl

|Zn_Z‘

IA I

[
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit BAVISET e [f-d CIIMVT @

Bemerkung:

e Fiir jede konvergente Folge (z, = x, + iyn) konvergieren die Folgen
(xn) und (yn).
@ Es konvergiert auch die Folge (|z,|), und es gilt

| lim z,| = lim |z,].
n—oo n—oo
(Das folgt aus ||z,| — |z|| < |zp — z| mit z = lim z,.)
n—oo
Die Umkehrung, dass aus der Konvergenz von |z,| die von z, folgt,

gilt nicht:
z. B. muB eine Folge komplexer Zahlen mit Betrag 1 nicht
konvergieren.

@ Es gilt jedoch: lim |z,/]=0 = lim z,=0.

n—oo n—oo
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die geometrische Folge

Geometrische Folge

Eine Folge von Potenzen (z") einer gegebenen komplexen (oder reellen)
Zahl z heiBt geometrische Folge. Fiir sie gilt:

Satz
Sei z eine komplexe oder reelle Zahl.

Q Ist |z| < 1, dann ist (z") konvergent mit lim z" = 0.
n—oo

@ Ist |z| > 1, dann ist (z") nicht beschrinkt und damit nicht
konvergent.
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die geometrische Folge

Schritt 1 des Beweises

Lemma (Bernoullische Ungleichung)
Seix e R mit x > —1, x #0. Fiir alle n = 2,3, .. gilt dann

(1+x)">1+ nx.

Beweis. (mittels Induktion)
Fiir n = 2 ist die Aussage richtig: (1 + x)? = 1+ 2x + x? > 1 + 2x.
Gilt die Aussage fiir n, so gilt sie ebenso fiir n + 1:

(14 x)"t1 (14 x)"(1+x)

(14 nx)(1+ x)
1+(n+1)x+nx®> > 1+ (n+1)x.

vl

[l
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Die geometrische Folge

Folgerung (aus der Bernoullischen Ungleichung)
Esseit € R, t > 0. Weiter seien K € R und € € Ry beliebig. Dann gilt
(i) Ist t > 1, dann gibt es ein n € N so, dass t" > K.

(i) Ist t <1, dann gibt es ein n € N so, dass t" < e,

Beweis. Folgt aus der Bernoullischen Ungleichung und (O3):

(i) Sei t > 1. D.h. es gibt ein x > 0, so dass t = 1 + x.
Sei K € R; ohne Einschrankung K > 1.
Wegen (O3) finden wir ein n € N, so dass nx > K — 1.
Die Bernoullische Ungleichung und x > 0 ergeben dann:
t"=(1+x)">1+nx> K.

(i) Fiir 0 < t <1 wende (i) auf $ > 1 an. O
Beweis des Satzes. Falls |z| < 1 findet man fiir jedes € > 0 ein N mit
1z"| = |z|" < e fiir alle n > N.

Fiir |z| > 1 findet man zu jedem K ein n mit |z"| > K, d.h. (z") ist nicht
beschrankt. O
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Konvergenz von Reihen

Konvergenz von Reihen

Definition
Eine Reihe (komplexer Zahlen) ist eine Folge (sp)nen, der Gestalt

n
Sn — E Zk,
k=0

wobei (zx)ken eine Folge (komplexer Zahlen) ist.

Die Zahlen z, heiBen Glieder der Reihe.

Die Zahlen s, € C heiBen Partialsummen der Reihe.

Die Reihe (s,) heiBt konvergent, falls die Folge der Partialsummen (s)
konvergent ist. |hr Grenzwert wird mit

n—oo

(©.@)
g z, = lim s, bezeichnet.
k=0

v
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Absolute Konvergenz
Definition
Eine Reihe

n
D%
k=0

heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe

neN

n

>z

k=0 neN

konvergent ist.

Nicht jede konvergente Reihe ist absolut konvergent

n
Die harmonische Reihe s, = > % ist nicht konvergent,
k=1

N1\«
die alternierende harmonische Reihe s, = >° % schon, und zwar gegen
k=1
—In2 (wie wir spater sehen werden).

4
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Konvergenz von Reihen Cauchysches Konvergenzkriterium

Satz (Cauchysches Konvergenzkriterium)

n
Eine Reihe (> zx)nen konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
k=0
ein N € N gibt, so dass

n
sz <e€
k=m

fiir alle n > m > N.

Beweis. Die Bedingung des Satzes besagt einfach, dass die Folge der
Partialsummen (s,) eine Cauchy-Folge ist, denn

n
E Zk — Sn - Sm_l.
k=m
[
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Konvergenz von Reihen Cauchysches Konvergenzkriterium

Satz (“Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz") J

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

n
Beweis. Es geniigt zu iiberpriifen, dass die Reihe ( >~ zx)qen das
k=0
Cauchy-Kriterium erfiillt.

n

Dies ist aber erfiillt fiir die Reihe (Y |zk|)nen.
k=0
Daher gibt es zu jedem € > 0 ein N € N mit

n
Z|zk|<€ fir alle n>m> N.

k=m

Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus fiir alle n > m > N:

n n
Szl < Sl <
k=m k=m

n
Aus dem Cauchy-Kriterium folgt die Konvergenz der Reihe (> zx)pen. U
k=0
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Konvergenz von Reihen Majorantenkriterium

Satz (Majorantenkriterium)

n
Sei (Y zk)new eine Reihe, und ax > 0 eine Folge reeller Zahlen mit
k=0
o |zx| < ag fiir alle k € N und
n
® (Y ak)nen Ist eine konvergente Reihe.
k=0
n
Dann ist die Reihe (> zx)nen absolut konvergent und
k=0

oo oo oo
2 ad< ) lad <) a
k=0 k=0 k=0

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt aus dem Cauchy-Kriterium, der

n n n
Konvergenz von (>~ ai) und der Abschitzung > |zx| < > ak.
k=0 k=m k=m
n n n
Die Ungleichungskette folgt dann aus | > zx| < > |zk| < > ak durch
k=0 k=0 k=0
Grenziibergang. O]
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Konvergenz von Reihen Die geometrische Reihe

Definition (geometrische Reihe)

Sei z € C. Die Reihe (Y z*),en heiBt geometrische Reihe.
k=0

Satz

oo
Fiir alle z € C mit |z| < 1 gilt Y zK = .

11—z
k=0

Beweis. Fiir alle z # 1 gilt (analog zur Summenformel fiir reelle z)

n 1 — znt+1
sz:1—|—2+z2—|—---—|—z”:—
k=0

11—~z

Sei nun |z| < 1. Dann gilt lim z™1 = 0.

n—oo
Wegen (1) konvergiert dann die geometrische Reihe:

(0. @]

1 — z"tl 1
E zk:1+z—|—22—|—---: lim z = )
s n—oo 1—2z 1—~2
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Konvergenz von Reihen Die geometrische Reihe

Bemerkung.
Die Konvergenz der geometrischen Reihe ist absolut:
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Konvergenz von Reihen Quotientenkriterium

Satz (Quotientenkriterium)

Sei (ak)kzo eine Folge komplexer Zahlen. Es gebe 0 < t < 1, so dass

lakr1| < tlax| fiir alle k. (2)

n
Dann ist die Reihe (> ax) absolut konvergent und
k=0

= ||
0
) < .
=775
k=0

Beweis. Aus (2) erhilt man durch Induktion |a| < t¥|ag|.
n n
Demnach gilt > |ax| < |ag| 3 t*.
k=0 k=0

Die absolute Konvergenz folgt nun aus dem Majorantenkriterium und der

o
Konvergenz der geometrischen Reihe Y th = -1 ]

1-t
k=0
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Konvergenz von Reihen Die Exponentialreihe

Definition (Exponentialreihe)
Sei z € C. Die Reihe

heiBt Exponentialreihe.

Beachte, die n-te Partialsumme der Exponentialreihe ist also
2 n

n k
Z Z Z
Sy = kzﬂ = lhz+ 54+
=0
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Konvergenz von Reihen Die Exponentialreihe

Satz
Die Exponentialreihe ist absolut konvergent. J

Beweis.
@ Finde zu jedem z € C ein N € N, so dass 2| 7 <
e Fiir alle Kk > N gilt dann

Zk+1 B ‘Z|
(k+1)] k+1

Sk
k!

< .
- N+1

: L o K
@ Nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe ( Y~ 77)n>n absolut

konvergent und daher auch die Reihe

lek n Zk
Zk| :ZE+ZE
k=0 k=N

[
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Konvergenz von Reihen Die Exponentialreihe

Definition
Die Exponentialfunktion ist die durch die Exponentialreihe definierte
Abbildung

(0@
exp:C—C, zw—exp(z Zi—
k:

Definition
Man definiert die Eulersche Zahl

e .= exp(1).

e ~ 2,7182818284590452353602874713526624977572470936999595 . . .
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Konvergenz von Reihen Cauchy-Produkt von Reihen

Seien p, = Z ax und g, = Z bx zwei (absolut) konvergente Reihen, d.h.
k=0 k=0
die Folgen der Partialsummen (der Betrdge) sind konvergent.

Wegen der Rechenregeln fiir Folgen ist auch deren Produkt konvergent,
d.h. die Folgen

(Xa) (X b)) = > aib
k=0 k=0 0<ij<n

n

ind (D (a) (S ) = S a1y

k=0 k=0 0<i j<n
sind konvergent, aber nicht formal als Reihen gegeben. Man definiert:

Definition (Cauchy Produkt)

Das Cauchy-Produkt zweier Reihen (> ax) und (> by) ist die Reihe
k=0 k=0

n k
(D> ck) mit den Gliedern ¢\ := ) ajbi_;.
k=0 j=0

o
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Cauchy-Produkt von Reihen
Satz

Das Cauchy-Produkt (> cx) zweier absolut konvergenter Reihen (> ak)
k=0 k=0

n
und (Y by) ist absolut konvergent mit dem Grenzwert
k=0

Beweis. Die absolute Konvergenz der Reihe ( >~ cx) folgt aus der
k=0
Konvergenz beschrankter Folgen vermoge folgender Abschatzung:

D el = > aillgl < ) aillbyl
k=0

0<iy<n,i+j<n 0<iy<n
= Q_lal)-Q_ 1) < Q_lail) - (O Ib)-
i=0 j=0 i=0 j=0
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Konvergenz von Reihen Cauchy-Produkt von Reihen

Weiter im Beweis

@ Bleibt zu zeigen, dass > cx = (> ak) - (D> bk).
k=0 k=0 k=0

n n n
@ Es geniigt zu zeigen, dass > cx — (D ak) - (D bk) gegen Null
k=0 k=0 k=0
konvergiert.

@ Wir schatzen diese Folge mit einer konvergenten Folge ab:

doa—0 a)- O _b)|=| Y. ab— > ab
k=0 k=0 k=0

0<ij<n, i+j<n 0<ij<n

= Yo ab< Y aillby)

0<ij<n, i+j>n 0<ij<n, i+j>n
(0. @] (0. @] n
< D ad =D el = e
k=n-+1 k=0 k=0
lim ( )=0
n—oo 85 /359

Konvergenz von Reihen Cauchy-Produkt von Reihen

Binomialkoeffizienten

Fir natiirliche Zahlen n und k definiert man den Binomialkoeffizienten:

n\ n! _n(n=1)...(n—k+1)
(k)_k!-(n—k)!_ 1-2-...-k ’

man sagt dazu auch n dber k. Man hat (j) =1 und () = 1.

Satz (Binomischer Lehrsatz)

Seien z, w beliebige komplexe Zahlen und sei n eine natiirliche Zahl, dann

gilt:
n
n __ n n—k .k
(z + w)" = Z (k) z" " w
k=0 ]
Beweis. Man zeigt dies mit vollstandiger Induktion nach n. [
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Konvergenz von Reihen Cauchy-Produkt von Reihen

Eine Folgerung ist die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:

Satz
Fiir alle z, w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Beweis. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes ergibt sich:

o0 o n k k
(z+ w)" z” w
exp(z + w) - ZT = D ) Kk
n=0 n=0 k= 0
Satz iiber das o, o0 "
Cauchy-Produkt V4 w
< all > [lex] = Z T2 = exp(z) exp(w).
n=0 n=0
[
87 /359
Cauchy-Produkt von Reher
Weitere Folgerungen
Satz
Fiir alle z € C gilt exp(z) # 0. J

Beweis.
Die Behauptung folgt aus exp(z) exp(—z) = exp(z —z) = exp(0) =1. O

Bemerkungen:
@ Beachte, exp(n) = exp(l+---+1) =exp(l)---exp(l) = e".
Darum schreibt man oft auch e anstelle von exp(z).
e Fiir jede konvergente Folge (z,) konvergiert die Folge (Z,) und es gilt

lim z, = lim z,.
n—oo n—oo

Insbesondere gilt exp(z) = exp(z).
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Konvergenz von Reihen Sinus und Cosinus

Definition (Sinus und Cosinus)

Fiir x € R definiert man

cosx := Reexp(ix) und

sinx = Im exp(ix), xé&R.

Satz
Fiir alle x € R gilt (cos x)? + (sinx)? =1, d.h.

exp(ix) = cosx + isinx € S?

wobei S := {z € C | |z| = 1} den Kreis vom Radius 1 in C bezeichne.

Beweis. Unmittelbar aus den Definitionen folgern wir

(cos x)? + (sinx)? = |exp(ix)|> = exp(ix)exp(ix)

= exp(ix)exp(—ix) = exp(ix —ix) = exp(0)=1. O
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Konvergenz von Reihen Sinus und Cosinus

Einfache Folgerungen der Eigenschaften der Exponentialfunktion sind
folgende Eigenschaften von Sinus und Cosinus, die fiir alle x € R gelten:

@ (absolut konvergente Potenzreihenentwicklung)

o0 2k 2 4
B K X X< X
cosx = Z(—l) (Zk)l_l—?JrE---,
k=0
_ o0 5 2k+1 3 x5
sinx = ; 2k+1)|:X §+§

@ (Symmetrie, resp. Antisymmetrie)
cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sinx.
e (Additionstheoreme)

cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny,

sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny.
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Konvergenz von Reihen Polarkoordinaten

Ausblick: Ebene Polarkoordinaten

@ Wir werden spater noch sehen, dass die Funktion
R 3 ¢ s exp(ip) € St C C, die Kreislinie periodisch (gegen den
Uhrzeigersinn) durchlauft.

@ Die Periode ist 27, wobei die reelle Zahl 7 = 3,14159... noch zu
definieren ist, d.h. exp(27/) = 1.

@ Der Parameter ¢ lasst sich als Bogenlange des entsprechenden
Kreisbogens interpretieren.

@ Insbesondere ist die Periode 27 genau die Lange der Einheitskreislinie
Sl={zeCl|z] =1}

@ Demensprechend hat jede komplexe Zahl z € C* := C \ {0} eine
eindeutige Darstellung der Form

z =rexp(i¢), wobei r>0 und ¢ €][0,2m).

@ Man nennt r = |z| und ¢ die Polarkoordinaten von z
Die reelle Zahl arg z := ¢ heit Argument von z.

o
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Konvergenz von Reihen Polarkoordinaten

Multiplikation in Polarkoordinaten

@ Die Polarkoordinatendarstellung erleichtert die Multiplikation
komplexer Zahlen:
rexp(iv) - r'exp(iv’) = rr' exp(i(¢ + ¢')).

Beispiel. Berechne z2° fiir z = (1 + /).
@ Die Polarkoordinaten von z sind r = v/2 und = %,

e Also

220 = /2% exp(i207) = 210 exp(i57) = 1024 exp(im) = —1024.

@ Hierbei haben wir benutzt, dass cos% = sin% = % und

exp(im) = —1. (Das folgt aus geometrischen Uberlegungen am Kreis.)
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Konvergenz von Reihen Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Satz
Die Glieder z einer konvergenten Reihe  z, bilden eine Nullfolge.
k=0

Beweis. Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es zu jedem € > 0 ein N € N,

n
so dass |z,| = | > zk| < e fir alle n > N. O
k=n
Bemerkung

Das in der Proposition formulierte Konvergenzkriterium ist notwendig aber
nicht hinreichend. Beispielsweise ist die sogenannte harmonische Reihe

I+ot iy
2 "3

divergent, obwohl die Folge (£),cn eine Nullfolge ist.

v
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Konvergenz von Reihen Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beispiel.
Die alternierende harmonische Reihe
1 1 1
P
2 * 3 4

konvergiert (und zwar gegen In2, wie wir noch sehen werden). Die
Konvergenz ergibt sich aus dem Leibnizkriterium:

Satz (Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen)

Seiax >0 (k=0,1,2,...) eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen.

(©.9)
Dann konvergiert die Reihe Y (—1)ka.
k=0

Beachte: der Satz gilt nicht ohne die Voraussetzung ,,monoton fallend”,
1/1, k=2l

0, sonst

wie man am Beispiel (ax) mit a, := { sieht.
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Konvergenz von Reihen Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beweis.
n

o Wir betrachten die Partialsummen s, = 3" (—1)¥aj und setzen
k=0
Xp = Spp uUnd Yn 1= Sopi1.

@ Die Folge (x,) ist monoton fallend, denn
Xn+1 — Xn = a2pt+2 — azn+1 < 0.
@ Die Folge (y,) ist monoton wachsend, denn
Ynt1l — Yn = —a2p43 + a2p+2 > 0.
@ AuBerdem gilt yp < yn < xp < Xg, denn y, — x, = —aopy1 < 0.

@ Also existieren x = lim x, und y = lim y,.
n—oo n—oo

@ Wegen lim (y, — xp) = lim (—azpt1) =0, gilt x =y,
n—oo

n—oo

@ Daraus folgt lim s, = lim s, = |lim spp41. ]
n—oo n—oo n—aoo
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Konvergenz von Reihen Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen
Satz

Es sei (an)nen €ine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen. Dann

(0.@)
konvergiert die Reihe Z an genau dann, wenn die Reihe

n=1

O
Z2ka2k = a1+ 2a» +4a4 + 8ag + . ..
k=0

konvergiert.

Beweis.

Die Folge der Partialsummen ist fiir beide Folgen monoton wachsend.
Darum geniigt es deren Beschranktheit zu untersuchen um die Konvergenz
zu beweisen. Wir setzen:

Sp=a1+ax+ ...+ an,

tk = a1 +2ar+ ...+ 25a.
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Konvergenz von Reihen Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Weiter im Beweis.
Fiir n < 2k gilt wegen a, > apy1:

2k viele
A
7 N\

sn<ai+(ax+a3)t(astas+ag+ar)+...+(ak+ ...+ ams1_q)

< ap+2ar+4as+ ...+ 2Kan
=t

Andererseits gilt fiir n > 2k

sp>a1+a +(a3s+as)+(as+as+ar+ag)+ ...+ (apk—147 + ... + ax)

1
> —a1+ay+2a4+4ag...+ 2k_132k

2
1
= Stk
Somit sind die Folgen (s,)nen und (tx)nen entweder beide beschrankt oder
beide nicht beschrankt. ]
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Weitere Konvergenzkriterien fir Reihen
Folgerung

n
1
Die Reihe Z e konvergiert fiir p > 1 und konvergiert nicht fiir p < 1.

k=1
n
Insbesondere konvergiert die harmonische Reihe % nicht.

k=1

Beweis.

Gilt p < 0, dann bilden die Glieder der Reihe keine gegen Null konvergente
Folge und somit divergiert die Reihe.

Falls p > 0 so bilden die Glieder der Reihe eine monoton fallende Folge
reeller Zahlen, wegen des vorigen Satzes betrachten wir die Reihe:

0.9} 1 (©.9) B
Z2k (2K)p — 22(1 Pk, (3)
k=0 k=0

Die geometrische Reihe (3) konvergiert genau dann, wenn 21=P < 1, d.h.
genau dann, wenn 1 — p < 0. Aus dem Satz folgt die Behauptung. ]
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Umordnungen von Reiher
Umordnungssatz

Definition (Umordnung)

Sei (kn)nen eine Folge, in der jede natiirliche Zahl genau einmal vorkommt
( d.h. wir habe eine Bijektion auf N gegeben durch n — k). We/ter sei

Z an eine Reihe. Die Reihe z ay, wird eine Umordnung von z an

n=0 n=0 n=0
genannt.
Beispiel.
oo
(=1)r+1 1 1 1 1 1

= L 1SS

! %} n 234" 2 T 1

S—14s_ b ot 1 =

S T R R A

Die Reihe S, in der auf jeweils zwei positive ungerade Glieder ein
negatives gerades folgt, ist eine Umordnung von $;. Nach dem

Leibnizkriterium konvergiert S;.
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

n
Weiter im Beispiel. S, kann man schreiben als > (—1)kT1a, mit
k=1

1 1 P
agj_1:4j_3+4j_1 und azjz? furJ:1,2,...

D.h. ax ist monoton fallend, denn

< —1 < 1
a .
SRV T

< agj-1

Daher konvergiert auch S> nach dem Leibnizkriterium. Aber:

S S I S
1 23 45 " 60

denn: was in 57 folgt sind Summanden —2%. -+ 2J—£r1 < 0;

1 1 1 1
S9>1+-—Z+-+—

1 M+1
3 2 5 7 4 60 7
1
2

denn alle folgenden Summanden erfiillen % > 0.

1
4j-3 + 4j—-1
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

Wichtige Bemerkung
In Reihen kommt es auf die Reihenfolge der Summationen an. J

Fir absolut konvergente Reihen gilt jedoch:

Satz

O
Ist > a, eine Reihe komplexer Zahlen, die absolut konvergiert, dann
n=0

oo

konvergiert jede Umordnung von > ap, und alle Umordnungen
n=0

konvergieren gegen denselben Wert.
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

Beweis. Da ) a, absolut konvergent ist, findet man zu jedem € > 0
aufgrund der Annahme ein N € N mit

N 0 00
S lanl = Ylanl = 3 ol <
n=0 n=0 n=N+1

Es sei ) ax, eine Umordnung mit Partialsummen s/,.

Sei nun p € N so groB, dass alle Zahlen 0,1, ..., N in der Menge

ko, k1, ..., kp enthalten sind. Es folgt fiir n > p, dass in der Differenz der
Partialsummen s, — s/, sich die Zahlen ag, ..., ay gegenseitig aufheben, also

n (©.@)

|sp — 51| = Z(a,- —a)| < Z |a;] < e.
i=0 i=N+1
Darum konvergiert (s;,)nen gegen den gleichen Wert wie (s,)nen- ]
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

Bemerkenswerterweise gilt:

Satz (Riemannscher Umordnungssatz)

Sei Y ap, eine konvergente Reihe reeller Zahlen, die jedoch nicht absolut
konvergiert. Weiter sei s € R beliebig vorgegeben. Dann existiert eine
Umordnung > ay, der Reihe > a, mit Wert

00
E dk, = S.
n=0

Beweis. Es seien (Pp)pen (bzw. (Qn)nen) die positiven Glieder (bzw. die
Absolutbetrage der negativen Glieder) in > a,, in der Reihenfolge, in der
sie auftreten.

Wir konstruieren nun Folgen (mp)nen und (kp)nen, sodass die Reihe

Po—|—...—|—Pm0—QO—---_QkO+Pm0+1+---+Pm1_Qko+1_"°_Qk1+"'

gegen s konvergiert. Dabei benutzen wir:
Behauptung: Die Summen )" P, und > Q, sind divergent.
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Umordnungen von Reihen
Beweis der Behauptung.
Setze p, = H”'% und g, = |a”|T_a” Dann sind p, > 0 und g, > 0 und es

gilt
an = Pn — qn, und |an‘ = Pn + qn-

Die Reihen > p, und > g, divergieren beide: Wiirden beide konvergieren,
dann wiirde entgegen der Annahme auch

S lanl =3 (pn+an) S pa+ D

konvergieren; andererseits folgt aus der Konvergenz von

S =D (pn—a)=> o> an

dass entweder beide Reihen Y p, und Y g, gleichzeitig divergieren oder

konvergieren.
Da nun aber (bis auf Glieder gleich Null) gilt, dass >~ P, = > p, und

S"Qn = gn, folgt die Behauptung. -
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

Weiter im Beweis. Es sind mg, kg die kleinsten Zahlen mit
P0—|—...+Pm0 > s und P0+...+PmO—Q0—...—QkO < S.
Weiter sind nun my und kj die kleinsten Zahlen mit

PO+---+Pm0_QO_---_Qko+Pm0+1+"'+Pm1>57
Po—}—...—Qo—...—l—Pm0+1—|—...—|—Pm1—Qko+1—---_Qk1 < s.

So fortfahrend konstruiert man m, und k.
Man beachte: Wegen der Divergenz der Reihen >~ P, und > @, bricht
dieses Konstruktionsverfahren nicht ab. Wegen

Po+ ...+ Pmy— Qo — ... + Pm, —s| < Ppn,,
|P0 + ...+ 'Dmo — Qo — ... — an —S‘ < an
konvergiert die Folge der Partialsummen der so konstruierten Reihen, da

aufgrund der Konvergenz von  a, die Folgen (Pp)peny und (Qn)nen beide

gegen 0 konvergieren. [l
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beahibae und berabeahlbare Mengen
Abzahlbare Mengen
Definition

Eine nicht-leere Menge A heiBt abzahlbar, wenn es eine surjektive
Abbildung o : N — A gibt. Ansonsten heiBt A iiberabzahlbar.

Beispiele.
@ Jede endliche Menge A = {ag, a1, ..., an} ist abzahlbar. Eine
Surjektion ¢ : N — A'ist (¢(n))neny = (20, 31, ---,an, an, an, - - -)-

@ Die Menge Z ist abzahlbar. Eine Bijektion, und damit eine Surjektion,
¢ : N — Z ist gegeben durch ¢(0) =0, ¢(2k — 1) = k und
©(2k) = —k fur k=1,2,... D.h. (¢(n))pexy = (0,1, —1,2,-2,...).

Satz }

Die Vereinigung von abzahlbar vielen abzahlbaren Mengen ist abzadhlbar.

Beweis. Das beweist man mit einem (einfachen) Diagonalverfahren. O
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Eigenschaften reeller Punktmengen Abz3hlbare und iiberabzihlbare Mengen
Abzahlbarkeit von Q

Folgerung
Q ist abzihlbar. J

Beweis. Q = ZU{5|nc Z}U{3lncZ}U.... O

Folgerung
Q" ={(x1,x2,...,%n)|x1, X0, ...,xn € Q} ist abzihlbar fiir alle n > 1. J

Beweis.
Beweis durch Induktion nach n.

@ Der Induktionsanfang ist die Abzahlbarkeit von Q.
e Aus der Abzihlbarkeit von Q" folgt die von Q™t!, denn

Q™ = [J{(x.»)Ix e Q.

yeQ
]
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Uberabzahlbarkeit von R
Satz
Die reelle Zahlengerade R ist nicht abzdhlbar. J

Beweis. Man nimmt an, die reellen Zahlen seien abzahlbar,
R = {xp, x1, X2, ...}, und konstruiert eine reelle Zahl x mit x # x, fiir alle
n € N.

@ Es sei Iy das Intervall [xg + 1, xp + 2], d.h. xp & .

@ Wir unterteilen [y in drei gleich groBe Intervalle und nennen eines
davon /1, wobei die Bedingung x; ¢ I, gelten soll.

@ Durch Fortsetzung dieses rekursiven Verfahrens erhalten wir eine
Intervallschachtelung von kleiner werdenden Intervallen I, C I,_1 der
Lange 3—1,( mit xg, ..., Xy & In.

Die Folge der Intervallgrenzen ist dann eine Cauchy-Folge und konvergiert
gegen eine eindeutig bestimmte reelle Zahl x € N,en/,. Daraus folgt aber
x # x, fir alle n € N. ]
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Supremumseigenschaft

Definition (Supremum und Infimum)
Sei M C R eine Menge reeller Zahlen. Jede reelle Zahl s mit

x<s (bzw. s < x) fiir alle x € M

nennt man eine obere (bzw. untere) Schranke fiir M. Eine obere Schranke
s € R einer Menge M C R heiBt Supremum von M, falls s die kleinste
obere Schranke ist, d.h. fiir jede obere Schranke s’ von M gilt s’ > s.
Entsprechend definiert man das Infimum als die groBte untere Schranke.
Bezeichnung: s = sup M bzw. s = inf M.

Bemerkung. Es gibt hochstens ein Supremum bzw. Infimum.
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Satz (Supremumseigenschaft der reellen Zahlen)

Jede nach oben (unten) beschrinkte, nicht-leere Menge M C R besitzt ein
Supremum (Infimum).

v

Die rationalen Zahlen erfiillen die Supremumseigenschaft nicht.

Betrachte M = |0, \/5] N Q. M is beschrankt, hat aber kein Supremum in
Q

Beweis der Supremumseigenschaft fiir R. Wir beweisen nur die
Existenz des Supremums (die des Infimums beweist man 3hnlich).
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Beweis der Supremumseigenschaft fiir R

Wir konstruieren rekursiv a, < b,, n € N mit

(i) a, € M,
(i) by ist eine obere Schranke fiir M,
(”') dp < dn+1,
(iv) bp+1 < b, und
(V) bn — dp S 2—1,7(b0 — ao).
@ Wir beginnen mit ag € M und einer oberen Schranke by von M.

@ Ausgehend von ag < by, ...,a, < b, mit (i-v) konstruieren wir
ant1 < bpy1: Sei dazu m = %(an + by).
» Falls m eine obere Schranke von M ist, sei [a,11, bpi1] := [an, m].
» Wenn nicht, gibt es d € M mit d > m und wir setzen dann
[a,,+1, bn_|_1] = [d, bn] C [I’l’l7 b,,]
In beiden Fillen gilt a,11 < bp+1 und die Eigenschaften (i-v) sind
erfiillt.
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Weiter im Beweis.
Fiir die a, und b, gilt dann:

@ Die monoton wachsende Folge (a,,) ist durch by nach oben
beschrankt.

@ Die monoton fallende Folge (b,) ist durch ag nach unten beschrankt.
@ Wegen (v) kdnnen wir schlieBen, dass (a,) und (by,) gegen denselben
Grenzwert ¢ konvergieren.
Behauptung. Es gilt c = sup M.
Beweis. 1) c ist eine obere Schranke von M:
@ Annahme: 3 a€ M mit a > c.
@ Wegen ¢ = lim b, gabe es dann N € N, mit a > b, fiir alle n > N.

n—oo
@ Das widerspricht der Definition von b, als eine obere Schranke fiir M.

2) c ist die kleinste obere Schranke von M:
@ Annahme: es gibt eine kleinere obere Schranke b < ¢ von M.
@ Wegen ¢ = |lim a, gabe es dann N € N, mit b < a, fiir alle n > N.

n—oo
@ Das widerspricht der Tatsache, dass a, € M. O]
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Maximum und Minimum

Definition
@ Sei M C R eine nach unten (bzw. oben) beschrinkte Menge.

e Fallsinf M € M (bzw. supM € M) so heiit inf M (bzw. sup M) das
Minimum (bzw. Maximum) der Menge M.

@ Wir schreiben dann auch min M bzw. max M statt inf M bzw. sup M.

Notation
Falls ) # M C R nicht nach unten (bzw. nicht nach oben) beschrénkt ist,
so setzen wir inf M := —oo (bzw. sup M := c0).
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Defiition und Beispiele
Stetigkeit

Definition (Folgenkriterium der Stetigkeit)

Sei D C C und p € D. Eine Funktion f : D — C heiBt stetig in p € D,
wenn fiir jede gegen p konvergierende Folge (z,)nen aus D gilt:

lim f(z,) = f(p).

n—aoo

Eine Funktion f : D — C heiBt stetig, wenn f in allen Punkten p € D
stetig ist.

Oft benutzt man folgende dquivalente Definition der Stetigkeit:

e-0-Definition der Stetigkeit
Sei D C C und p € D. Eine Funktion f : D — C heiBt stetig in p, wenn es
zu jedem e > 0 ein 0 > 0 gibt, derart, dass gilt

1f(z) —f(p)| <e firalleze D mitl|z—p|<o.

v
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Beispiele
(i) Jede konstante Funktion ist stetig.
(ii) Die Funktionen z — z,z,|z|,Re z,Im z sind stetig.

(iii) Die Summe f 4+ g und das Produkt f - g in p € D stetiger Funktionen
f,g: D — C sind stetig in p.
(iv) % ist stetigin p € D, falls f : D — C* := C\ {0} C C stetig in p ist.

(v) Jede rationale Funktion

anz" +---+ao
bmz™ + -+ bg

f(z) =

mit ag,...,an, by, ..., bm € C, ist stetig auf
D:={zeClbpz™+---+ by #0} C C.

(vi) Die Funktionen f,|f|,Ref,Im f sind stetig in p € D, wenn
f: D — C stetig in p ist.
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Definition und Beispiele
Definition (Grenzwert einer Funktion)
Sei f : D — C eine Funktion. Wir schreiben

lim f(z) = q,

z—p

falls es
(i) erstens eine Folge (z,) € D\ {p} gibt, die gegen p konvergiert und
(ii) zweitens lim f(z,) = q fiir jede solche Folge (z,) gilt.

n—oo

Man nennt q den Grenzwert von f(z) fiir z gegen p.

Achtung: Wir setzen hier nicht voraus, dass p € D gilt!
Bemerkung

Mit obiger Notation gilt dann:

f iststetigin peD <= lim f(z)=f(p).

z—p

v
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Satz (Verkettung stetiger Funktionen)

Seif:D — Cstetiginpe DCC, f(D)C ECC undg:E — C stetig
in f(p). Dann ist go f : D — C stetig in p.

Beweis.
@ Sei (z4)nen C D eine Folge mit

lim z, = p.
n—oo

@ Wir erhalten eine Folge (f(z,))nen C E. Wegen der Stetigkeit von f
in p folgt
lim f(z,) = f(p).

n—oo

@ Aus der Stetigkeit von g in f(p) folgt schlieBlich
lim g(f(zn)) = &(f(p)) = (g o f)(p),

n—oo

d.h. g o f ist stetig.
]
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Satz
Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig. J

Beweis.
@ Es geniigt zu zeigen, dass exp stetig in 0 ist. In der Tat:

Sei (z,) eine konvergente Folge und p = lim z,. Dann konvergiert
n—oo

exp(z,) = exp(z, — p) exp(p) gegen exp(0) exp(p) = exp(p), falls exp
stetig in O ist.

@ Wir zeigen nun die Stetigkeit im Nullpunkt. Fiir |z] < 1 gilt:

exp(z) -1 = |2+t <lzias g
xp(z) — = |lz4+ =+ = —

g 21 " 3l = 21 © 3l

< \z|(1—|—1+1—|— ) =lz|-(e—1)

2

@ Also erfiillt jede Nullfolge (z,) ab einem gewissen Folgenglied die
Ungleichung |exp(z,) — 1| < |z - (e — 1), d.h. lim exp(z,) = 1.

n—oo

[
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Folgerung
Die Funktionen sin,cos : R — R sind stetig. J

Beweis.

@ Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt die Stetigkeit der
Funktion R — C, x — exp(ix).

@ Die Stetigkeit von Sinus und Cosinus folgt nun aus der Darstellung

cos(x) = Reexp(ix)

sin(x) = Imexp(ix).
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Definition (Hyperbolische Funktionen)
Sei x € R. Die durch

cosh(x) = %(exp(x)+exp(—x))
sinh(x) = %(exp(x)—exp(—x))

definierten Funktionen sinh : R — R und cosh : R — R heiBen Sinus
hyperbolicus bzw. Cosinus hyperbolicus.

Satz
Die Funktionen sinh,cosh : R — R sind stetig.

Beweis.
Das folgt aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion. [
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Eigenschaften von Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus, die fiir
alle x € R gelten:

o cosh?(x) — sinh?(x) = 1.

@ (absolut konvergente Potenzreihenentwicklung).

= x2k x?  x*
coshx = ;)(21()! :1+?+E+... :
G 2k+1 3 5
: X x> x
sinhx = ;)m:X—Fa‘i‘a—{—-..
@ (Symmetrie, bzw. Antisymmetrie)
cosh(—x) = cosh x, sinh(—x) = —sinh x.

o (Additionstheoreme)

cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh xsinh y,
sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y.
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Stetigkeit Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen

Zwischenwerteigenschaft stetiger Funktionen

Im Folgenden sei a < b. Wir betrachten reellwertige stetige Funktionen auf
dem abgeschlossenen Intervall [a, b] = {x € R|a < x < b}.

Satz (Nullstellensatz von Bolzano)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion, so dass f(a)f(b) < 0. Dann
existiert ¢ € [a, b] mit f(c) = 0.

Folgerung (Zwischenwertsatz)

Sei g : [a, b] — R eine stetige Funktion und d eine reelle Zahl zwischen
g(a) und g(b). Dann gibt es c € [a, b] mit g(c) = d.

Beweis. (Zwischenwertsatz)

Falls g(a) < d < g(b) oder g(b) < d < g(a), so erfiillt f(x) :=g(x) —d
die Voraussetzungen des Nullstellensatzes.

Daher existiert ¢ € [a, b] mit 0 = f(c) = g(c) — d und somit g(c) =d. O
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Stetigkeit Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen

Beweis des Nullstellensatzes.

@ Durch Ersetzen von f durch —f, falls notwendig, kdnnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass f(a) < f(b).
@ Wir konstruieren rekursiv Intervalle [ap,, b,], so dass
(i) [an, bn] C [an—1, bp—1] fiir alle n € N,
(i) bp—ap,=2""(b— a),
(iii) f(an) <0und f(b,) > 0.

e Wir beginnen mit [ag, bg] := [a, b].

@ Seien [ag, bol, [a1, b1], - - -, [an, bn] mit (i)—(iii) bereits konstruiert. Wir
konstruieren [ap+1, bpt1].

@ Seim= %(an + b,). Wir setzen:

[an, m], falls f(m)>0

anii, bn =
(241, by {[m,bn], falls  f(m) < 0.

e Die Eigenschaften (i-iii) sind dann erfiillt.
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Stetigkeit Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen

Weiter im Beweis des Nullstellensatzes:

@ (ap) ist monoton wachsend, (b,) fallend und beide Folgen sind durch
a nach unten und durch b nach oben beschrankt.

@ Wegen (ii) konnen wir schlieBen, dass

lim a, = |lim b, =: c.
n—oo n—oo

@ Die Stetigkeit von f ermdglicht den Grenziibergang in den
Ungleichungen f(a,) < 0 und f(b,) > 0 und liefert somit

f(c)= lim f(a,) = lim f(b,) =0.

n—oo n—oo
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Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen
Beispiel

Die Funktion f : Q — R, die definiert ist durch

0, falls x <2
f(x):=
1, falls x> V2

ist stetig,

besitzt aber keine Fortsetzung zu einer stetigen Funkticzn f:R—R.
D.h. es existiert keine stetige Funktion f : R — R mit f(q) = f(q)
V g € Q. In der Tat:

Fiir jede monoton wachsende rationale Folge (x;) mit Grenzwert V2
gilt lim f(x,) = 0 und somit miisste f(1/2) = 0 gelten.

n—oo

Andererseits gilt fiir jede monoton fallende rationale Folge (x,) mit
Grenzwert v/2 hingegen lim f(x,) = 1 und somit miisste f(1/2) =1

n—oo

gelten.
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Stetigkeit Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen

Infimum und Supremum einer reellwertigen Funktion

Definition

Sei f : D — R eine reellwertige Funktion auf einer Menge D (z.B.
D c C).
f heiBt beschrankt, falls f(D) C R beschrdnkt ist;

f heiBt nach unten (bzw. nach oben) beschrankt, falls (D) nach unten
(bzw. nach oben) beschrankt ist.

Wir setzen
inff = inff(D) e RU{—o0}
supf := supf(D) e RU{oc0}.
Falls inf f € f(D) bzw. sup f € f(D), so schreibt man stattdessen

auch min f bzw. maxf.

Man sagt dann, dass die Funktion ihr Minimum bzw. Maximum
annimmt.

v
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Stetigkeit Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen

Minimum-Maximum-Eigenschaft

Theorem

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist beschrankt und nimmt ihr
Minimum und Maximum an,

d.h. es gibt Xmin und Xmax € [a, b] mit f(Xmin) = min f und
f(Xmax) = max f.

Beweis. Wir zeigen z.B. dass f nach oben beschrankt ist und das
Maximum annimmt.
(1) Wir beweisen indirekt, dass f([a, b]) nach oben beschrankt ist.
> Sei also f([a, b]) nach oben unbeschrankt, d.h. es existiert eine Folge
Xn € [a, b], so dass die Folge f(x,) monoton wachsend und
unbeschrankt ist.
» Nach Bolzano-WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge (X, )ken;
0= kILmOO Xn, € [a, b].
> Stetigkeit liefert nun f(¢) = kli_)moo f(xn, ). Das ist unmdglich, denn jede

Teilfolge einer monoton wachsenden unbeschrankten Folge ist monoton

wachsend und unbeschrankt, und somit nicht konvergent.
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Stetigkeit Stetige Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen

Weiter im Beweis:

(2) Sei also das Bild B := f([a, b]) = {f(x)|x € [a, b]} nach oben
beschrankt.
» Dann existiert eine Folge x, € [a, b], so dass f(x,) € B gegen
sup B = sup f konvergiert (vgl. Existenzbeweis fiir das Supremum).
» Nach Bolzano-WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge (xp, )ken-
Wir setzen ¢ := kli_)moo Xn, € [a, b].

> Stetigkeit liefert f(¢) = klim f(xn) = lim f(x,) =supf, d.h. f

nimmt an der Stelle £ ihr Maximum an. O]
Folgerung
Sei f : [a, b] — R stetig. Dann gilt f([a, b]) = [min f, max f]. }

Beweis. Das folgt aus dem vorherigen Satz und der
Zwischenwerteigenschaft. [
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Streng monotone Funktionen

Definition
Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heiBt monoton wachsend (bzw.
streng monoton wachsend), falls

f(x) < f(x') (bzw. f(x) < f(x))

fiir alle x,x' € D mit x < x'.
(Die Begriffe ‘'monoton fallend’ und ‘streng monoton fallend” werden
analog definiert.)

Beispiel: Potenzfunktionen

Sei k € N. Die Funktion x — x* heiBt Potenzfunktion.

@ Ist k ungerade, so ist die Potenzfunktion streng monoton wachsend
auf ganz R.

@ Ist k gerade, so ist die Potenzfunktion streng monoton wachsend auf
{x € R| x >0} und streng monoton fallend auf {x € R | x < 0}.

129/ 359

Streng monotone Funktionen Trigonometrische Funktionen

Die Zahl 7 und trigonometrische Funktionen
Wiederholung: Die Cosinusfunktion ist definiert als

. - k X2k X2 X4
cos(x) := Re exp(ix) = kZ(—l) 2K)] =1- > + TR
=0

Theorem

Die Cosinusfunktion hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle c.

Definition
Man definiert so die Zahl © durch 7 := 2c.

Beweis. Die Cosinusfunktion ist stetig und cos(0) =1 > 0. Wir zeigen:

© cos(2) < 0. Die Existenz der Nullstelle ¢ folgt dann aus dem
Nullstellensatz von Bolzano.

@ cos ist auf dem Intervall [0, 2] streng monoton fallend. Somit ist ¢ die
einzige Nullstelle in (0, 2).
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Streng monotone Funktionen Trigonometrische Funktionen

Beweis des Theorems, Schritt 1: cos(2) < 0
@ Die folgende Abschatzung gilt fiir [x| < 7:

1% 4
cosx = 1l——+——-..
2!

(N (2
21 -4 6! 7-8
>0 f'Li:r]X]S?, alle weiteren auch
x2 x2
1——(1——].
< 2l ( -4)
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Streng monotone Funktionen Trigonometrische Funktionen

Beweis des Theorems, Schritt 2: cos monoton fallend auf [0, 2]

@ Wir haben zu zeigen 0 < x <y <2 = cosx —cosy > 0.
o Man betrachtet o = X3 € (0,2) und 3 = £5* € (0,1].
Danngilt x=a—fundy =a+(
@ Dann folgt aus den Additionstheoremen:
cos x — cosy = cos(a — () — cos(a + ) =
cos . cos 3 4 sin asin 3 — (cos accos 3 — sin acsin 3) = 2sin asin 3.
@ D.h. cosx —cosy >0 fiiralle 0 < x <y <2, falls sinz > 0 fiir alle
z € (0,2).
@ Das folgt aus:

. Z3 25 27
SInNz = (Z—§>+(ﬁ—ﬁ>+

]
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Streng monotone Funktionen Trigonometrische Funktionen

Satz (Euler)
Es ist sin(%5) = 1 und damit exp(i%) = i. J
Beweis. Nach Definition von 7 gilt cos 57 = 0. Es folgt
(sin g)Q =1 — (cos g)Q =1
und somit sin 7 = 1, denn sin > 0 auf (0, 2). O
Folgerung
: 3 : :
exp(iT) = —1, exp(/7) = —i und exp(i2w)=1.
Beweis.
Das folgt aus exp(in%) = (exp(i5))" = i" fiir n = 2,3 und 4. O
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Trigonometrische Funktionen
Folgerung
(i) exp(z + i2mw) = exp z fiir alle z € C,
(i) cos(x + 2m) = cos x, sin(x + 27) = sin x,
(iii) cos(x + ) = — cos x, sin(x + ) = —sinx und
(iv) cos(x + 5) = —sinx, sin(x + %) = cos x fiir alle x € R. )
Beweis.
exp(z + in%) = exp(z)i", n = 4,2, 1. ]
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Streng monotone Funktionen Trigonometrische Funktionen

Folgerung

Die Funktionen Sinus und Cosinus sind vollstandig durch die
Einschrankung cos (o =) bestimmt.

Beweis.

Wegen cos x = sin(x + 5) erhdlt man den Graphen der Sinusfunktion
durch Verschiebung des Graphen der Cosinusfunktion um 7/2 nach
rechts.

Die Cosinusfunktion ist vollstandig durch die Einschréankung cos \[o,g]
bestimmt:

» Wegen (iii) geniigt es cos auf einem Intervall der Lange 7 zu kennen,
z.B. auf [-7, T].
> Wegen der Symmetrie cos(x) = cos(—x), geniigt [0, 5].
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Folgerung

Die Funktionen sin, cos und R 5 x +— exp(ix) sind periodisch mit
Periode 2. Es gilt sin, cos : R — [0, 1].

cosx=0 < x=75+nm, neEl.
sinx=0 < x=nm, n€eZ.
exp(ix) =1 < x=n2xw, n € Z.

Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall [0, 7] streng monoton

fallend und auf dem Intervall [rr,27] streng monoton wachsend.
Die Sinusfunktion ist auf dem Intervall [—%, | streng monoton

272
wachsend und auf dem Intervall [7, 37“ streng monoton fallend.

Die Tangensfunktion tan := >~ (definiert dort, wo cos # 0) ist auf

dem Intervall (-7, %) streng monoton wachsend und

tan(—%5,5) = R.
Die Cotangensfunktion cot := %> (definiert dort, wo sin # 0) ist auf
dem Intervall (0, ) streng monoton fallend und cot(0,7) = R.
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Streng monotone Funktionen Trigonometrische Funktionen

Umkehrfunktionen

Definition
Sei D C C und f : D — C eine Funktion. Eine Funktion g : f(D) — D
heiBt Umkehrfunktion von f, falls g o f = Idp, d.h. g(f(z)) =z Vz € D.

Bemerkungen:

(i) Eine Umkehrfunktion existiert genau dann, wenn f : D — C injektiv ist.
(i) Fir f : D — R und g : f(D) — R folgt aus g(f(x)) = x fiir alle x € D auch
f(g(y)) =y fir alle y € f(D).
(iii) Wenn f : D — R eine Umkehrfunktion g : f(D) — D C R besitzt, dann
schreiben wir diese als g = f~1. Vorsicht: f~1(x) # f(x)~L.

(iv) Hat f: D C R — R eine Umkehrfunktion f =1, so erhilt man den Graphen
von f~1 durch Spiegelung des Graphen von f an der Gerade

{(x,x) | x € R} C R?,
graph(f) := {(x, f(x)) | x € D} und graph(f—1) = {(f(x),x) | x € D}
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Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Erinnerung: Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heiBt streng monoton
wachsend /fallend, falls

f(x) < f(y) bzw. f(x)> f(y)

fir alle x,y € D mit x < y.

Satz

Sei D C R. Jede streng monotone Funktion f : D — R besitzt eine
Umbkehrfunktion f=1 : f(D) — D. Die Umkehrfunktion ist wieder streng
monoton, und zwar wachsend, wenn f wachsend ist und fallend, wenn f
fallend ist.
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Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Beweais.

@ Sei y € f(D), d.h. es existiert ein x € D mit f(x) = y.
Da f streng monoton ist, ist dieses x eindeutig durch y bestimmt:
Gibe es ein weiteres x’ mit f(x’) = y, dann wire x < x’ oder x > x’
und damit f(x) # f(x’) wegen der strengen Monotonie von f.

e Wir definieren g(y) := x.

@ Um zu zeigen, dass g streng monoton ist, nehmen wir z.B. an, dass f
streng monoton wachsend ist, d.h.
x < xX' = f(x) < f(X).
@ Es gilt sogar x < X’ <= f(x) < f(x'), denn x > X' = f(x) > f(X).
@ Die Substitution y = f(x) und y’ = f(x’) liefert

gly)<gly) =y<y.

@ Also ist g streng monoton wachsend.
]

139 /359

Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Satz

Sei f : [a, b] — R eine stetige streng monoton wachsende (bzw. streng
monoton fallende) Funktion. Dann ist die streng monotone
Umkehrfunktion f=1 : [min f, max f] — [a, b] stetig.

Beweis.
@ Wegen der Stetigkeit von f gilt f([a, b]) = [min f, max f].

@ Da f streng monoton ist, besitzt es eine streng monotone
Umkehrfunktion f=1 : [min f, max f] — [a, b].

@ Ist f streng monoton wachsend, dann gilt min f = f(a) und
max f = f(b).

@ Ist f fallend, so ist min f = f(b) und maxf = f(a).
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Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Weiter im Beweis: Stetigkeit der Umkehrfunktion !
@ Sei y, € [minf, max f] eine konvergente Folge, y = lim y,.
n—oo
@ Wir beweisen durch Widerspruch, dass die Folge
xp = f"Y(y,) € [a, b] gegen x := f~1(y) konvergiert.
@ Wenn (x,) nicht gegen x konvergiert, so gibt es € > 0, so dass fiir alle
N € N eine natiirliche Zahl n > N existiert mit |x, — x| > «.
@ Daher kann man eine Teilfolge (xp, Jken konstruieren mit
|Xn, — x| > ¢ fiir alle k.
o Da x,, € [a, b], kénnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge

annehmen, dass (xp, ) gegen x’ € [a, b] \ {x} konvergiert
(Bolzano-WeierstraB).

@ Aus der Stetigkeit von f erhalten wir nun

Yoo = Flw) — F)  # F) =y
A (f str. mon.)

@ Im Widerspruch zu lim y, =y. ]

n—oo
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Beispiel 1: Potenz- und Wurzelfunktionen

Satz

Sei k € N. Die Potenzfunktion x — f(x) = x¥ definiert eine stetige und
streng monoton wachsende Funktion f : [0,00) — R.

Die Umkehrfunktion f=1 : [0,00) — R, f~1(x) =: {/x =: x*, ist ebenfalls
stetig und streng monoton wachsend.

Beweis. Das folgt durch Anwendung des vorhergehenden Satzes auf die
Einschrankung f|j 5 : [0, n] — [0, n"]CR, n=1,2,.... ]

Fiir ungerades k ist die stetige Funktion x — x* streng monoton wachsend
auf ganz R, ebenso wie die Umkehrfunktion f~1: R - R,

f_l(x) = ¥x =: XK.
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Streng monotone Funktionen Exponential- und Logarithmusfunktion

Beispiel 2: Exponential- und Logarithmusfunktion

Satz

@ Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R st stetig, streng monoton
wachsend und erfiillt exp(R) = R, := {x € R | x > 0}.

@ Die Umkehrfunktion
In:=exp ! : R — R (natiirlicher Logarithmus)
erfiillt die Gleichung

In(xy) = In(x) + In(y)

fir alle x,y € R...

Bemerkung

Der Beweis liefert zwar die Existenz der Funktion In, aber keine
Berechnungsvorschrift!

o
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Beweis. Die Exponentialfunktion ist stetig. Wir beweisen nun
Q exp(R) C Ry:
» Firallex>0 istexp(x):1+x+’2‘—?+---2 1>0.
» Wegen exp(x) exp( x) = exp(0) = 1, folgt daraus
exp(—x) = 5 X) > 0.
© exp: R — R streng monoton wachsend:
» Fiir x < y haben wir exp(y — x) > 1 und somit:

exp(y) = exp(y — x + x) = exp(y — x) exp(x) > exp(x).

@ exp(R) =
» Fiir alle nENgiItexp(n):1+n+g—?+--- >14n
> und somit exp(—n) = (expn) ™' < -
» Damit folgt

exp(®) = | expl(=n,nl) > [y 1+ ] =
neN

neN
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Streng monotone Funktionen Exponential- und Logarithmusfunktion

Schluss des Beweises

Wir haben gezeigt, dass exp : R — R, stetig, streng monoton wachsend
und surjektiv ist. Daher existiert eine stetige, streng monoton wachsende
Umkehrfunktion In = exp™! : R, — R.

Es bleibt noch die Funktionalgleichung fiir den Logarithmus zu beweisen:

@ Seien x,x" € Ry. Wir schreiben x = exp(y) und x’ = exp(y’), wobei
y =In(x), ¥y’ = In(x") € R.
@ Die Funktionalgleichung der Exponentialfkt. liefert dann
xx" = exp(y) exp(y’) = exp(y + y').

@ Anwendung des Logarithmus ergibt:
In(xx’) = In(exp(y +y')) =y +y' = In(x) + In(x).

[]
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Beispiel 3: Exponentialfunktion zur Basis a
Wir hatten gesehen, dass
exp(n) = exp(1)" = €".

Wir wollen dies nun verallgemeinern, indem wir e durch eine beliebige
reelle Zahl a > 0 ersetzen.

Definition
Sei a > 0. Die Funktion
exp, : R — R

x +— exp(xIn(a)).

heiBt Exponentialfunktion zur Basis a.

Es gilt:
@ exp.(x) = exp(x) Vx € R, denn In(e) = Inexp(1) = 1.
e Fiir n € N: exp,(n) = exp(nin(a)) = (exp(In(a)))"” = a".

4
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Satz
Die Funktion exp, : R — R ist stetig und erfiillt:
(i) exp,(x + y) = exp,(x) exp,(y) fiir alle x,y € R,
(i) exp,(n) = a", exp,(—n) = & fiir alle n € N und
(iii) exp,() = an = v/a fiir alle n € N. (n-te Wurzel von a.)

Beweis.

@ exp, ist als Verkettung g o f der stetigen Funktionen g = exp und
x — f(x) = xIn(a) stetig.

@ (i)—(iii) sind Folgerungen aus der Funktionalgleichung von exp.

O
Definition
Fiir x € R setzen wir

a* = exp,(x).
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Satz
Fiir alle a,b € R, x,y € R gilt:
(i) &t = a¥a”,
(i) ( X)y =av,
(iii) a*b* = (ab)*,
(iv) (& )X — o
Beweis.
(i) ist die Funktionalgleichung von exp,.
(i) (a%)” = exp(yIn(a¥)) = exp(y In(exp(xIn a))) = exp(yxIna) = a* =
av.
(iii) a*b* = exp(xIna)exp(xInb) =exp(xIna+ xInb) =
exp(x(Ina+Inb)) = exp(x(In(ab)) = (ab)*.

(iv) () =(a 1) T

[
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Satz

(i) expi(x) =1.

(i) Falls a > 1, so ist die Funktion exp, : R — R streng monoton
wachsend.

(iii) Falls 0 < a < 1, so ist sie streng monoton fallend.
(iv) Fir0 < a#1 gilt exp,(R) = R..

Beweis.

(i)—(iii) Esist In1 = Inexp(0) = 0 und damit exp;(x) = exp(x -0) = 1.
AuBerdem ist In : R, — R ist streng monoton wachsend. Daher gilt
In(a) > 0 fiir a> 1 und In(a) < 0 fir 0 < a < 1.

Entsprechend ist x — exp,(x) = exp(xIn a) streng monoton
wachsend bzw. fallend.

(iv) Da Ina # 0, haben wir exp,(R) = exp(R) = R. O
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Definition
Sei 0 < a # 1. Die Umkehrfunktion log, := exp; ! : R, — R der

Exponentialunktion exp, : R — R zur Basis a heilBt Logarithmusfunktion
zur Basis a.

Satz

Es gilt
In
log, = —

(insbesondere also log, = In).

v

In x
Ina

) = exp(12X In a) = exp(Inx) = x. O

Ina

Beweis. Fiir alle x € R gilt exp(
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Charakterisierung der Exponentialfunktionen

Theorem

Sei f : R — R eine Funktion, die stetig in 0 € R ist, nicht konstant null ist
und die die Funktionalgleichung

(x) f(x+y)="Ff(x)f(y) firalle x,y €R

erfiillt. Dann gilt f(1) =:a > 0 und f = exp,.

Beweis.

@ Wegen der Funktionalgleichung (x) ist f nicht nur in 0, sondern
iiberall stetig:

FOm) = F(xn — x + %) 2 £l — x)F(x) "0 £(0)F(x) 2 £(x).

o a=f(l )”f( )2 > 0.
o Es gilt f(x) = &) f(x —1)f(1) = f(x —1)afir alle x e R. D.h. f

konstant null oder a > 0
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Weiter im Beweis:
Es bleibt zu zeigen, dass f(x) = a* fiir alle x € R. Zwei Schritte:
Q f(n)=2a"fiiralle ne Z'
s a=f(1)=f(1+0)& f(O) dh. F(0) =1 = °.
> Fiir n € N haben wir f(n) = ) f(1)---f(1) = a" und
» Aus 1= f(n—n) “) a"f(—n) folgt f(—n) = a=".
(2] f( )—\/_P—aq fir alle 2 g €Q dh peZundgelN:

() () e

q Fa&jcoren
> Diese Rechnung zeigt, dass f(£) = VaP = aa.

Sei nun x € R und x, € QQ eine Folge mit Grenzwert x.
Aus der Stetigkeit von f und exp, folgt nun

f(x)= lim f(x,) = lim a = a~.

n—oo n—aoo

]
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Streng monotone Funktionen Exponentielles und Logarithmisches Wachstum

Uneigentliche Grenzwerte

Definition

@ Sei (xn) eine Folge reeller Zahlen. Man schreibt |im x, = +oo, falls

n—oo

es fiir jedes K > 0 ein N € N gibt, so dass x, > K fiir alle n > N.

@ Man schreibt lim x, = —oo, falls lim (—x,) = +o0.
n—oo n—oo

@ In beiden Fallen nennt man x,, bestimmt divergent.

Beispiele:

im e =0, |lim =400, IImlhx=—-00, |lim Inx=+4+o0.
X——00 X—400 x—0 X—400
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Exponentielles Wachstum

Satz

Fiir alle k € N gilt
: exp x
lim = +00.
X——+00 Xk

. . . X i k+1 .
Beweis. Fiir alle x > 0 gilt expx = > >IL| > (;<<T+1)l und somit
= .

exp X X

N PR

Die Exponentialfunktion wachst also schneller als jede Potenzfunktion.

Bemerkung J
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Streng monotone Funktionen Exponentielles und Logarithmisches Wachstum

Logarithmisches Wachstum

Satz
Fiir alle k € N gilt

X
[im — = 4+00.
x—4o00 [n x

Beweis.

In x

o Fiir alle x > 1 gilt x = exp(ky), mit y = 7* > 0.

k k k k k .
e Also I\n/j_: _ veelk) _ V(expy)' _ ewy und somit

In x In x ky

°
lim k—\/)_( = |im &PV _ ~+00.
x—+oo Inx  y—+oo ky
]
Bemerkung
Der Logarithmus wachst also langsamer als jede Wurzelfunktion. J
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Beispiel 4: Trigonometrische Funktionen und

Arcusfunktionen
Wiederholung (Trigonometrische Funktionen).

Die Funktionen sin, cos und R 5 x +— exp(ix) sind periodisch mit
Periode 27.

cosx =0<«= x= 7 +nm, ne€L.

sinx =0<«<= x=nm, necZ.

exp(ix) =1 <= x = n2m, n € Z.

Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall [0, 7] streng monoton
fallend.

Die Sinusfunktion ist auf dem Intervall [-7, 5] streng monoton
wachsend.

Die Tangensfunktion tan := % (definiert dort wo cos # 0) ist auf
dem Intervall (=75, 7) streng monoton wachsend und

tan ((—g, g)) R
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Streng monotone Funktionen Arcusfunktionen und Polarkoordinaten

Arcusfunktionen

D.h., durch Einschrankung der trigonometrischen Funktionen auf die
Intervalle, wo sie streng monoton sind, erhalten wir deren
Umkehrfunktionen. Wir schreiben z.B.

cos |[O,7r] : [077T] - [_17 1]

fiir die Funktion, die wir durch Einschrankung des Cosinus’ auf das
Intervall [0, 7] erhalten.

Definition
Die (streng montonen und stetigen) Umkehrfunktionen der

trigonometrischen Funktionen heiBen Arcus-Cosinus, Arcus-Sinus und
Arcus-Tangens:

@ arccos := (cos|jp 1) " : [-1,1] = R,

@ arcsin := (sin |[_§,§])_1 :[-1,1] — R und

@ arctan := (tan |(_%’%))_1 'R—R

v
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Polarkoordinaten

Satz
Jede komplexe Zahl z # 0 besitzt eine Darstellung

2 = rexp(ip),

mit r = |z| und ¢ € R; dabei ist @ bis auf die Addition eines ganzen
Vielfachen von 2w bestimmt.

Definition (Polarkoordinaten)

Das Paar (r, ) heisst Polarkoordinaten von z = rexp(iy) und ¢ wird das
Argument von z genannt.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir z mit Imz > 0 zu zeigen, denn falls
Imz < 0 ist, so gilt Imz > 0, und falls z = rexp(i¢), so muss
z = rexp(—ip) gelten.
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Streng monotone Funktionen Arcusfunktionen und Polarkoordinaten

Weiter im Beweis.
Sei also nun Imz > 0. Wir schreiben

|—§|=€+in, (&, n e R).

Es gilt dann €2+ 72 =1 und n > 0. Es sei
¢ = arccos(§),

dann ist ¢ € [0, 7] und weiter

cos(p) = & und sin(p) =n > 0.

Also erhalten wir eine Darstellung

z = |z| exp(iy).
Wegen der Periodizitat der Exponentialfunktion folgt die Eindeutigkeit
dieser Darstellung bis auf ganze Vielfache von 2. [
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Bemerkungen

Die Multiplikation von komplexen Zahlen, die in Polarkoordinaten gegeben
sind, ist sehr einfach:
Sind ndmlich z = rexp(iy) und w = texp(ip) gegeben so ist

zw = (rt) exp(i(¢ + p))-

Ebenso leicht kann man Wurzeln aus einer komplexen Zahl ziehen:
Ist ndmlich z = rexp(ip), dann ist

]

w = {/rexp(-})

eine k-te Wurzel von z, d.h. wk = z.
Gibt es auBer w weitere k-te Wurzeln von z?
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Satz
Die Gleichung z" =1, n € N besitzt genau die n Lésungen

¢k = exp (k?) = cos(k2m/n) + isin(k2m/n),

mit k =0,1,...,n— 1, diese werden die n-ten Einheitswurzeln genannt.

o

Beweis. Offensichtlich erfiillen diese n verschiedenen Zahlen die Gleichung
z" = 1. Es gibt keine weiteren Losungen, denn es gilt:

Lemma

Sei p(z) = apz" + ... a1z + agp ein Polynom. Dann hat p héchstens n
verschiedene Nullstellen.

Beweis. Dies gilt, da jedes Polynom durch (z — A) teilbar ist, falls A eine
Nullstelle des Polynoms ist. [
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Folgerung
Fiir 0 # c € C hat die Gleichung z" = ¢ mit n € N genau die n Lésungen

.o+ k2
\VFGXP(’SO—n?T),

dabei ist k =0,...,n—1 und c = rexp(ip) .

Die Existenz einer Lésung von z" = c ist ein Spezialfall des
Fundamentalsatzes der Algebra:
Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jede polynomiale Gleichung mit komplexen Koeffizienten ¢, der Form

1

2"+ ch1Z2" .+ gzt =0

hat mindestens eine komplexe Losung.
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Beweis.
Wir schreiben P(z) = z" + ¢,_1z2" 1 4+ ... + c1z + ¢ und setzen

= inf |P(2)].
w= inf |[P(2)
Fiir |z] = R gilt
IP(2)| > R"(1 - |cp_1|R7 = ... — |@|R™™). (4)

Fiir groBe R strebt die rechte Seite von (4) gegen oo.
Also gibt es ein Ry, so dass |P(z)| > u fiir alle z mit |z| > Ro.

Behauptung (UA)

Analog zu stetigen reellen Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen,
nimmt |P(z)| auf der abgeschlossenen Kreisscheibe um 0 mit Radius Ry
ein Minimum an, d.h. es gibt ein zy mit |z| < Ry, so dass

|P(20)| = p-

v
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Weiter im Beweis.

Wir zeigen nun per Widerspruch, dass . = 0.
Sei also P(zg) # 0. Wir definieren das Polynom @ durch

Q(z) := P(z+ z9)/P(z0)-

Wegen P(zp) = min|P| gilt |Q(z)| > 1 fiir alle z. AuBerdem ist Q(0) =1,
d.h. es gibt ein 1 < k < n so dass

Q(z) =1+ by z* + bk+1zk+1 + ...+ byz"  mit b #0.

Wir betrachten nun die komplexe Zahl —% € S und ihre k-te Wurzel

i k |bk| 1
= U—— eSS
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Weiter im Beweis.

Sei nun r > 0, so dass rk|b;| < 1. Dann gilt

|Q(rei9)| < \1—|—bkrk eik0 |—|—|bk+1rk+1ei(k+1)9|—|—...—|—|b,,r”ei”9|

— 15
=—
=1 — rk(|bk| — rlbist| — ... — r"7¥|by|)
Fiir hinreichend kleines rg ist (|bx| — ro|bxs1| — ... — g ¥|bn]) > 0, und
somit _
|Q(roe)| < 1.

So erhalten wir den Widerspruch zu |Q(z)| > 1 und somit zur Annahme
pn#0.D.h. P(zp) =p=0. O
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Differentialrechnung

Definition (Differenzenquotient)

Sei D CR, f: D — R eine Funktion und x € D.
Die auf D \ {x} definierte Funktion

(O - ()
£ —x

heiBt Differenzenquotient von f an der Stelle x.

§

Definition (Haufungspunkt)

Ein Punkt x € R heiBt Haufungspunkt von D, wenn es eine Folge
xn € D\ {x} = {& € D| # x} gibt, die gegen x konvergiert.

@ Jedes Element in einem (offenen oder abgeschlossenen) Intervall ist
ein Haufungspunkt.

@ Schreiben wir im Folgenden “lim"” meinen wir “ lim ".
§—x §—x, x#E
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Definition (Ableitung)

Sei D C R, f: D — R eine Funktion und x € D ein Hiufungspunkt von
D.

@ Man sagt, dass f in x differenzierbar ist,

wenn der Grenzwert

f'(x) := g|£nx “2 : )f((x)

existiert.
@ Der Grenzwert f'(x) heiBBt Ableitung der Funktion f an der Stelle x.

@ Die Funktion f heiBt differenzierbar, wenn sie in allen Punkten x € D
differenzierbar ist.

e Die Funktion ' : x — f’(x) heiBBt Ableitung von f.
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Differentialquotient und zeitliche Ableitung
@ Nach Leibniz (1646-1716) schreibt man auch

df
dx
statt f'.
@ Nach Newton (1643-1727) schreibt man auch

f

statt f/, wenn f eine Funktion der Zeit ist. Die Zeitvariable heiBt
dann in der Regel t

Die heute benutzte Definition der Ableitung wurde nach Vorarbeiten von
Cauchy schlieBlich von WeierstraB Ende des 19. Jahrhunderts formuliert. 3

*http: //de.wikipedia.org/wiki/Differentialrechnung
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DIEERIEE NI  Geometrische und kinematische Interpretation

Geometrische Interpretation

@ Der Differenzenquotient

f(§) — f(x)
£ —x
ist genau die Steigung der Geraden durch die Punkte (x, f(x)) und

(&, f(€)).
@ Diese Gerade nennt man die Sekante (="die Schneidende™).
@ Wenn f in x differenzierbar ist, dann strebt die Sekante fiir §¢ — x

gegen eine Grenzgerade, die sogenannte Tangente:

@ Die Tangente (="die Beriihrende") an den Graphen von f im Punkt
p = (x, f(x)) ist die Gerade durch p mit Steigung f’(x).
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Kinematische Interpretation

@ Sei | C R ein Intervall und f : | — R eine Funktion.

@ Wir kdnnen t — f(t) als die Bewegung eines Punktes im
eindimensionalen Raum R auffassen.

@ Der Differenzenquotient w ist dann die
Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen ty und t, und der Grenzwert
f'(to) ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt tp.

@ Die Bewegung eines Punktes x(t) := (x1(t), x2(t), x3(t)) im
dreidimensionalen Raum R3 wird entsprechend durch drei Funktionen
xi 'R —R, i=1,2,3, beschrieben.

o Die Geschwindigkeit v(t) zum Zeitpunkt t hat dementsprechend drei
Komponenten:

v(t) = x(t) .= (x1(t), %2(t), x3(t)).

@ Nochmaliges Ableiten liefert die Beschleunigung

a(t) := v(t).
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Beispiele
(i) Fir jede konstante Funktion f : R — R, f(x) = ¢, gilt

c—c
f'(x) = lim =0.
(x) = fim ——
(ii) Fiir jede lineare Funktion f : R — R, f(x) = ax, gilt

f'(x) = lim bz ax _ lim AE=x) _ a.

E—x «5— X E—x f— X
Dasselbe gilt auch fiir jede affine Funktion f(x) := ax + b mit
a,b € R, denn hier ist

b—b
f'(x) = a+ lim =

§—>x§'—x_a'

(iii) Fiir f : R — R, f(x) = x?, gilt
/ T €2_X2_ : (S_X)(£+X)_ - _
f(x)—gll_rg — —£|I_I‘E< Ex —é[m(§+x)—2x.
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Weitere Beispiele

(iv) Fiir f : R*:=R\ {0} = R, f(x) =1

—X,gilt
1 1 x—§
£ T % E 1 1
F(x) = lim &% — | o= lim—=-=
(x) gl—rgﬁ—x §I—T<§—x gl—rgfx X2
(v) Es gilt exp’ = exp: Fiir h:= £ — x gilt
expl —expx  exp(x+ h) —expx exph—1
— — exp X
£ —x h h
und Iimwzl,denn
h—o P
R b
exph—l_1 |ty Sm-l-%-f----
h h 2! 3!
[hf?
§|h|—|—7—|—...:exp(|h|)—1—>0.

h—0
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Beisil
Noch mehr Beispiele

(vi) Es gilt sin’ = cos, denn

sin(x 4+ h) —sinx ~ sinxcos h+ cosxsin h — sin x
h B h
i COSh_l—I—cos sin h
= sinx——— X——
h h '’
und Iim%zo, sowie Iimﬁzl.
h—0 h—0
Das folgt aus:
cosh—1 lh|  |A3 | h|? Ih|
— | = gttt st set -1
sin [hl?  |h[* [A[*  |hf* A
e e L L TH A T

(vii) cos’ = —sin (UA).
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Beispiel (stetig aber nicht differenzierbar)
Die stetige Funktion f(x) := |x|, x € R, ist im Nullpunkt nicht
differenzierbar.
Beweis.
Wir betrachten die beiden Nullfolgen x;7 := % und x, := —1.
Einerseits gilt
F(xt) — f 1
jim ) ZFO)
n—o0 xn, —0 n—o0 =
und andererseits
fxy)—f .
jim TC0) =0 h g
n— o0 xp, —0 n—oo — -
Also ist f in 0 nicht differenzierbar. [
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DITIENIREIEL -8  Affine Approximation

Satz (Differenzierbare Funktionen sind stetig)
Sei f : D — R in a € D C R differenzierbar. Dann ist f in a stetig. J

Beweis. Es gilt

f(x)— f(a)

X —a

Ix —a| — |f'(a)] - lim |[x —a] =0
X—a X—a

760~ Fla)l =

D.h. lim f(x) = f(a) und damit ist f stetig. O

X—a
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Affine Approximation
Satz (Affine Approximation)

Sei f: D — R einein a € D C R differenzierbare Funktion und h: D — R
die affine Funktion h(x) := f(a) + f’(a)(x — a). Dann gilt

jim )= AC)
X—a X —a )
Beweis. "0)=htd — fI=fa) _ ¢15) o O

Beispiel:
Die Wurzelfunktion f : x — /x fiir n € N ist nicht differenzierbar in 0:
@ Wir nehmen an, f ist differenzierbar in 0 mit /(0) als Ableitung.
@ Dann wére h(x) = f’(0)x und somit
/x — f' 1

X y xn—1

@ Das ist unbeschrankt fiir x — 0, was im Widerspruch zum Satz steht.

v
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DITIENIREIEL -8  Affine Approximation

Umgekehrt gilt:

Satz

Sei f : D — R eine Funktion, a € D ein Haufungspunkt von D und
h(x) = c(x — a) + f(a) eine affine Funktion mit c € R, so dass

(+) lim Aeg) = e

X—a X —a

= 0.

Dann ist f in a differenzierbar, und h(x) = f(a) + f'(a)(x — a).

Beweis. Es gilt:

o= i, V=1 _ gy (T )y (F=10)
X—a X — a X—a X —a X—a X — a
d.h. f differenzierbar in a mit f'(a) = c. o
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Definition (Affine Approximation/lineare Approximation)
Seif: D — R in a & D differenzierbar, D C R.
e Die affine Funktion h(x) = f(a) + f'(a)(x — a) heiBt affine
Approximation von f in a.
@ Manchmal spricht man auch von linearer Approximation.
@ R(a,x):= f(x) — h(x) = f(x) — f'(a)(x — a) — f(a) heiBt Restglied.
Fiir x — a geht das Restglied schneller gegen 0 als x — a.
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Satz (Ableitungsregeln)

Die Funktionen f,g : D — R seien in a € D C R differenzierbar. Dann
gilt:

(i) Sind \ und . reelle Zahlen, dann ist die Funktion
A-f+u-g:D — Ristin a differenzierbar und

A-f+u-g)a)=X-f'(a)+u-g'(a). (Linearitit)
(ii) Die Funktion f - g : D — R ist in a differenzierbar und
(fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). (Leibnizregel/Produktregel)

(iii) Wenn g(D) C R*, dann ist die Funktion é :D—Rina
differenzierbar und

(i)’ () = [(282) — ()8 (2)

. (Quotientenregel)
g g(a)?

v
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Beweis.
(i)

(A + pg)(a+ h) — (Af + pg)(a)

h

_flat h/)7 —fla)  gla+ hlz —&(a) - f(a) )
(ii)

(fg)(a+ h) — (fg)(a)

h
_ f(a+ h)g(a+ h) — f(a)g(a+ h) N f(a)g(a+ h) — f(a)g(a)
h h
_ f(a+ hlz — f(a)g(a )+ f(a)g(a + hl)7 —g(a)

—; '(a)g(a) + f(a)g'(2)
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Weiter im Beweis.
(iii) Wir betrachten zunichst den Spezialfall f = 1:

1 1
glath)  g(a) _ g(a) —gla+h)
h hg(a+ h)g(a)
. /
_glath)—g(a) 1 ~g'(a) (h— 0).
. h _ gla+h)g(a) n—o g(a)?
'@ —1/g(a)?

d.h. (é)’(a) = —gégé)’g. Mit (i) erhalten wir dann fiir beliebiges f:

(0= (=50 ()
_ f'(a)g(a)  f(a)g'(a)
g(a)? g(a)®

181359

DHTENIEEIEL I8  Ableitungsregeln

Beispiele

(i) Eine einfache Induktion mit Hilfe der Produktregel (ii) ergibt

n—1

(x") = nx fir alle neN.

(i) Die Regel (1/g) = —g'/g? mit g(x) = x" liefert dann

n—1
nx n—1

(x™ ") = - il (x #0) fiiralle neN.

(iii) Die Quotientenregel liefert

, sin’cos—sincos’  cos? + sin? 1 )
tan’ = 5 = 5 = —> =1+tan”.
cos cos cos
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DIEERIEE NI a  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f : [a, b] — R eine stetige streng monotone Funktion und

g =f1:[c,d] — R sei die zugehérige Umkehrfunktion.

Wenn f in x € [a, b] differenzierbar ist und f'(x) # 0, dann ist g in
y = f(x) differenzierbar und

,( )_ 1 B 1
EVITE) T Flely)

Beweis. Sei y, € [c,d] \ {y} eine Folge, die gegen y konvergiert.
Da g stetig ist, konvergiert die Folge x, := g(yn) € [a, b] \ {x} gegen

x = g(y).
Somit
i 800 —8WY) _ o Xe—x 1
n—oo  yp—y n—oo f(xp) = f(x)  f'(x)’
d.h. g'(y) =1/f'(x). ]
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Bemerkung

Wenn im obigen Satz f iiberall differenzierbar ist und f’(x) # 0 fiir alle

x € [a, b], so erhalten wir fiir die Ableitung der Umkehrfunktion
g =f"1:[c,d] — R die Regel

, 1
=g

g
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Beispiele
M) =—r =+ 1o

exp/(Inx)  exp(Inx)  x

(if) arcsin = (sin |[_x =)~" : [-1,1] — R hat fiir x € (—1,1) die
Ableitung

1 1 1
arcsin’(x) = =

sin(arcsinx) _ cos(arcsinx) /1 — x2’
./ . D
denn cos = /1 —sin® auf [, 7].

(iii) Ebenso hat arccos = (cos g 1)~ " : [-1,1] — R fiir x € (—1,1) die
Ableitung

1
V1—x2
1 1 1
I t ! = = =
(iv) arctan’(x) tan’(arctanx) 1+ (tan(arctanx))? 14 x?’
denn tan’ = 1 + tan2.

arccos'(x) = —
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Satz (Kettenregel)

Sei f : D — R an der Stelle x € D C R differenzierbar, f(D) C E C R und
g : E — R an der Stelle y := f(x) differenzierbar.
Dann ist go f : D — R an der Stelle x differenzierbar und

(g o f)(x) = g'(f(x)f'(x).
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DIEERIEE NI a  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Beweis. Sei x fixiert und y = f(x). Wir betrachten die folgende Funktion

h: E — R

sV flls peE\{y}
U PN
g/(y)7 falls n=y.

D.h. h ist die stetige Fortsetzung des Differenzenquotienten von g in
y = f(x). Fir alle n € E gilt dann

g(n) —g(y) = h(n)(n —y). (5)

Sei nun £ € D\ {x} beliebig und n = f(£). Aus (5) folgt dann:

(gof)(§) —(gof)x) _ f(&) — f(x)
£ x A e
o hFOF() = g (Fx)F(x)
O
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Beispiele

(i) Sei f: R — R differenzierbar, a,b € R und g : R — R definiert durch
g(x) := f(ax + b).

Dann ist g differenzierbar und
g'(x) = af'(ax + b).

(i) Sei f: Ry — R, f(x) = x%, wobei o € R.
Dann ist
f'(x) = ax® 1,

denn aus f(x) = exp(aIn x) folgt mit der Kettenregel

f'(x) = exp’(aln x)(aIn x)" = exp(aIn x)g = ax®71,
N—— X

XOé

188/ 359



Differentialrechnung Lokale Extrema

Definition (Lokale Extrema)
Sei f : D — R eine Funktion und z € D C R.

@ Man sagt, dass f in z ein lokales Maximum (bzw. ein lokales
Minimum) annimmt, falls es € > 0 gibt, derart dass

f(z) 2 £(¢) (bzw. f(z) < f(())

fiir alle € D mit |z — (| < e.

@ Im Gegensatz dazu bezeichnet man max f und min f als globales
Minimum bzw. Maximum.

e Statt von (lokalen bzw. globalen) Minima und Maxima spricht man
auch von (lokalen bzw. globalen) Extrema.

@ Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusatzlich

f(¢) # f(z) firalle € D\ {z} mit |z — (| <e.

189 / 359

Differentialrechnung Lokale Extrema

Satz

Die Funktion f : (a, b) — R sei an der Stelle x € (a, b) differenzierbar und
nehme dort ein lokales Extremum an. Dann gilt f'(x) = 0.

Beweis.

Wir nehmen z.B. an, dass ein lokales Maximum vorliegt.

Dann gibt es € > 0, so dass f(x) — (&) > 0 fiir alle £ mit [x — &| < e.

Schreibt man “lim” fir “ lim " und “lim” fur “ lim ", dann ist
£/ x §—x,E<x EN\X §—x,E>x

F(x) = tim =) 5

und ebenso

d.h. f/(x) = 0. O
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S N | okale Extrema

Beispiele

(i) Achtung: f’(x) = 0 ist nur notwendig, aber nicht hinreichend fiir die
Existenz eines lokalen Extremums.

Die Funktion f : R — R, f(x) = x3 erfiillt f’(0) = 0, hat aber an der
Stelle O kein lokales Extremum.

(i) Die Funktion f : R — R, F(x) = (x +2)(x + 1)x2
f(x) = (x 4+ 2)(x + 1)x?, ist nach oben | | T
unbeschrankt (sup f = 4+00) und hat daher
kein (globales) Maximum.

Sie nimmt ihr (globales) Minimum min f an
einer Stelle a € (—2,—1) an. e
Sie hat zwei weitere lokale Extrema: ein \
lokales Maximum an einer Stelle b € (—=1,0) | |
und ein lokales Minimum bei O.

UA: Berechnen Sie a, b und min f = f(a).

(iii) Die Funktion f : [-1,2] — R, f(x) = x?, nimmt an der Stelle 0 ihr
Minimum minf = 0, an der Stelle 2 ihr Maximum maxf = 4 und an
der Stelle —1 ein lokales Maximum an.

/
|
I
/
/
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz (Satz von Rolle)
Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b).
Falls f auf (a, b) differenzierbar ist, so existiert £ € (a, b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Falls f konstant ist, so gilt f = 0 und der Satz ist erfiillt.

Falls f nicht konstant ist, so existiert x € (a, b) mit f(x) > f(a) = f(b)
oder f(x) < f(a) = f(b).

Im ersten Fall existiert £ € (a, b) mit f(£) = max f, im zweiten Fall
¢ € (a,b) mit f(§) = minf.

In beiden Fillen ist /(&) = 0. O
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz (Mittelwertsatz)

Sei f : [a, b] — R eine stetige, auf (a, b) differenzierbare Funktion.
Dann existiert £ € (a, b) mit

f(b) — £(2)

r(e) = 20—

Beweis.
Wir betrachten die Hilfsfunktion g : [a, b] — R,

g erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, insbesondere
g(a) = g(b) = f(a).

. . . f(b)—f(a
Somit existiert £ € (a,b) mit 0 = g'(&) = /(&) — %.

[l
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Folgerung (Schrankensatz)
Unter den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes (MWS) gelte zusatzlich

m< (&) <M fiiralle &€ (a,b). (6)

Dann gilt

m(y —x) < f(y) — f(x) < M(y — x) (7)

fiir alle x,y € [a,b] mit x < y.

Beweis.
Fiir x = y ist nichts zu zeigen. Fiir x < y gibt es nach dem MWS ein
¢ € (x,y) mit £(&) = F=ft),

y—X
Multiplikation der Ungleichung (6) mit y — x > 0 ergibt dann (7).
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Folgerung

Sei f : [a, b] — R stetig, auf (a, b) differenzierbar und f'(x) = 0 fiir alle
x € (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis.
@ Die Funktion erfiillt die Voraussetzungen des Schrankensatzes mit
m= M =0.
e Also f(y) = f(x) fir alle x,y € [a,b] mit x <y, d.h. f =const. [

Bemerkung

@ Dieser Satz ist sehr hilfreich beim Studium der Eindeutigkeit von
Losungen von Differentialgleichungen (Dgl.) bei gegebenen
Anfangsbedingungen.

o Er besagt, dass die Differentialgleichung f' = 0 genau eine Ldsung
mit der Anfangsbedingung f(xg) = ¢ hat, namlich die konstante
Funktion f = c. (Hierbei ist xg € [a, b] und ¢ € R.)

v
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz (Charakterisierung von exp durch eine Differentialgleichung)
Seic € R und f : R — R eine Lésung der Differentialgleichung

fl=c-f. (8)

Dann gilt f(x) = £(0) - e (fiir alle x € R).

Beweis. Wir betrachten die differenzierbare Funktion g : R — R,
g(x) = f(x)e <.
Ableiten liefert:

g/(X) — f/(X)e_CX+f(X) (e—cx)/ _ f’(X)e_CX—C- f(X)e_CX (i)

Somit g = const = g(0) = f(0), d.h. f(x) = g(x)e™ = f(0)e. O
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Grenzwertbestimmung nach L'Hospital
Grenzwertbestimmung nach L'Hospital /Bernoulli

Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)

Seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen, die differenzierbar auf (a, b)
sind. Ist g’(x) # 0O fiir alle x € (a, b), so existiert ein xy € (a, b) mit

f(a) — f(b) _ f'(x0)
g(a) —g(b) g'(x0)

Beweis. UA H

Folgerung (Regel von L'Hospital)
Seien f, g : (a,b) — R differenzierbar mit lim f(x) = Ii{n g(x) = 0.

x\,a
/ f f
Falls Iim P00 existiert, so gilt lim o) _ lim (x)
2 &'(X) ag(x)  xlag/(x)

Dieselbe Aussage gilt fiir be und damit fiir beidseitige Grenzwerte.
X

v
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Beweis der L'Hospital'schen Regel

Da nach Voraussetzung der Grenzwert I|m /,E ; existiert, gilt g’(x) #0

fiir alle x € (a, b). Sei nun x € (a, b). Man definiert dann

0, falls ¢ = a
(&), falls £ € (a, x)

und & genauso. f und g erfiillen dann die Voraussetzungen des
verallgemeinerten Mittelwertsatzes, und man findet ein t € (a, x) mit

f(x) _ F(x)—F(a) _ (1)

glx) &(x)—&(a) g'(t)
Ist nun x, eine Folge mit x, ~\, a, so gilt auch fiir die Folge der
Zwischenwerte t, \, a und damit

o [a,x] — R, ?(f):{

= |im F'(tn) = |lim fi(x)
n—co g(xn) n—oo g'(tn)  x\ag'(x)’

]
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DIEEREEIS NI  Grenzwertbestimmung nach L'Hospital

Beispiele
sin x COS X 1 — cosx sin x 1
i) Im —— = |Iim =1. ) hm ———— = Im — = —.
()x—>0 X x—0 1 ( )X—>O X2 x—0 2Xx 2
Bemerkung

f f!
Analog erhalt man, dass |im ﬁ = |im (x)

x—00 g(x)  x—o0 g'(x)
@ f und g differenzierbar sind fiir hinreichend groBe x,

, falls

o lim g(x)= lim f(x) =00 oder lim f(x)= lim g(x) =0,

X— 00 X— 00 X—00 X—00
. f/(X) ..

@ lim existiert.

x—s00 &' (X)

o
.. Inx : 1/x : 1 .
@ Beispiel: lim — = Iim / = lim —— =0 fir a > 0.
x—00 X% x—o00 qx1 x—00 X%

o f(x) . . f(x) .
@ Achtung: lim == kann existieren, auch wenn lim —7=% nicht existiert.
g(x) g'(x)

Bsp.: Fiir f(x) =sinx + 2x, g(x) = cosx + 2x ist lim F(x)
x—00 &'(X)
. . . f(x) | sin x—cos x| __
unbestimmt divergent, aber Xh_r)noo 20) = Xll_r)noo(l + 50 )=1.
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Differentialrechnung Monotonie und Ableitung

Satz (Monotonie und Ableitung)
Sei f : [a, b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar.
(i) Falls f'(x) > 0 (bzw. f'(x) > 0) fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b]
monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend).
(ii) Falls f'(x) <0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b]
monoton fallend (bzw. streng monoton fallend).

(iii) Umgekehrt gilt: f monoton wachsend (bzw. monoton fallend)
impliziert f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € (a, b).

Bemerkung

@ Aus dem streng monotonen Wachstum von f folgt nur f/ > 0 und
nicht die strikte Ungleichung.

@ Beispielsweise ist die Funktion f(x) = x> streng monoton wachsend,
aber (0) = 0.
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Differentialrechnung Monotonie und Ableitung

Beweis des Satzes:

(i-ii) Wir betrachten z.B. den Fall f > 0 auf (a, b) und zeigen, dass f
streng monoton wachsend ist.
Ware f nicht streng monoton wachsend, so gibees a < x <y <b
mit f(x) > f(y).
Wg. des MWS gibt es dann £ € (x, y) mit

_ fly) — F(x)
y — X

f(€)

<0,

im Widerspruch zur Annahme f’ > 0 auf (a, b).

(iii) Fir die Umkehrung nehmen wir z.B. an, dass f monoton wachsend
Ist.
Dann gilt fiir alle x € (a, b):

ENX 5— X o
[
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Monotonie und Ableitung

Folgerung (lokale Extrema)
Sei f : (a, b) — R differenzierbar, x € (a, b) und € > 0 derart, dass
x € (a+¢,b—¢). Es gelte weiterhin

fi(§) <0 (bzw. >0 (9)
fiir alle € € (x —e,x) und

f'(§) >0 (bzw. <0) (10)

fiir alle & € (x,x + ¢€).
Dann hat f ein lokales Minimum (bzw. Maximum) an der Stelle x.

Ersetzt man die Ungleichungen (9) und (10) durch strikte Ungleichungen,
f'(&£) <0 (bzw. > 0) usw., so folgt, dass das lokale Extremum isoliert ist.

v

Beweis. Aus (9) und (10) folgt, dass f auf [x — &, x] monoton fallend
(bzw. wachsend) und auf [x, x + €] monoton wachsend (bzw. fallend) ist.

Also hat f an der Stelle x ein lokales Minimum (bzw. Maximum). [
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Differentialrechnung Hoéhere Ableitungen
Beispiele:

0 x=0

x?sin(1/x) x#0

ist differenzierbar, da f/(0) = lim,_ xsin(1/x) = 0 (vgl. UA)

und fiir x # 0 die Ableitung f'(x) = 2xsin(1/x) — 2 cos(1/x) ist.
Weil der Grenzwert limy,_,g f'(x) nicht existiert, ist f'(x) nicht stetig]
Man sagt, f ist nicht stetig-differenzierbar.

graph(f) =

(i) Die stetige Funktion f(x) = {

—

-0,056 -0,048 " o &‘ -0,024 -0,016 -0,008 0 0,008 0.016 0,024 0. 0. " 0,048 1056

(ii) Es gibt stetige aber nirgendwo differenzierbare Funktionen, z.B. die

WeierstraB-Funktion f(x) = > %&2%)

n=1
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Differentialrechnung Hoéhere Ableitungen

Definition (Hohere Ableitungen)

Eine differenzierbare Funktion f heiBt zweimal differenzierbar, wenn f’
differenzierbar ist.

Die Ableitung f" := (f')’ von f' heiBt zweite Ableitung von f.

Allgemein definiert man rekursiv {0 := f und fiir alle k € N die k-te
Ableitung %) von f als

FU) .= (F(=1)y
falls £(k=1) existiert und differenzierbar ist. Man sagt dann, dass f k-mal

differenzierbar ist.
Falls zusztzlich £(K) stetig ist, so heiBBt f k-mal stetig differenzierbar.

Bemerkung. Jede k-mal differenzierbare Funktion ist (k-1)-mal stetig
differenzierbar (k € N).
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Differentialrechnung Hoéhere Ableitungen

Satz (Zweite Ableitung und isolierte lokale Extrema)

Sei f : (a, b) — R zweimal differenzierbar und x € (a, b), derart dass
f'(x) =0 und f"(x) > 0 (bzw. f"(x) < 0).

Dann hat f ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum) an der Stelle
X.

Beweis.
Wir betrachten z.B. den Fall f”(x) > 0.
Wegen
. f(§) — F'(x)
0 < f’(x) = lim
(x) = fim  x

gibt es € > 0, so dass % > 0 fiir alle £ mit |x — &| < e.
Also gilt dass /(&) < f’(x) = 0 fiir alle £ € (x — €, x) und

f'(€) > f'(x) = 0 fiir alle £ € (x,x +¢).

Wir folgern, dass f an der Stelle x ein isoliertes lokales Mininimum hat. [
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Differentialrechnung Hoéhere Ableitungen

Beispiele

(i) Fiir f : R — R, f(x) = x2, gilt f(0) = 0 und f”(0) =2 > 0. Also hat
f an der Stelle 0 ein isoliertes lokales Minimum. Das ist auch das
globale Minimum der Funktion.

(i) Fiir f(x) = x3 ist auch f”(0) = 0 und x ist auch kein lokales
Extremum.

(iii) Die Bedingung f”(x) # 0 ist hinreichend fiir die Existenz eines lokalen
Extremums aber nicht notwendig :
Die Funktion f : R — R, f(x) = x*, hat ebenfalls an der Stelle 0 ihr
(isoliertes) globales Minimum. In diesem Fall gilt jedoch ”(0) = 0.
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Hshere Ableitungen
Konvexe Funktionen
@ Sei f: | :=[a, b] — R eine Funktion, a < x; < x» < b, und

X2 — X

F(x0) X—x1 _ f(xe) — f(Xl)X—l— f(x1)xe — f(x2)x1

X2 — X1 X2 — X1 X2 — X1

die Sekante durch (x1, f(x1)) und (x2, f(x2)).

@ f heiBt konvex, wenn fiir alle x;, x> € [ mit x; < x> und alle
x € (x1,x2) gilt, dass f(x) < s(x).

@ Diese Bedingung ist dquivalent zu

o) o= Fba )

f((1—t)x + tx) < (1 —1t)f(xy) + tf(xe) fiiralle t e (0,1).

(Setze t := Z=F, dann 1 —t = 2= und (1 — t)x1 + txp = x.)

X1
@ Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f : | — R gilt dann:

fist konvex <= f"(x)>0 Vxel.

(Beweis: siehe z.B. Forster) 207 / 358

DITENIREECO -8 Taylor-Entwicklung

Theorem (Taylor-Entwicklung)

Es sei f : [a, b] — R eine k-mal differenzierbare Funktion.
Zu xg € |a, b] definieren wir das Polynom

f'//(XO)

Ti1(x) = f(x0)+ f'(x0)(x — x0) + BI (x — xo)2
(k=1)( x
— - f(kf(l)?)(x — gL

Dann gibt es zu jedem x € [a, b] ein & zwischen xy und x, so dass

F(€)

f(X) = Tk_l(X) + P

(x — xo).

Bemerkung: Fiir k = 1 entspricht der Satz gerade dem Mittelwertsatz.
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Taylor-Entwicklung
Beweis. Es sei x € [a, b] und M bestimmt durch
f(x) = Ti—1(x) + M(x — xo)*.
Wir definieren nun eine Funktion g : [a, b] — R mittels
g(t) = F(£) = Tea(t) — M(t — x0)*
Damit gilt dann fiir t € [a, b], dass
gk (1) = R (1) — kIM.
Wir miissen also die Existenz eines ¢ zwischen xg und x mit g()(£) =0

nachweisen, denn dann gilt M = (K (&) /k!.
Zunichst gilt T;Ez)l(xo) = f(")(x) fiir n=0,...,k—1, und damit

0=g(x) =¢g'(x)=...=g* V(x).

Per Konstruktion ist aber auch 0 = g(x). Nach dem Satz von Rolle gibt
es also ein x; zwischen xp und x mit g’(x;) = 0.

Somit gibt es wiederum ein x» zwischen xp und x; mit g’(x2) = 0.

So fortfahrend erhalten wir x3, ..., x,x_1 und folgern so die Existenz des
gesuchten & = xy. [
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DITENIREECO -8 Taylor-Entwicklung

Bemerkung

@ Der Satz besagt, dass eine k-mal differenzierbare Funktion durch ein
Polynom vom Grad k approximiert werden kann, und der dabei
auftretende Fehler von der k-ten Ableitung abhangt.

f(klz!(g) (x — x0)* bezeichnet man als Lagrangesches Restglied.

@ Ist f unendlich oft differenzierbar, so bezeichnet man

20 £(K)(x
),y = Zf k(l 0)(X—x0)k = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + ...
k=0 )

als Taylor-Reihe oder Taylor-Entwicklung von f an der Stelle xg.
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DITENREECO -8 Taylor-Entwicklung
Beispiele

@ Die Taylor-Reihe kann divergent sein fiir ein x # xp.
Beispiel: Betrachte die Taylorentwicklung von f(x) = In(x 4+ 1) an der
. _1\k—1(p _
Stelle x = 0. Es ist f'(x) = XLH und F(F)(x) = ( 1)(X+1()kk L)
Damit ist die Taylorreihe an x = 0 gegeben durch

) A
In(x + 1)|x=0 = Z X
k=1

Diese Reihe ist konvergent fiir —1 < x < 1 und divergent fiir x > 1.
@ Ist die Taylorreihe konvergent, muss sie nicht gegen f(x)

konvergieren. Z.B.:
0 <0
f(x) = N
exp(—1/x) x>0.

hat keine gegen f konvergierende Taylor-Entwicklung in x = 0, da
(" (0) = 0 fiir alle n € N.

o Uberall konvergente Taylorentwicklung: sin(x) 0 kT 1)!
X= —0 '

(NSO  Treppenfunktionen

Integralrechnung

Definition (Treppenfunktion)

Eine Funktion ¢ : [a, b] — R heiBt Treppenfunktion, wenn es eine
Unterteilung Z - a = xp < x1 < --- < x, = b des Intervalls [a, b] gibt, so
dass ¢ auf jedem der Teilintervalle (xj_1, x;) konstant ist, i = 1,2,...,n.

v

Bemerkung (UA)
Seien ¢, v : [a, b] — R Treppenfunktionen. Dann sind ¢ + % und
@ : [a, b] — R Treppenfunktionen.
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NSO -8  Treppenfunktionen

Definition (Integral einer Treppenfunktion)

Sei ¢ : [a, b] — R eine Treppenfunktion und a=xp < x3 < -+ < x, = Db
eine Unterteilung des Intervalls [a, b], so dass |, , «) = ci = const,
I=1,2,...,n.

Man definiert dann

b n
/ o(x)dx = Z ci(xi — xi—1)-
a i=1

Bemerkung (OA).
Uberlegen Sie sich, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Unterteilung abhingt und dass fiir alle ¢ € (a, b)

/ab o(x)dx = /ac o(x)dx + /Cb @(x)dx.
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(NSO  Treppenfunktionen

Geometrische Interpretation

Sei F das zwischen der x-Achse und dem Graphen der Funktion ¢ liegende
Gebiet.

F ist eine endliche Vereinigung von Rechtecken. Sei A(F) der
Flacheninhalt von F. Wenn ¢ > 0, so ist fab o(x)dx = A(F) > 0.

Wenn ¢ <0, so ist fab o(x)dx = —A(F) <0.

D.h. die Flache oberhalb der x-Achse tragt positiv, die unterhalb der
x-Achse negativ zum Integral bei.
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Treppenfunktionen
Satz (Linearitdt und Monotonie des Integrals)
Es seien p,v : [a,b] — R Treppenfunktionen und X\ € R. Dann gilt:
) S (@ + ) (x)dx = f (<) + [, (x)dx
(il) [7(0)(x)dx = A [, p(x)dx.
(ii1) o <9 => [} @(x)dx < fa h(x)dx.

Beweis. Sei a = xp < x1 < --+ < X, = b eine Unterteilung, so dass
©l(x_1.5) = G und Y| | .y = di. Damit erhalten wir (i):

n

b
[ o = 3G+ d)0 - xi)
a i=1

— Z C,'(X,' — X,'_1) + Z di(Xi - Xi—l)
i=1

i=1

- /ab cp(x)dx—k/ab@b(x)dx

Treppenfunkiionen
Weiter im Beweis:

(i)
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n

b
[ Goex = 3 (a)tn - xi0)

i=1
b
= )\Zc, — Xji_1) = )\/ o(x)dx.
a

(iii) Aus ¢ < folgt ¢; < d; fiir alle i € {1,2,...,n}. Damit ist dann

b n
/ p(x)dx = Zc,-(x,-—x,-_l)
n b
di(xi — xj—1) = P(x)dx

IA

]
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Integralrechnung Ober- und Unterintegral

Definition (Ober- und Unterintegral)

Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion. Das Oberintegral von f ist
die Zahl

/:b f(x)dx := inf {/ab o(x)dx

Das Unterintegral von f ist die Zahl

/*jf(x)dx := sup {/ab o(x)dx

Bemerkungen (UA)
° f*:f(x)dx < fa*bf(x)dx.
o f*Sgp(x)dx = fa*bgp(x)dx = fab @(x)dx fiir jede Treppenfkt.

@ Treppenfkt. mit o > f} :

@ Treppenfkt. mit ¢ < f} :
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[SEIES NI Ober- und Unterintegral

Beispiel
Sei f : [0,1] — R definiert durch
F(x) = {1, wenn x € Q
0, sonst.

Dann gilt

1 x1
/ f(x)dx =0 und / f(x)dx = 1.
* 0

0
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A8 Ober- und Unterintegral

Satz (Eigenschaften des Ober- und Unterintegrals)

Es seien f, g : [a.b] — R beschrankte Funktionen. Dann gilt:
() [f(F+e)< ["f+["g

(i) [“(Mf) =X ["f fiir alle A > 0,

(i) (F+e)= [,f+].&

(iv) [L(Af)= X[ f fiir alle \ >0,

(v) [TONF)=X[_fund [[(Af)=\["F fiir alle A <O.
(Hierbei ist [* f = fa*bf(x)dx, usw.)

Beweis. Fiir jede Teilmenge D C R gilt sup D = — inf(—D), wobei
—D :={—x|x € D}.

Insbesondere gilt [ f = — [7(—F).

(iii)—(v) folgt damit aus (i) und (ii).
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(A8 Ober- und Unterintegral

Weiter im Beweis:

Wir beweisen nun (i) und (if).

(i) Wir zeigen ["(f+g)< ["f+ [Tg:
[*(f + g) = inf{ [ &|¢ > f + g Treppenfkt.}
<inf{[&lE=¢p+1,0>F, 1) > g Treppenfktn.}
= inf{[ o+ [¢]p > f,¢) > g Treppenfktn.}
= inf{ [ ¢|¢ > f Treppenfkt.} + inf{ [ ¢|¢) > g Treppenfkt.}
=["f+["g

(i) Wir zeigen [*(Af) =X ["f fiir A > 0:
[*(Af) = inf{[ | > Af Treppenfkt.}
= inf{ [ ¢|;¢ > f Treppenfkt.}
= inf{\ [ Y1) > f Treppenfkt.}
= Xinf{ [ | > f Treppenfkt.} = A [* f.

[l
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Definition (Integrierbare Funktion)

Eine beschrinkte Funktion f : [a, b] — R heiBt integrierbar (genauer:
Riemann-integrierbar), wenn

/a *bf(x)dx — / bf(x)dx.

Man definiert dann das Integral von f als

b * b b
/ f(x)dx ::/ f(x)dX:/ f(x)dx.
Notation.

Wir setzen f; — —fab und faa = 0.
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Satz (Linearitdt und Monotonie des Integrals)

Es seien f, g : [a, b] — R integrierbar und A € R. Dann sind f + g und \f
integrierbar und es gilt:

) JJ(F+8)(x)dx =[] F(x)dx + [, g(x)dx,
(i) [P(AF)(x)dx = A [P F(x)dx und
(iii) f<g= [Cf(x)dx < [P g(x)dx

Beweis.
(i) Aus
[eras [refe = [re]s
- [r+[e < [eros [tro)
folgt

[ro=[t+o= [+ e
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Weiter im Beweis:
(i) Fir A > 0 gilt

/*(Af):)\/*f:A/f:)\/*f:/*()\f).

Fiir A < 0 gilt

/*()\f):)\/*f:)\/f:)\/*f:/*()\f).

In beiden Fallen ist also Af integrierbar und

/()\f) - )\/f.
(iii) Aus f < g folgern wir

/f: /f = sup{/gp]gp < f Treppenfkt.}

Ssup{/ap|g0§g Treppenfkt.} = /g = /g.
[
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Integrierbare Funktionen
Bemerkungen (UA)

(i) Sei a< b < c. Dann ist f : [a,c] — R integrierbar genau dann, wenn
flia,p) und f|[ ¢ integrierbar sind.

c b c
[
a a b
(ii) Positiv- und Negativteil 1 : [a, b] — R4 U {0} einer Fkt.

f :[a, b] — R sind definiert als fi(x) := max{f(x),0} bzw.
f—_(x) := —min{f(x),0}, x € [a, b].

Es gilt: f integrierbar = f,, f_ und |f| integrierbar.

Es gilt dann

(iii) Aus der Monotonie des Integrals folgt

b b
[
a a

fiir jede integrierbare Funktion f.

v
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Theorem (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)
Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar. J

Beweis.

@ Es geniigt zu zeigen, dass es fiir alle € > 0 Treppenfunktionen
o, :[a,b] > Rgibt mit o <f <¢und [¢p— [p<e.
@ Dazu benutzen wir folgenden Hilfssatz:

Lemma
Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist gleichmaBig stetig, d.h.

Fiir alle € > 0 existiert § > 0, so dass |f(x) — f(y)| < e fiir alle
x,y € [a, b] mit |x — y| < 9.

Beispiel

Die Funktion f : R — R, f(x) = x2 ist nicht gleichmiBig stetig, ihre
Einschrankung auf ein abgeschlossenes Intervall [a, b] schon.

o
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Beweis des Lemmas.

@ Wir nehmen an, f sei nicht gleichmaBig stetig und fiihren das zum
Widerspruch.

@ Wir nehmen also an, es gibt € > 0 und Folgen x,, y, € [a, b] mit
1
X0 — Yn| < n und |f(xn) — f(yn)| > €.

e Nach Bolzano-WeierstraB existiert eine Teilfolge (x, )ken, die gegen
¢ € [a, b] konvergiert.

o Wegen lim,_o |xn — yn| = 0 gilt auch limy_,o yn, = £.

@ Die Stetigkeit von f liefert dann

lim f(xn,)=f(() = k“_)moo f(Yny )

k—o0

e im Widerspruch zu |f(x,) — f(yn)| > € fiir alle n € N. ]
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Beweis des Theorems

@ Zu n € N betrachten wir die dquidistante Unterteilung
_ (b—a) .
xi=a+i—=, 1=0,1,...,n
Mit wachsendem n werden diese Unterteilungen immer feiner.
o Wir setzen ¢; := minf|,. | .y und d; := maxf,. | ..
@ Nach dem Lemma gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so dass

€
d—c¢ <
1 1 b—a

firalle n> N undalle i =1,...n.

@ Wir definieren nun zwei Treppenfunktionen
Ol 1) =6 und Pl oy =di, i=1,....n
und ¢(b) := ¥(b) := f(b).
e Offenbar gilt dann ¢ < f <) und

/ab¢(x)dx /abs&(x)dx: Z(d" _obmr Lo
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Integralrechnung Riemannsche Summen

Ubungsaufgabe

Jede monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Definition (Riemannsche Summe)

Sei f : [a, b] — R eine Funktion,
@ a=xp < x3 <---<xp,= b eine Unterteilung des Intervalls [a, b] und
@ & € [xj_1, x;] beliebige Zahlen in diesen Teilintervallen.

Die zugehérige Riemannsche Summe ist die Zahl

Z (&) (xi — xi—1).

Die &; heiBen Stiitzstellen.

Bemerkung

Die Riemannsche Summe kann aufgefasst werden als das Integral einer
Treppenfunktion.
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Integralrechnung Riemannsche Summen

Satz (Approximation durch Riemannsche Summen)

Fiir jede stetige Funktion f : [a, b] — R approximiert die Riemannsche
Summe in folgendem Sinne das Integral:

Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass

b n
/ Fx)dx — 37 F(E) (i — xi1)| <€
a i=1

fiir jede Riemannsche Summe mit 1r2a<>< (x; — xj—1) < 9.
n

Bemerkung

Der Satz gilt sogar fiir beliebige (Riemann-) integrierbare Funktionen
f:[a,b] — R, vgl. Forster.
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Integralrechnung Riemannsche Summen
Beweis.

@ Wegen der (gleichmaBigen) Stetigkeit von f : [a, b] — R gibt es zu
jedem € > 0 ein 6 > 0, so daB

1f(x) = fly)l < bia fir alle |[x — y| < 6.

@ Fiir Riemannsche Summen mit 1max (x;i — xj—1) < ¢ gilt dann:
<i<n

f(x) — f(&)| < 5= fiir alle x € [x;i_1, x;].

@ Damit erhalten wir

/a dx—fo, — Xj_1)

(F(x) — (&)

Xi—1

Z/Xll\f(x f(&) \dx<z — Xj_1) a—a.

[

230/ 359



Integralrechnung Riemannsche Summen

. b

Beispiel: Berechnung des Integrals fo xdx
@ Wahlen aquidistante Unterteilung x; := %, i=1,...n.
@ Waihlen Stiitzstellen &; := x;.

@ Die zugehorige Riemannsche Summe ist dann gegeben als

"ibb b2 I
D DL
=1 i=1
b2 2
_ b% n(n+1) _ b* 1_|_1 |
n? 2 2 n

. b . .
@ Also erhilt man fo xdx als Grenzwert der Riemannschen Summe fiir

n — oo: i ,
b

/ xdx = —.

0 2

Dies ist die Flache des gleichschenkligen Dreiecks unter dem Graphen
von f(x) = x.
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Integralrechnung Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Verabredung: Im Folgenden sei /| C R immer ein Intervall.

Definition (Stammfunktion)

Sei f : | — R eine Funktion. Eine Stammfunktion von f ist eine
differenzierbare Funktion F : | — R, so dass

F' =f.

Stammfunktionen F; und F, zu gegebenem f unterscheiden sich durch
eine reelle Konstante: (F; — F) =f—f=0,dh. ; — F,=c€R,

Theorem (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f : | — R eine stetige Funktion und xy € 1.
Die durch

definierte Funktion F : | — R ist eine Stammfunktion von f.

v
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Integralrechnung Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Beweis des Fundamentalsatzes. Wir benutzen folgendes Lemma:

Lemma (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert £ € [a, b], so dass

b
/zﬂﬂﬁu:ﬂﬂw—a)

Beweais.

@ Aus minf < f < maxf folgt wg. der Monotonie des Integrals
b
(b—a)minf < / f(x)dx < (b— a)maxf.
a

@ Der Zwischenwertsatz liefert dann die Existenz von £ € [a, b] mit
b £(x)dx
(€)= Ll

O]
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Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
Weiter im Beweis des Fundamentalsatzes
@ Sei 0 # h € R derart, dass x,x + h € |. Dank des Lemmas gilt
x+h
/ F(t)dt = F(€)h,
wobei € € [x,x + h], falls h > 0 und £ € [x + h, x], falls h < 0.
@ Damit erhalten wir fiir den Differenzenquotienten von F:
Fix+h)— F(x) [ f()de— [ f(t)dt
h - h
()t
- h
= f f
(5) hj)O (X)7
d.h. F'(x) = f(x). O
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Integralrechnung Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
Folgerung

Sei f : | — R stetig und F eine Stammfunktion von f.

Dann gilt fiir alle a, b € I:

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis. Sowohl F als auch f;; f(t)dt sind Stammfunktionen von f, d.h.
F(x) = [ f(t)dt + c und somit

F(b) — F(a) = /Xb F(t)dt + c — (/X F(t)dt + c> _ /ab F()dt.

0 0

Notation

F|2:= F(b) — F(a).

|
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Integralrechnung Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Beispiele
° /sin(x)dx = — cos(x)|g = — cos(m) + cos(0) = 2.
0
b
@ Ist a # —1, so gilt /xo‘dx = Lx(’“L1 b wobei
' a_'_ 1 a’

a
» a,b € R beliebig, falls o € N,
» 0 ¢J[a,b], falls « € Z und v < -2, und
» 0 <a< b, falls a € Z.

b
e Fiir 0 < a < b erhilt man [ 1dx = In(x)[5

b
und fiir a < b < 0 gilt [ Ldx = In(—x)|2.

b
1
D.h. fiir 0 & [a, b] ergibt sich /—dx = In(|x])[?
X
a
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Integration durch Substitution
Theorem (Substitutionsregel)

Sei f : | — R eine stetige Funktion und ¢ : [a, b] — R eine stetig
differenzierbare Funktion mit ¢([a, b]) C I. Dann gilt

Z ¢ (b)
[ reeye @ = [ fxax
a ©(a)

Beweis.

@ Sei F : | — R eine Stammfunktion von f.
@ Nach der Kettenregel gilt fiir alle t € [a, b]

(Fow)(t)=F'(o(t)e'(t) = f(e(t)¢'(t).

@ Somit

b b
/ Fo(t) (t)dt = / (Fo)(t)dt

¢(b)
= Foylt = FF) = / () dx.
©

v(a) (a)

Integralrechnung Integration durch Substitution

Schreibweise: Definiert man dy(t) := ¢/(t)dt, so kann man die
Substitutionsregel schreiben als

b ¢(b)
| fletenden = | G

d.h. x wird durch ¢(t) ersetzt.

Beispiele
@ Sei c #0 und d € R, f stetig. Dann ist

b 1 cb+d
/ f(ct+ d)dt = —/ f(x)dx.

c a-+d
°
2 4
2t dX 4
dt = = In(x+1
/0 224+1 (x=2) /0 x+1 ( )lo
= In5—Inl = 1Inb

Hier ist f(x) = X%rl ©(t) = t? und damit ¢/(t) = 2t.

2232 /2




Integralrechnung Integration durch Substitution

Beispiel: Flache des Kreises vom Radius 1

Wir stellen den Halbkreis als Graphen der Funktion f : [-1,1] — R,
f(x) = V1 — x2 dar und miissen f_ll V1 — x2dx berechnen.

Die Substitution x = ¢(t) = sin(t) ergibt

1 /2 T/2
/ V1 —x2dx = / V1 —sin’t dsin(t) = / cos?(t)dt.
~1

—7/2 —7/2

. i — 2 2 —2j
Es ist aber cos® t = (#) — # +3 = 3(cos2t+1)

Damit ist die Flache des Kreises vom Radius 1 gegeben durch

1 /2 /2 /2
2/ V1—x2dx = 2/ cos?(t)dt = / cos 2t dt+/ dt
~1

—7T/2 —7r/2 —7T/2

1" . 7T/2dt_1_ - (T2 g B
= - _Wcoss s+ B §S|ns|_ﬂ—|— |Zppp = 0471 = 7

v
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Integralrechnung Partielle Integration

Theorem (Partielle Integration)

Es seien f, g : [a, b] — R stetig und differenzierbar. Dann gilt

b b
/ F(x)g(x)dx = (f)[t - / F(x)g! (x)dx.

Beweis. Folgt aus der Produktregel (fg)' = f'g + fg’ durch Integration:

b b b
(fg)|t = / (fg) (x)dx = / F1(x)g(x)dx + / F()g ().

Kurzschreibweise fiir die partielle Integration:
/fdg: fg—/gdf.
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Integralrechnung Partielle Integration

Beispiele
b b b 1
o/ Inxdx:/ 1-Inxdx:x|nx|§—/ x - —dx = x(Inx — 1)|
a a a \ X/

=1
Hierbei ist f(x) = x und g(x) = Inx.

D.h. x(Inx — 1) ist eine Stammfunktion des Logarithmus.

@ xarctanx — % In(x? 4 1) ist eine Stammfunktion des arctan, denn:

b b
/ arctanx dx = xarctanx|® — / x arctan’ x dx
a a

b x
— xarctanx|? — / 5 dx
5 L%

Mittels der Substitution t = x? hatten wir gesehen, dass

b b? 5
I} erd =1 I ehot = Fin(e + 1) = JinG2 4 D

b
1
Damit ist / arctan x dx = xarctan x — 5 In(x* + 1)
a

a

4
AT 350

Lineare Algebra

Definition (Vektorraum)
Sei K ein Korper, z.B. K = Q, R oder C.

Ein Vektorraum iiber K ist eine Menge V' zusammen mit einer
Verkniipfung

+:VxV -V, (v,w—v+w,

genannt Addition, und mit einer Abbildung

KxV -V, (Av)—X-v(=Av),

genannt skalare Multiplikation, so dass
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1) (V,+) eine kommutative Gruppe ist, d.h. es gilt:

(i) v+ w=w+ v fir alle v, w € V (Kommutativgesetz),
(i) (u+v)+w=u+(v+ w) fir alle u, v,w € V (Assoziativgesetz),
(iii) es gibt 0 € V, so dass v + 0 = v fiir alle v und
)

(iv) zu jedem v € V existiert —v, so dass v+ (—v) = 0.
(Wie im Fall von (R, +) zeigt man die Eindeutigkeit des neutralen
Elements 0 und des additiven Inversen —v von v.)

2) Firalle \,u €K, v,w € V gilt:
(i) (Au)-v=A-(u-V),

(i) 1-v=y,
(iii) ()\—l—,u) V=A-v+p-v,
(iv) A-(v+w)=A-v+ X w.
Definition
Die Elemente von K heiBen Skalare, die von V' Vektoren. J
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Beispiele von Vektorraumen
1) Der kartesische Raum

K" ={(x1,...,xn)|x1, ..., xn € K}
mit der Addition

(le---7Xn)‘|‘(y1,---,yn) = (X]. ‘|')/17---3Xn‘|'yn)
und der skalaren Multiplikation

A (X1, Xn) = (AX1, -0y AXp)

ist ein Vektorraum iber K

Das neutrale Element 0 der kommutativen Gruppe (K", ) ist der
Vektor (0, ...,0) und das additive Inverse —(xi,...,x,) des Vektors

(X1, yXn) ist (—X1,..., —Xn).
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2) Funktionenrdume

Sei X eine Menge und Abb(X,K) die Menge der Funktionen
f: X —K

Abb(X,K) ist mit der tiblichen, punktweise definierten, Addition und
skalaren Multiplikation

(f +g)(x) = f(x)+g(x)
(M)(x) = M(x) (f,g € Abb(X,K), M€K, x¢cX)

ein Vektorraum uber K.

Ubungsaufgabe
Sei V ein Vektorraum iiber K. Fiir alle v € V, XA € K gilt
(i) Aov=0<«<= A=0oder v =0,
(i) —v=(-1)-v.
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Vektorraume Unterrdume

Definition
Ein Unterraum (genauer: ein Untervektorraum) eines Vektorraumes V' ist
eine nicht leere Teilmenge U C V/, so dass

(i) v+w e U fiir alle viw € U und

(i) Av e U fiir alle \ e K,v € U.

Bemerkung
Wegen (i) und (ii) induzieren die Addition und die skalare Multiplikation in
V' eine Addition

+:UxU—-U

und eine skalare Multiplikation
- Kx U— U,

die U zu einem Vektorraum machen.
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Vektorraume Unterrdume

Beispiele von Unterraumen
Sei V ein Vektorraum.

1) {0} und V sind Untervektorrdume von V.

2) Fiir jeden Vektor v € V ist Kv = {Av|A € K} C V der kleinste
Unterraum, der v enthalt.

Wenn v # 0, so ist Kv # {0} und heiBt die von v erzeugte Gerade.

3) Fiir jedes Paar von Vektoren v, w ist
Kv +Kw = {Av+ puw|\,u e K} C V

der kleinste Unterraum, der v und w enthalt.

Wenn v # 0 und w & Kv, so heift Kv + Kw 2 Kv 2 {0} die von v
und w erzeugte Ebene.

Beachte, die (affine) Gerade w + Kv ist im allgemeinen kein
Unterraum des Vektorraums V.
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Vektorraume Unterrdume

4) Sei I C R ein Intervall und k € N, k > 1. Die folgenden Mengen sind
jeweils Unterrdaume von Abb(/,R):

CK(I,R) := {f:l—R|f k-mal stetig differenzierbar}
C Diff(I,R) :={f : | — R|f differenzierbar}
c C(L,R):=C°(,R):={f: 1 > R|f stetig}

5) Sei V ein Vektorraum und U; C V durch j € J indizierte Unterraume,
wobei J eine beliebige Menge ist.

Der Durchschnitt U = Njc,U; C V ist ein Unterraum (UA).

Beispielsweise ist
C®(I,R) := Nken C*(I,R)

ein Unterraum. Die Funktionen in C°°(/,R) heiBen unendlich oft
differenzierbar.
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Vektorraume Unterrdume

6) Ein Polynom in der Variablen x mit Koeffizienten aus einem Korper K

ist ein Ausdruck der Form
ap + aix + 32X2 + -4 apx”,

wobei ag,...,a, € Kund n € N.

Die Menge aller solchen Polynome wird mit K[x] bezeichnet und
bildet in offensichtlicher Weise (UA) einen Vektorraum.

Jedes Polynom ag + aix + - - - + apx” € K[x] definiert eine Funktion
P K—K, A— P(A)=a +aA+ -+ ap\".

Solche Funktionen P heiBen polynomial.

Wenn K unendlich ist (z.B. K= Q, R, C), so ist diese Zuordnung

a0 + - + apx" — P injektiv (UA) und K[x] wird auf diese Weise zu
einem Unterraum K[x] C Abb(K,K). Z.B. haben wir die Inklusion
R[x] € C>*(R,R) C Abb(R,R).
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Lineare Unabhangigkeit
Definition (Lineare Unabhangigkeit)
(i) Sei V' ein Vektorraum und v1,...,v, € V endlich viele Vektoren.
Man sagt, dass v € V eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., Vv,

ist, wenn es \; € K gibt, so dass

r
vV = E )\,'V,'.
i=1

Die Vektoren v, ..., v, heiBen linear unabhangig, wenn

zr:)\,'v,'zo — )\1:"':)\r
i=1

d.h. sind \1,..., )\, beliebige Skalare, dann gilt entweder

Z,(:l)\ivi#()oder)\lz...:)\rzo_
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(ii) Sei nun (vj)jes eine durch eine unendliche Menge J indizierte Familie
von Vektoren v; € V.

Man sagt, dass v € V eine Linearkombination der Vektoren (vj)jc
ist, wenn es eine endliche Teilmenge Jy C J gibt, so dass v eine
Linearkombination der (vj)jc, ist.

Die Vektoren (vj)jcs heiBen linear unabhangig, wenn die Vektoren
(vj)jey fiir jede endliche Teilmenge Jy C J linear unabhangig sind.
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Beispiele
1) Wir setzen
e :=(0,...,0,1,0,...,0) € K".

(i-te Stelle)
Die Vektoren (e, ..., e,) sind linear unabhangig. In der Tat:
0= Xei=(M\,....,.An) = A ==X, =0.
i=1

2) Die Monome (1, x,x2,x3,...) sind linear unabhingig in K[x].
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Definition (Lineare Hiille)

Sei V' ein Vektorraum und (v;)jc eine Familie von Vektoren.

Die lineare Hiille der (vj)jey ist der Unterraum

span{vj|j € J} := {v|v ist eine Linearkombination der (v;)jc,}.

Beispiel: Sei v; = (1,1,0) und v» = (1,—1,0) € R3. Dann ist

span(vi,v2) = {A(1,1,0)+ u(1,—-1,0) | A\, p € R}
{(AA,0) + (1, =1, 0) | A, € RY
1(6y,0) [ x,y € R}

= span(er, &)

fiir e, = (1,0,0) und e = (0,1,0) € R3.
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Satz
Die Vektoren v; € V, j € J, seien linear unabhangig.
Dann hat jeder Vektor v € span{v;|j € J} eine eindeutige Darstellung

v = Z)\J'Vj, Aj €K,
Jjed

wobei \; = 0 fiir fast alle j € J, d.h. fiir alle bis auf endlich viele j € J.

Beweais.

Nach Definition der linearen Hiille gibt es eine endliche Teilmenge
Jo C J und eine Darstellung

v = Z )\jvj.
J€JD

Sei v = Zjng )\j-vj eine weitere solche Darstellung mit endlichem
Jo C J.
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Weiter im Beweis:

Dann gilt
—_ R . - / .
0 = vov=Y - YNy
JE€D Jj€Jd}
—_— - / - . . , -
= Z (Nj = Aj)v; + Z AjVj = Z AjYj-
J€hNJy J€Jo\JoNJy J€JH\ DNy

Wegen der linearen Unabhangigkeit der v;, j € J, und der Endlichkeit
der Menge Jo U J| folgt

A=A =0, wenn je€ Ny
)\j = 0, wenn j& Jo\JoﬂJ(l)
A= 0, wenn je€Jp\JonNJp.

Also stimmen die beiden Darstellungen

_ v — v _ Iy, — Iy
V= ZJEJO Ajvj = ZjeJomJ(, Ajvjund v = ZjeJ(, AV = ZjeJoﬂJé AjVj
iberein.
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Definition (Erzeugendensysteme, Basen)

Sei V' ein Vektorraum. Eine Familie von Vektoren (v;);c, heiBt
Erzeugendensystem von V, falls V = span{v;|j € J}.

Eine Basis von V ist ein linear unabhangiges Erzeugendensystem.

Beispiele

1) (e1,...,en) ist eine Basis von K", die sogenannte
kanonische Basis.

2) (1,x,x2,...) ist eine Basis von K[x].

3) (e1, e, e1 + e,2er) ist ein Erzeugendensytem von K2, aus dem wir
folgende Basen auswahlen kdnnen: (e1, &), (e1, €1 + ) und
(2,61 +e). Fallsin K 0#2 (:=1+1) gilt, so sind (ez,2e;1) und
(e1 + e, 2e1) ebenfalls Basen.
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Satz (Charakterisierung von Basen)

Sei V' # 0 ein VR. Eine Familie (vj)jc; von Vektoren von V ist genau
dann eine Basis, wenn sie eine der folgenden Bedingungen erfiillt.

(i) (vj)jey ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. ist Jo C J eine
Teilmenge, fiir die (vj)jcy, ein Erzeugendensystem ist, so ist Jy = J.

(i1) (vj)jes ist eine maximale linear unabhdngige Familie, d.h. ist Jo O J
eine Obermenge von J, fiir die (v;)jcy, linear unabhingig ist, so ist

Jo=J.

(iii) Jeder Vektor v € V besitzt genau eine Darstellung

wobei \j = 0 fiir fast alle j € J.

V=2 Ay,

Jjed
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Beweis.

Sei (0) die Aussage, dass (vj)jcy eine Basis bildet. Wir zeigen
(0) = (iii) = (i) = (if) = (0).

(0) = (iii)

(iii) = (i)

Wir wissen bereits, dass jeder Vektor aus span{v;|j € J} eine
eindeutige Darstellung als (endliche) Linearkombination der
linear unabhangigen Vektoren (v;)jc hat. Da (vj)jcy ein
Erzeugendensystem ist, gilt das fiir jeden Vektor aus

V = span{v;|j € J}.

Aus (iii) folgt offensichtlich, dass (v;);c ein
Erzeugendensystem ist.

Um die Minimalitdt zu zeigen, nehmen wir an, dass (v;);cJ,.
Jo C J, ein Erzeugendensystem ist.

Dann hat jeder der Vektoren v;, i € J, eine Darstellung

(*) vi =2 e, Ajvj- Nach (iii) ist das die eindeutige
Darstellung als Linearkombination der (v;);ec.

Daraus folgt i € Jy, denn sonst waren v; = v; und (*) zwei
verschiedene Darstellungen. Also J = Jy.
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Erzeugendensysteme, Basen
Weiter im Beweis

(1) = (ii) Wir zeigen zuerst, dass aus (i) die lineare Unabhangigkeit
von (v;j);e folgt.
Sei Y iy Ajvi =0, wobei Jo C J endlich ist.
Wenn fiir ein jo € Jo  Aj, # 0 ware, so ware
Vio = = 2_je o\ Lo} ;‘Tfovj und somit (vj)je s gjo} €N
Erzeugendensystem, im Widerspruch zur Minimalitat in (i).
Also A\j, = 0 fiir alle jo € Jy. Das zeigt die lineare
Unabhangigkeit von (v;);e.
Als Nachstes zeigen wir die Maximalitat der linear
unabhangigen Familie (vj);ecy.
Sei also (vj)jecs, J # Jo D J, eine Familie, die die (v});cy
enthalt und jo € Jp \ J.
Da (vj)jes ein Erzeugendensystem ist, gibt es eine Darst.
Vio = Zjej Ajvj.
Das zeigt, dass (vj)jey, linear abhdngig ist. Somit ist die
linear unabhangige Familie (vj);jc; maximal.
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Ende des Beweises
(ii) = (0) Sei (vj)jcs eine maximale linear unabhingige Familie.

Wir zeigen, dass (vj)jcy ein Erzeugendensystem und somit
eine Basis ist.

Sonst gibe es v € V' \ span{v;|j € J} und (v, (v})jcs) wére
eine linear unabhangige Familie, im Widerspruch zur
Maximalitat von (v;)jc . ]

Folgerung
Jedes endliche Erzeugendensystem eines Vektorraums V' enthalt eine Basis.J

Beweis. Jedes endliche Erzeugendensystem enthalt ein minimales
Erzeugendensystem. [
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Vektorraume Austauschsitze von Steinitz

Lemma (Austauschlemma)

Sei (vi,...,v,) eine Basis von V und

n
w = E )\,'V,'
i=1

eine Linearkombination.

Wenn A\, # 0, so ist (vi,...,Vk_1, W, Vki1,---,Vs) €ine Basis von V.

Beweis.

Ubungsaufgabe. Il
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Vektorraume Austauschsitze von Steinitz

Satz (Steinitzscher Austauschsatz)

Sei V ein VR, (v1,...,vp) eine Basis und (wx, ..., w,) linear unabhangige
Vektoren.

Dann gilt n > r und es gibt eine Bijektion ¢ : {1,...,n} — {1,...,n}
(eine Permutation von {1,...,n}), so dass (W1, ..., Wr, Vy(r41),- -5 Yip(n))
eine Basis ist.

Beweis.
Beweis durch Induktion nach r:

Fir r = 0 ist nichts zu zeigen. Wir fiihren den Induktionsschritt
r—r+1 aus.

Seien also (wi, ..., w,41) linear unabhangig und (v1,...,v,) eine
Basis.

Nach Induktionsvor. gilt r < n und es gibt eine Permutation

@ :{l,...,n} —{1,...,n}, sodass (w1,..., W, Vp(ri1)s-- -5 Vio(n))
eine Basis ist.
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Vektorraume Austauschsitze von Steinitz

Weiter im Beweis:

Wir konnen daher schreiben

Wrp1 = Z)\,‘W,' + Z )‘J'Vgo(j)'
i=1

j=r+1
Da die (wi,...,w,+1) linear unabhiangig sind, existiert
Jo € {r+1,...,n} mit \j; # 0. Insbesondere ist r +1 < n.
Wir kénnen (ggf. nach Abdnderung von ¢) annehmen, dass jo = r 4 1.

Nach dem Austauschlemma konnen wir dann in der Basis

(Wl, s Wy Vip(r1)s - - e s ch(n)) den Vektor Voljo) = VYep(r+1) durch

w,41 ersetzen und erhalten die Basis

(Wla-'-7Wr—1—17Vgo(r—{—Z)a"'aV(p(n))- O
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Vektorraume Austauschsitze von Steinitz

Theorem
Sei VV ein Vektorraum.

(i) Wenn V eine endliche Basis besitzt, dann ist jede Basis von V
endlich.

(ii) Alle endlichen Basen von V haben die gleiche Anzahl von Elementen.

o

Beweais.

(i) Sei (v1,...,vn) eine Basis. Aus dem Austauschsatz folgt, dass jede
linear unabhangige Familie hochstens n Elemente hat.

(i) Sei (wi,...,w,) eine zweite Basis. Aus dem Austauschsatz folgt, wie
gesagt, r < n und ebenso n < r.

[

264 /359



Vektorraume Dimension

Definition (Dimension)

Sei V ein Vektorraum liber K.

Die Dimension von V ist die Zahl

dim V (=dimg V) := <

(0, falls V ={0}

n, falls V' eine endliche Basis
(vi,...,Vvn) hat

! o0 sonst

Bemerkung

Die leere Familie ist die Basis des Nullvektorraums V = {0}.

Vektorraume Dimension

Beispiele/Ubungsaufgaben
1) dimg K" = n.
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2) Jeder komplexe Vektorraum V kann als reeller Vektorraum aufgefasst
werden und dimg V = 2dimc V. Insbesondere gilt
dimg C" = 2dim¢c C" = 2n.

3) dimg R = oo (Hinweis: Das folgt aus der Uberabzihlbarkeit von R).

4) dimg Abb(X,K) = card(X), wobei

n,

card(X) := {

o,

5) dimg K[x] = oc.

6) Sei U C V ein Unterraum. Dann gilt dim U < dim V. Falls V
endlichdimensional ist, so gilt dim U = dim V' genau dann, wenn

U=V.

falls X aus n Elementen besteht

falls X unendlich ist.
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Vektorraume Dimension

Folgerung
Sei VV ein Vektorraum der Dimension n € N.

(i) Jede linear unabhingige Familie von Vektoren von V hat héchstens n
Elemente.

(i) Eine linear unabhangige Familie von Vektoren von V' ist genau dann
eine Basis, wenn sie n Elemente hat.

(iii) Jedes Erzeugendensystem von V' hat mindestens n Elemente.

(iv) Ein Erzeugendensystem von V ist genau dann eine Basis, wenn es n
Elemente hat.

Beweis.
(i-ii) folgt aus dem Austauschsatz.

(iii) folgt daraus, dass man aus jedem endlichen Erzeugendensystem eine
Basis auswahlen kann.

(iv) Ein Erzeugendensystem mit n Elementen ist wegen (iii) minimal und
somit eine Basis. []
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Basis von Unterraumen
Sei V=K"und vq,...,v, € V und

U=span{vi,...,vp} C V

der von (v1, ..., vy) aufgespannte Unterraum.
Wir wollen nun eine Basis des Unterraumes U bestimmen. Dazu benutzt
man den GauBschen Algorithmus (GauBsches Eliminierungsverfahren).

Dieser beruht auf den folgenden Fakten, die sich aus dem Austauschsatz
ergeben:

(i) span{vi,...,vm} = span{v(1),-- -, Vi(m)}
fiir jede Permutation ¢ : {1,...,m} — {1,..., m},
(i) span{Avi,va,..., v} = span{vi,...,Vm}
fir alle A € K* := K\ {0} und
(iii) span{vi,...,Vi—1,Vi + Avi, Vit1, ..., Vm} = span{vi,..., vy} fir
T

v
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Dazu schreibt man die Komponenten der Vektoren

vV, = (a,-l, a2, ..., a,-n) e K"
als Zeilen einer Matrix
di1r ... din
A= 3_21 o a?n = (a,J) i=1...m
: : j=1,...n
adml --. dmn

Mit Hilfe des GauBschen Algorithmus, d.h. durch Anwendung elementarer
Zeilenoperationen, die auf (i), (ii) und (iii) beruhen, tberfiihren wir nun A
in eine Matrix

bi1 ... bip
B = = (b,'j){:l...m ,
Jj=1,...n
bmi ... bmn
deren ersten k < m Zeilen w; = (bj1,...,bin), i =1,..., k, eine Basis von

U bilden und bj; =0 firalle k </ <m, j=1,...,n.
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Gaubscher Algorithr
GauBscher Algorithmus

Dieser besteht im iterativen Anwenden der folgenden drei elementaren
Zeilenoperationen auf eine Matrix A = (ajj) i

(i) Vertauschen zweier Zeilen,
(ii) Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl A € K* := K\ {0},

(iii) Addieren einer Zeile zu einer anderen.

Dies macht man solange, bis man eine Matrix B = (bjj)
/eilenstufenform hat, d.h.

1..m erhalt, die
1,...n

Es existierenein k mit 0 < k< mund kindizes1 < j1 < jp<...<jk <n
so daB die Matrixeintrage b;; die folgenden Eigenschaften haben:

(1) bijy = bop = ... = by, = 1,
(2) bjj=0firallei=1,...,kund 1 <j < jj,
(3) bj=0firallei=k+1,...,mund j=1,...n.

v
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Eine Matrix B = (bjj) i=1..m in Zeilenstufenform sieht so aus:
=1,...n

i
J

/ Q0 na-tvee (0 1 b1j1_|_1 ce bin \
0 Ja 1 viele 0 1 b2j2+1 ca bon
0 Jim} viele 0 1 bUi+1 ... b
0 I viele 0 1 bkjk—l—l ... bk
0 0
o 0 )
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Konklusion
Die Vektoren, die aus den ersten k Zeilen von B bestehen,

wyp = (0 =1, viele 0,1,b1j1+1, ......... ,bln)

i —1 viel
W = (O Ik 2 e O,l,bkjk+1,...,bkn)

bilden eine Basis von U = span(vi, ... vy), denn

@ Die elementaren Zeilenoperationen (i), (ii) und (iii) haben die lineare
Hiille der Vektoren, die sich aus den Zeilen der Matrix ergeben, nicht
verandert, d.h. (wi,...wy) sind ein Erzeugendensystem von U.

@ Die (wa,...wg) sind linear unabhingig, da

k
OZZA,'W,'Z(...,)\1,...,)\2+>\1-(...),...,etC.)
i=1

impliziert \; =0 fir i =1,...k.
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Zahlenbeispiel.
Sei z.B. K=Q, =R oder = C und

vi = (0,0,2,1,0)
v = (0,1,0,2,1)
v = (0,2,1,1,1)
vi = (0,4,4,3,2)

Vertauschen der ersten beiden Zeilen dndert nach (i) nicht die lineare
Hiille der Zeilenvektoren:

0 0

A =L ODN
W rF N R
N kP = O
=)
O O O o
A N OB
AR N O
W = = N
N kR O =

01
0 2
0 4
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Weiter im Zahlenbeispiel:
Die erste Spalte der Matrix

o O O O
AN O -
AR, N O
(GOSN N )
N R O =

ist Null.
Die zweite Spalte beginnt mit wyj; = wip =1 # 0.

Daher kann man durch Addition von geeigneten Vielfachen der ersten
Zeile zu den anderen Zeilen erreichen, dass alle Eintrage unterhalb von wy»
Null werden:
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Weiter im Zahlenbeispiel:

01 0 21 01 0 2 1
0O 0210 ~2x 1411l 0 0 2 1 0
0 2111 0 01 -3 -1
0 4 4 3 2 0 4 4 3 2

010 2 1

—4x IV O 02 1 O

0 01 -3 -1

0 0 4 -5 =2

Als Nachstes produzieren wir Nullen unterhalb von wy;, = wo3 =2 # 0
durch Addition von Vielfachen der zweiten Zeile:
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Weiter im Zahlenbeispiel:

010 2 1 010 2 1
002 1 0 |-pd+m 002 1 0
001 -3 -1 ] -2xutiv| 000 -5 —1
004 -5 -2 000 -7 -2

Wir erhalten wsj, = was = —2 # 0 und =2 x [Il + IV liefert:

010 2 1
, 002 1 o0
=100 o0 —7 -1
000 0 O

Nun multiplizieren wir noch die zweite Zeile mit % und die dritte mit —%
und erhalten:
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Weiter im Zahlenbeispiel:

oy

I
oo oo
oo o+
oo +~o
O HNIE N
OoO~NINN O =

Also kK = 3 und

wi = (0,1,0,2,1)

1
wo = (0,0,1, 5 0)
2
w3 = (07070717?)

Somit ist (wy, wa, w3) eine Basis von U = span{vi, v», v3, s} C K°.

Bemerkung:
Auf den letzten Schritt konnte man auch verzichten, um eine Basis zu
erhalten.
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Bemerkung:

Der GauBsche Algorithmus kann auch zum Ldsen inhomogener linearer
Gleichungssysteme

ailxy + apxo + -+ aipxn = by

amiX1 + ameXo + -+ ampXn = bm

verwendet werden. Hierbei sind die ajj, b; € K gegeben. Gesucht sind die n
Unbekannten xy,xp,...,x, € K.
Dazu wendet man den Algorithmus an auf die m x (n + 1)-Matrix

ai1 -+ ain b
(Alb) =

dml '  dmn bm

(mehr dazu spater).

v
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Detinition und Eigenschafen
Lineare Abbildungen

Definition
V, W seien Vektorrdume iiber K.
Eine Abbildung F : V. — W heiBt linear (genauer: K-linear), wenn

F(v+w) = F(v)+ F(w) und
F(Av) = AF(v)

fiir alle v,w € V, X € K.

Eine bijektive lineare Abbildung F : VV — W heiBt auch Isomorphismus
(von Vektorrdumen).

Die Vektorrdume V' und W heiBen isomorph, wenn es einen
Isomorphismus F : V — W gibt.
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften
Grundlegende Eigenschaften:

© Fiir jede Menge X und jeden VR V bilden die Abbildungen X — V
einen Vektorraum, der mit Abb(X, V') bezeichnet wird. Die
Operationen sind (A- f)(x) := - f(x) und (f + g)(x) := f(x) + g(x).

@ Seien V, W Vektorraume. Die Menge aller linearen Abbildungen
V — W ist ein Unterraum von Abb(V, W), der mit L(V, W)
bezeichnet wird. D.h. A\f und f + g sind linear, falls f und g linear
sind.

© Lineare Abbildung sind bestimmt durch ihre Werte auf Basisvektoren.
D.h.sind f,g € L(V, W) und (v1,...,v,) ist eine Basis von V mit
f(vi)=g(v;) furi=1,...,n, dannist f = g.
Dies gilt, da jedes v € V eine eindeutige Darstellung v =37 _; A\jv;
hat und f und g linear sind:

f(v) =f <Z )\,‘V,') = Z)\,f(vl) = Z)\ig(vi) — g(V)
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften

Weitere wichtige Eigenschaften

Q@ Sei F: U — V linearund G : V — W linear. Dann ist auch
GoF:U— W linear.

@ Sei F: V — W linear. Fiir jeden Unterraum V' C V ist das Bild

F(V') C W ein Unterraum. Ebenso ist das Urbild F~1(W’) C V ein

Unterraum fiir jeden Unterraum W' C W.

© Insbesondere sind fiir jede lineare Abbildung F ihr Bild

Im(F) := F(V) C W und ihr Kern

ker F:= F~1(0) = {v € V|F(v) = 0} C V jeweils Unterrdume.
F ist genau dann injektiv, wenn ker F = {0}.

© 00

Eine lineare Abbildung F : V — W ist ein Isomorphismus genau
dann, wenn Im(F) = W und ker F = {0}.

Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften
Satz

Es seien VV, W Vektorrdume, F : V — W linear und (v1, ..., vy) eine
Basis von V. Dann gilt

(i) F ist surjektiv <= (F(v;)); ist ein Erzeugendensystem von W.
(i) F ist injektiv <= (F(v;)); ist linear unabhangig.
(iii) F ist ein Isomorphismus <= (F(v;)); ist eine Basis von W.

Sei F: V — W ein Isomorphismus. Dann ist F~1: W — V linear.
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Beweis: Ubungsaufgabe

Folgerung

Zwei endlich dimensionale Vektorraume V und W sind isomorph <=

dim(V) = dim(W).

Beweis. Sei (v1,...,V,) eine Basis von V.

‘=" wegen (iii).

‘«=" Sei umgekehrt dim W = dim V = n. Dann existiert eine Basis
(wi,...,wp) von W mit n Elementen. Die lineare Abbildung
F : V — W definiert durch F(v;) = w; ist ein Isomorphismus.

L]
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften
Satz

Sei V' ein Vektorraum iiber K und (v1,...,v,) eine Basis von V. Dann
definiert die Zuordnung

¢ : L(V,K) — K"
F — (F(v1),F(w),...,F(vn))

einen Isomorphismus. Insbesondere gilt dim(V) = dim(L(V,K)).

Beweis.
@ ¢ ist offensichtlich linear.

@ p: F— (F(v)) ist injektiv, denn: aus 0 = ¢(F) folgt

F(v1) = F(vz) = --- = F(vp) = 0 und damit wegen der Linearitat
F(v) = 0 fiir jeden Vektor v =>_"_; A\jv; € V, also F = 0.

@ o ist auch surjektiv: Sei (a1,...,a,) € K" beliebig. Dann ist die
Abbildung F(> 71 Aivi) = a1A1 + ... + apA, linear und erfiillt
F(v,-):a,-, d.h. go(F):(al,...,an). L]
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften

Der Dualraum
Definition

Sei V ein Vektorraum der Dimension n. Der n dimensionale Vektorraum
V* .= L(V,K)

heiBt Dualraum zu V oder auch Raum der Linearformen.

Duale Basen

@ Ist (vi,...,v,) eine Basis von V so liefert der Isomorphismus ¢ aus
dem Satz eine Basis von V* mittels v} := ¢~ 1(e;), d.h.

” 1 fallsi=j
() ={ J

0 fallsi#
Diese Basis heiBt die zu (v, ..., v,) duale Basis.
@ Ist V = K" so heiBt die zur kanonischen Basis (e, ..., e,) von K”

duale Basis die kanonische Basis von (K")*
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Der Vektorraum der (m x n)-Matrizen

Die Menge der Matrizen mit m Zeilen und n Spalten, definiert durch

Mat(m, n,K) := ¢ A=

bildet mit den Operationen

53

5

d11
d21

din
don

\

a,-jeK>

()\a,'j)izl,...m und

j=1,...n

(aj + bij);:l,...m

=1,...n

einen Vektorraum, der in offensichtlicher Weise isomorph ist zum

Vektorraum K",

Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Satz

Der Vektorraum L(K",K™) ist in kanonischer Weise isomorph zu

Mat(m, n, K).
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Beweis. Wir fixieren in K" die kanonische Basis (¢&})j=1,. ...
Einer linearen Abbildung F € L(K"”,K™) ordnen wir dann die m x n-Matrix

¢ : F— (F(e1)

... F(ep))

zu, wobei die F(e;) € K™ als Spaltenvektoren zu verstehen sind.
Diese Abbildung ist linear und injektiv, denn: F(ej) = 0 fiir alle

J=1,...,nimpliziert F = 0.
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Weiter im Beweis:
Die lineare Abbildung ¢ ist aber auch surjektiv:
Sei A = (ajj)i=1,...m eine beliebige Matrix.

j=1,...n

Dazu definiert man F € L(K",K™) mittels

F(ej) = Z ajj€j.
i=1

Damit ist die j-te Spalte von ¢(F),

alj m
— " — .. - m
aj = : = E ajei € K",
amJ I:].

das Bild F(ej) des j-ten Basisvektors e; der kanonischen Basis von K".
Somit ist p(F) = A. ]
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Produkt einer Matrix mit einem Vektor

Definition
Das Produkt einer (m x n)-Matrix A = (aU)iill,...f;v mit einem
. J=1,..
b= : € K" ist der Vektor in K™ gegeben durch
Xn
d11 -.. dln X1 Y1 = El:l aijXj
Ax = < all > [2mm]: : | = < all > [2mm]:
<all >[2mmlam ... amn Xn < all > 2mm]ym = J"
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei nun F € L(K",K™) eine lineare Abbildung und A = (a,J), Lo die

kanonisch zugeordnete Matrix, d.h. die j-te Spalte der Matrlx A |st genau
das Bild F(ej) des j-ten Basisvektors e; der kanonischen Basis von K".
n

Daher ist fiir x = ) xje;

F(x) = F(Q_xe) = > xF(e)
=1 j=1

n m

m n
:Exjga,-je,-zg Ea,-jxj e = Ax
j=1 =1

i=1 \ j=1

D.h. das Bild von x unter F ist gleich dem Produkt Ax.
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Linare Abbildungen und Matrize
Produkt zweier Matrizen

Definition

Seien nun A = (ajj)ij € Mat(m, n,K) und B = (bj); x € Mat(n, p, K)
Das Produkt C = AB von A und B ist die Matrix

C = (Cik)l: E Mat(m P, K) mit cj = Zf:l a,-jbjk.

k=1..

Diese Matrix entspricht der Matrix der Verkettung der zu B und A
gehorenden linearen Abbildungen KP — K" und K" — K™, denn fiir
x =y "_ixkex € KP ist

A(BX) = A(Z Z bijkej) = Z Z bijkA(ej)

j—1 k=1 k=1 j=1
m p n
= Z Z kaXk Z ajj€ = S: ;:(S: a,-jbjk)xke,-
k=1 j=1 i=1 k=1 j=1

Also A(Bx) = Cx fiir C = (cix)ik mit cie = 11 ajbjk.
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Darstellende Matrix einer linearen Abbildung

B = (vi,...,vy) bzw. B’ = (w1, ..., wy,) seien Basen der K-Vektorraume
V bzw. W; ¢ : K" — V und ¢ : K™ — W seien die zugehorigen
Isomorphismen definiert durch ¢g(e;) = vi, ¢p(ej) = w;j, wobei
i=1,....,n j=1,...,mund (g); die entsprechende kanonische Basis ist.
Definition

Sei F € L(V,W). Die Matrix A € Mat(m, n,K), die bestimmt wird durch

Aej = (¢ o F o ¢g)(e;)

heiBt darstellende Matrix der linearen Abbildung F bzgl. der Basen B, B’
und wird mit ME'(F) bezeichnet.

Beispiel

Seien V = K", W = K™ und B bzw. B’ die zugehdrigen kanonischen
Basen. Dann gilt ¢ = Idy, ¢g = Idy und fiir jede lineare Abbildung
F € L(K",K™) ist ME'(F) die kanonisch zugeordnete Matrix.

v
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Satz

Mit den obigen Bezeichnungen ist die darstellende Matrix
A = (a;)ij = MB'(F) durch folgende Gleichung bestimmt:

m
=> ajw;, j=1,....n (11)
i=1

Beweis. Die A = ME'(F) definierende Gleichung

((bB, oFo¢p)(e) = Ae = Zaue,

geht durch Anwenden von ¢p: in die dquivalente Gleichung (11) iiber, da
¢s(ej) = v; und ¢p(e) = w;. ]
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Satz

Seien V, V', V" endlichdimensionale Vektorrdume mit Basen B, B’, B”
und F € L(V, V"), GeL(V', V").

Dann gilt G o F € L(V,V") und ME"(G o F) = ME'(G)ME (F).

Beweis. Die Linearitdt von G o F folgt leicht aus der von F und G.
Die darstellende Matrix ME" (G o F) ergibt sich aus

gbg,l,o(GoF)ogbB:((bg,l,oGogbB/)o(ng,loFogbB).
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Endomorphismen

Definition

Sei V' ein Vektorraum. Lineare Abbildungen von V' nach V' heiBBen auch
Endomorphismen von V, End(V) := L(V, V).

Den VR der quadratischen (nxn)-Matrizen bezeichnet man mit

Mat(n, K):=Mat(n, n, K).

Fiir die darstellende Matrix eines Endomorphismus F € End (V) bzgl. einer
Basis B von V schreibt man Mg(F) := ME(F).

v

Beispiel

Sei F € End(R?) gegeben durch ( (1) (1) ) € Mat(2,R). Die darstellende

Matrix bzgl. der Basis B = (b1, by) = (e1 + 2,1 — &) ist ( é _01 ) .

Denn: F(bl) = e + €1 = by und F(bz) = e — e = —by.

v
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Rang von linearen Abbildungen und Matrizen

Definition (Rang einer linearen Abbildung)
Der Rang einer linearen Abbildung F : V. — W ist

rg(F) :=dim F(V).

Bemerkung
Sei A = (ajj)ij € Mat(m, n,K) eine Matrix.
@ Die n Spalten von A sind gegeben durch A(e;),...,A(e,) € K™ und

die Dimension rg(A) des von den Spalten von A erzeugten
Unterraumes von K™ nennt man den Spaltenrang von A.

@ Die Dimension des von den m Zeilen (a1, ..., ain) € K" erzeugten
Unterraumes von K" heiBt Zeilenrang von A.

@ Wir werden spater sehen, dass Zeilenrang=Spaltenrang. Damit kann
man rg(A) mit dem GauBschen Algorithmus bestimmen.

v
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Satz

Seien VV, W endlichdimensionale Vektorriume und B, B’ Basen von V
bzw. W. Dann gilt fiir jede lineare Abbildung F : V — W

rg(F) = rg(Mg (F))-

Beweis. Das Bild von F o ¢g stimmt mit dem von F iiberein

und wird durch ¢z isomorph auf das Bild der zu ME (F) gehérenden
linearen Abbildung abgebildet.

Also rg(F) = rg(F o ¢g) = rg(ME'(F)). O

Bemerkung

Man kann also den Rang einer jeden linearen Abbildung zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraumen mit Hilfe des GauBschen Algorithmus
bestimmen, indem man den Rang der darstellenden Matrix beziiglich
zweier Basen bestimmt.
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Rang und Dimension

Satz (Dimensionsformel)
Seien V', W Vektorrdume, dim V endlich und F € L(V, W). Dann gilt

rg(F) + dimker(F) = dim V.

Beweis.
F bildet jede Basis von V auf ein Erzeugendensystem von F(V') ab.
Also ist dim F(V) < dim V.

Sei (u1, ..., ux) eine Basis von ker(F),
(wi,...,w,) eine Basis von F(V) und vi,...,v, € V, so daB F(v;) = w;.
Behauptung:
(u1,..., Uk, v1,...,V,) ist eine Basis von V. }
Aus der Behauptung folgt die Aussage des Satzes: dimV = k +r. [
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Rang einer linearen Abbildung
Beweis der Behauptung.
1) Wir zeigen zuerst, dass (u1, ..., Uk, vi,..., V) linear unabhiangig ist.
Aus 0 = Zf-;l Ajui + Zle Vi folgt
k r eKer(F) r
u; e Ker
0 = FOO _NuitY wyv) = D> mw
i=1 j=1 j=1
und somit p; = ... = u, = 0, da die w; linear unabhangig sind.
Also 0 = Zf;l Ajuj, woraus A1 = --- = A\, = 0 folgt, wegen der
linearen Unabhangigkeit der u;.
2) Nun zeigen wir, daB span{ui, ..., ug,vi,...,v,} = V.
Sei v € V. Wir schreiben F(v) = > 7_; uw;.
Dann gilt v — > 7_; v € ker(F) = span{us, ..., ux}
und somit v € span{uy, ..., Ux, vi,...,V,}. H

o
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Folgerung

Seien V', W Vektorrdume, dimV < oo und F € L(V, W). Dann gilt:
(i) F ist genau dann surjektiv, wenn rg(F) = dim W,

(i) F ist genau dann injektiv, wenn rg(F) = dim V/,

(iii) F ist genau dann bijektiv, wenn rg(F) = dim V = dim W.

Beweis.
(i) F surjektiv <= F(V) =W <= dimF(V) =dim W,

(i) F injektiv <= ker(F) = {0} (Dimgmel) rg(F) =dim V.

(iii) folgt aus (i-ii). [
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Folgerung
Seien V', W Vektorraume mit dmV =dim W < 0.

Dann gilt: Eine lineare Abbildung F : V. — W ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn eine der folgenden aquivalenten Bedingungen erfiillt
ISt:

(i) F ist injektiv,

(i) F ist surjektiv,

(iii) F ist bijektiv.

Beweis. Wegen der Dimensionsformel gilt
dm(V) = rg(F)+ dim(ker(F)) = dim(W).

Daraus folgen die Aquivalenzen. ]
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Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Lineare Gleichungsysteme
Definition
Ein System von Gleichungen der Form

a11x1 + axo + -+ aipxn = by
amiX1 + amex2 + -+ amnXn = bnm
wobeil ajj, b; € K gegeben und x1,xo, ..., x, € K gesucht sind, bezeichnet
man als lineares Gleichungssystem.
b1
Ein solches lasst sich in der Form Ax = b schreiben, mit b =| : [ek™ und
bm

A = (ajj) € Mat(m, n,K) gegeben und x € K" gesucht.

m ist die Anzahl der Gleichungen und n die Anzahl der Unbekannten.

Das System heiBst homogen, falls b =0 und inhomogen falls b # Q.

.
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Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Satz

(i) Die Lésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssytems
Ax =0, A € Mat(m, n,K), ist genau der Kern der zu A gehérenden
linearen Abbildung, also insbesondere ein Unterraum U C K".

(i) Die Dimension von U betrdgt n — r, wobei r = rg(A).

v

Beweis. (i) folgt aus der Definition und (ii) aus der Dimensionsformel. [J

Satz

Sei A € Mat(m, n,K) eine Matrix und B die aus A mittels GauBschem
Algorithmus hervorgegangene Matrix in Zeilenstufenform.

Dann haben die linearen homogenen Gleichungssysteme Ax = 0 und
Bx = 0 denselben Losungsraum.
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Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Beweis. Die Spalten von A sind gegeben durch die Bilder Ae; der
kanonischen Basis. Der Beweis beruht nun darauf, dass wir die Zeilen von
A als Elemente von (K")* = L(K",K) interpretieren.

Fiir i = 1,... m definieren wir o; € L(K",K) mittels

a1(x)
a,-(ej) = djj, d.h. Ax =

am(x)

Die a;; sind also die Komponenten der «; in der kanonischen dualen Basis
von (K™)*. Also ist V* := span(ai,...,an) der durch die Zeilen von A
aufgespannte Unterraum. Mittels des GauBschen Algorithmus erhalt man
die Matrix B in Zeilenstufenform, die eine Basis (1, ..., 8x) von V*
liefert. Also haben beide linearen homogenen Gleichungssysteme Ax = 0
und Bx = 0 denselben Losungsraum

{xeK"|L(x)=0V Le V*}

[
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Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Losen von homogenen linearen Gleichungssystemen mittels GauB-Algorithmus

@ Wir wollen das Gleichungssystem Ax = 0 I6sen. Dazu bringen wir A
auf Zeilenstufenform und erhalten B vom Zeilenrang k.

@ D.h. wir erhalten ein Gleichungssystem der Form

X1 + > byx; = 0
I=j1+1
< all > [-2mm]
< all > [—2mm] Xji + Z byxy, = 0
I=ji+1
< all > [-2mm]
< all > [—2mm] Xj, *+ Z buyx = 0
I=jk+1

@ Dieses l6st man, indem man schrittweise die Unbekannten x; mit
J & {1,-..,Jjk} frei wahlt und die Lésungen Xx;,, ..., x; bestimmt.

@ D.h. der Raum der Ldsungen ist (n — k)-dimensional. Damit gilt auch
k = Zeilenrang(A) = Spaltenrang(B) = Spaltenrang(A). 304 / 359




Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Satz
Wir betrachten ein inhomogenes lineares Gleichungssytem

Ax = b, mit A € Mat(m, n, K). (12)

Es bezeichne U’ die Lésungsmenge von (12).
Falls U # 0, so ist U’ von der Form

U =xo+ U= {x+ ulue U},

wobei xg € U’ eine (spezielle) Lésung von (12) ist und U C K" der
Lésungsraum des zugehérigen homogenen Systems Ax = 0 ist, d.h.
U = ker(A).

Beweis. Im Fall U’ # () ist klar, dass xg + U C U’. Wir zeigen
U C xo+ U. Sei also v eine Lésung von (12). Dann gilt
A(v—x9) =b—b=0und somit v=xp+ (v —xp) € xo+ U. ]
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Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Definition
Ein affiner Unterraum eines Vektorraums V' ist eine Teilmenge der Form
v+ U, wobei U C V ein Untervektorraum ist und v € V.

Bemerkung

Demnach ist der Losungsraum eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems Ax = b, A € Mat(m, n,K), ein affiner Unterraum von
K",

Der Losungsraum ist genau dann ein Untervektorraum von K”, wenn das
Gleichungssystem homogen ist, d.h. wenn b = 0.

306 / 359



Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Losen von inhomogenen linearen Gleichungssystemen mittels GauB-Algorithmus

@ Wir wollen Ax = b I6sen. Wir bringen die m x (n+ 1) Matrix (A|b)
auf Zeilenstufenform und erhalten eine Matrix (B|c).
D.h. wir erhalten ein Gleichungssystem der Form

n
X, + >, buxy = a
I=j1+1
< all > [-3mm]
n
<al/>[—3mm] Xj, *+ Z buyxy = ck
I=j+1
< all > [-1mm] 0 = cki1

< all > [-3mm]

o Ax=b — (A|b)< x )_0 — (B|c)< _X1 )_0 — Bx=c

—1
und 0 = ck41 = ... = Cm-
@ Die restlichen k Gleichungen I6st man, indem man wieder die n — k
Unbekannten x; mit j & {j1,...,jk} frei wahlt und die Lésungen o735
Xy - -+ Xj, bestimmt.

o

Lineare Abbildungen Der Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems

Zahlenbeispiel: Wir wollen das inhomogene lineare Gleichungssystem

x1+2x+3x3 = 0
4x1 +5x +6x3 = 3
7xX1+8x+9x3 = 6
1 2 3 0
losen. D.h. Ax=bmit A= 4 5 6 und b= 3 |]. Also
7 8 9 6
1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0
(Alp)= 4 56 3 |—-10 -3 -6 3|]—-10 -3 -6 3
7 8 9 6 0 -6 —-12 6 0 O 0 O
1 2 3 0
— | 0 1 2 -1 | =(B|c)
0 0 0 O
Da c3 =0, ist Ax = b l6sbar. Das zugehorige Gleichungssystem ist:
x1+2x%+3x3 = 0
X2+2X3 = 1.

Dh.xo=-2x3— 1, x1 = —2xp — 3x3 = —2(—2X3 — 1) — 3x3 = x3 + 2. Die

allgemeine Losung ist also x3y = A+ 2, xo = —2X — 1, x3 = A € K beliebig.
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Summe von Unterraumen

Beispiel

U, V seien K-Vektorraume und sei U x V ausgestattet mit der durch die
komponentenweise definierten Addition und skalaren Multiplikation
gegebenen Vektorraumstruktur,

Mu,v) = (Au,Av)
(u,v)+ (V) = (u+d,v+ V),

das direkte Produkt, vgl. UA.
Fiir die Unterraume

Ux{0} = {(v,00eUxU|ueU}cCUxU,
{0} xU" = {(0,d)eUxU|delU}cUxU

gilt dann (U x {0})N ({0} x U’") = {0} und

Ux U ={w+wwe Ux{0},w € {0} x U}
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Definition
W, W’ seien Unterrdume eines Vektorraums V.
Die Summe
W+ W ={w+wi|we W w eW}

ist der kleinste Unterraum von V/, der W und W' enthilt.

Satz

Falls W und W’ endlichdimensional sind, so gilt folgende
Dimensionsformel

dim(W + W) = dim W + dim W' — dim(W n W’).
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Beweis der Dimensionsformel fiir die Summe.
Wir betrachten die Abbildung F : W x W/ — W + W/,

(w,w) — F(w,w) :=w—w'
Offenbar ist F surjektiv und

ker(F) ={(w,w)lwe WnW'}=wnw'

Es ist dim(W x W') =dim W + dim W', denn: Ist (ui, ..., un) eine Basis
von W und (vi,...,v,) eine Basis von W', so ist
((u;,0),(0,v;) | i=1,...m,j=1,...n) eine Basis von W x W'.

Daher folgt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

rg(F) = dim(W + W') =dim(W x W') —dim(W n W')
= dim W +dim W —dim(W n W’).

[
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Direkte Summe von Unterraumen

Definition (Direkte Summe von Unterrdumen)

W, W' seien Unterrdume eines Viektorraums V.
Falls W N W' = {0} bezeichnet man die Summe W + W' als direkte
Summe und schreibt

we w

Die Unterrdume W, W’ heiBen komplementar, wenn V.= W @ W',

Wir sagen dann, dass W' ein Komplement zu W (in V) ist.
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Beispiel

Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

In U x V sind die Unterrdume U x {0} und {0} x V komplementar
und es ist

Ux V= (Ux{0})® ({0} x V). (13)

Durch die injektiven linearen Abbildungen u — (u,0), U — U x V,
und v — (0,v), V — U x V, kénnen wir U und V mit den
Unterrdumen U x {0} bzw. {0} x V von U x V identifizieren und
(13) auch in der Form U x V = U @ V schreiben.

Sei V =R3, W = span(er, &) und W’ = span(e; + e, €3). Die
Summe W + W’ = V ist nicht direkt, denn W N W' =R - (e1 + &).

v

Satz

W, W' seien Unterrdume eines Viektorraums V. Es gilt:
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

V =W ® W' <= Jeder Vektor v € V hat eine eindeutige Darstellung
v=w+w, weW, weW, (14)
Beweis.
‘=" Aus V = W 4+ W’ folgt, dass jeder Vektor v € V eine Darst. (14)
hat. Sei v = wy + wy eine weitere solche Darst.
Esfolgt 0 =v —v =(w—w;)+ (w — wj) und daraus
Wosw—-—w =—(w —wj) e W.
Wg. W n W' = {0} folgt nun w — wy = w’ — wj = 0 und somit die
Eindeutigkeit der Darstellung (14).
‘=" Wenn umgekehrt jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung (14)

hat, sogilt V=W + W/ undaus0 =w+ (—w), w e WN W, folgt
wg. der Eindeutigkeit von (14) w =0, d.h. W N W’ = {0}.

]
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Satz
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann gilt:

a) Jeder Unterraum W C V besitzt ein Komplement.

b) W, W’ C V seien Unterrdume. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:
(i) V=Wa W,
(i) W' n W ={0} und dim W + dim W/ =dim V,
(iii) V=W + W' und dim W + dim W’ = dim V.

Beweis.
a) Sei (wy,...,w) eine Basis von W. Nach dem Austauschsatz von
Steinitz kénnen wir diese zu einer Basis (wy, ..., wk, wy,..., w/) von
V' erganzen.
W’ := span{wj, ..., w,} ist dann ein Komplement zu W.

b) Die Aquivalenz der Eigenschaften (i-iii) folgt aus der
Dimensionsformel.

[
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Gruppen und Gruppenhamorrphismen
Gruppen

Definition (Gruppe)
Eine Gruppe (G, ) ist eine Menge G zusammen mit einer assoziativen
Verkniipfung - : G x G — G, so dass

(i) es ein neutrales Element e € G gibt mit

e-a=a-e=a fluralle a€ G und

(i) zu jedem a € G ein Inverses a=1, sodassa-a ! =al.-a=e.

Bemerkung

Statt (i) und (ii) geniigt es, die folgenden Bedingungen zu fordern, aus
denen auch bereits die Eindeutigkeit von e und a=! folgt (vgl. Fischer):

(i') Es gibt e € G mit e- a = a fiir alle a € G und

l sodass a1 -a=ce.

(ii") zu jedem a € G ein a~

v
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Beispiele von Gruppen

(i)

(iii)
(iv)

Die Bijektionen ¢ : X — X einer Menge X in sich bilden eine Gruppe,
die mit Bij(X) bezeichnet wird. Die Verniipfung ist die Verkettung,
das neutrale Element ist Idx und das Inverse einer Bijektion ist ihre
Umkehrabbildung.

Im Fall einer endlichen Menge X nennt man die Bijektionen

o € Bij(X) auch Permutationen von X. Die Permutationsgruppe
Bij(X) ist dann eine endliche Gruppe mit n! Elementen, wobei

n = card(X).

Die Permutationsgruppe S, := Bij(X,) der n-elementigen Menge
Xn={1,2,...,n} heiBt die (n-te) symmetrische Gruppe.

Sei V ein VR. Die Isomorphismen V — V heiBen auch

Automorphismen des Vektorraums V' und bilden die sogenannte
Automorphismengruppe Aut(V) von V.
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weitere Beispiele von Gruppen

(v)

Im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums V spricht man auch
von der allgemeinen linearen Gruppe und schreibt dafiir

GL(V) := Aut(V).

Sei V = K". Dann entspricht GL(V) gerade einer Gruppe von

Matrizen, genauer der Gruppe der invertierbare (n x n)-Matrizen, die
auch mit GL(n, K) bezeichnet wird.

Es gilt

GL(n,K) = {A e Mat(n,K)|rg(A) = n}
= {A € Mat(n,K)|ker(A) = {0}},

wobei wir hier fiir den Losungsraum von Ax = 0 kurz ker(A)
schreiben.

GL(1,K) = (K* := K\ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe.

) Fiir jeden Vektorraum V ist durch (V,+) eine kommutative Gruppe

gegeben.
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noch mehr Beispiele von Gruppen

(viii) Das kartesische Produkt G; x Gy von Gruppen Gi, Gy ist mit der
komponentenweisen Verkniipfung wieder eine Gruppe. D.h.
(g1,82) - (h1, h2) := (g1 - h1, & - ho) definiert eine Gruppenstruktur auf
Gl X G2.
G1 X Gy ist genau dann kommutativ, wenn G; und G, kommutativ
sind.

(ix) Die Kreislinie St := {z € C||z| = 1} ist mit der Multiplikation
komplexer Zahlen eine kommutative Gruppe.
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Definition (Gruppenhomomorphismen)

Eine Abbildung ¢ : G — H zwischen Gruppen G und H heiBt ein
Gruppenhomomorphismus, falls

p(a- b) = p(a) - (b)

fiir alle a,b € G.

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heil8t auch Isomorphismus von
Gruppen. Ein Isomorphismus einer Gruppe in sich heiBt auch
Automorphismus.

Zwei Gruppen G und H heiBen isomorph, falls es einen Isomorphismus von
Gruppen ¢ : G — H gibt.

Eine Untergruppe einer Gruppe G ist eine nicht-leere Teilmenge H C G,
die mit a,b € H auch a- b und a—! enthilt.

320/ 359



Ubungsaufgaben/BeispieIe I

@ Jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H bildet das neutrale
Element in G auf das neutrale Element in H ab und erfiillt

p(a') = p(a)™*

fur alle a € G.

@ Das Inverse eines Isomorphismus ¢ : G — H ist wieder ein
Isomorphismus.

@ Jede Untergruppe H C G einer Gruppe G ist mit der induzierten
Verkniipfung wieder eine Gruppe.

@ Das Bild ¢(K) C H einer Untergruppe K C G unter einem
Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist wieder eine Untergruppe.

e Das Urbild ¢=}(K) C G einer Untergruppe K C H unter einem
Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist wieder eine Untergruppe.
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Ubungsaufgaben/BeispieIe [l

@ Die Automorphismen einer Gruppe G bilden eine Untergruppe
Aut(G) C Bij(G).

@ Die Gruppen (R,+) und (R, ) sind isomorph. Die
Exponentialfunktion exp : R — R, ist ein Isomorphismus, ebenso wie
ihre Umkehrfunktion In : Ry — R.

@ Die Abbildung t — exp(it) definiert einen surjektiven aber nicht
injektiven Gruppenhomomorphismus ¢ : R — S?.
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Die symmetrische Gruppe
Die symmetrische Gruppe J

Jede Permutation o € S,, wird durch ein Diagramm

o 1 2 ... n
-\ o) o2 - o(n)
beschrieben. Eine Transposition 7 = 7j; ist eine Permutation, die zwei

Zahlen i < j vertauscht und alle anderen Zahlen unverandert lasst.
Beispielsweise enthdlt S3 genau 3 Transpositionen:

(123
2= {21 3
(123
= 3 21
(123
™= 1 302

Ist 7 eine Transpositon, so gilt offensichtlich 771 = 7
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Die symmetrische Gruppe
Satz
Die symmetrische Gruppe S,, n € N, ist nur fiir n < 2 kommutativ. J

Beweis.
Es ist klar, dass S; und S> kommutativ sind. S3 ist nicht kommutativ,
denn z.B. ist 715 0 T3 # T13 © T12. Letzteres folgt bereits aus:

712 0 T13(1) = 712(3) = 3 # T3 0 T12(1) = T13(2) = 2

Die Abbildung

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus S3 — S, (n > 3). Das Bild ist
eine nicht kommutative Untergruppe von S,,. Insbesondere ist S,, fiir n > 3
nicht kommutativ. [
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Satz

Fiir alle 0 € S, (n > 2) gibt es Transpositionen T1,...Tx € S, so dass
O —=T10---0Tk.

Beweis.
Fiir jede Transposition 7 gilt 77 = 7 und somit Id = 7o 7.
Sei Id # o € S,. Dann existiert ein 1 < j; < n mit

e o(i)=ifirallel</i<i—1und

o U(il) > 1.
Wir setzen 11 := 7j ,(;;) und o1 := 11 0 0. Dann gilt o1(i) = i fiir alle
1<i<ih.
Falls o1 # 1Id, so gibt es wieder ein ip, i1 < i < n, so dass o1(i) = i fiir
alle 1 <i<i—1undoi(i) > ir. Wir setzen 7 := 7j,5(j42) und
0y :=Tp007.
Durch Fortsetzen dieses Iterationsverfahren erhalten wir nach endlich
vielen (genauer: nach k < n— 1) Schritten oy =74 0---0713 00 = 1d und
SOmitO':Tlo---OTk. L]

1
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Definition (Vorzeichen einer Permutation)

Das Vorzeichen (o) einer Permutation o € S, ist definiert als

(x) e(o):= H 0(j). — 7(i) e {-1,+1}.

i< 47

(Man beachte, dass im Zahler und Nenner bis auf das Vorzeichen dasselbe
Produkt steht.)

Die Permutation heiBt gerade, wenn €(o) = +1 und ungerade, wenn
e(o) = —1.

Bemerkung

Die Anzahl der negativen Faktoren im Produkt (*) ist genau die Anzahl
der Paare i < j mit (i) > o(j). Die Permutation o ist also genau dann

gerade (bzw. ungerade), wenn diese Anzahl gerade (bzw. ungerade) ist.

o
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Die symmetrische Gruppe
Satz

e: S, — {—1,1} ist ein Gruppenhomomorphismus in die Untergruppe
{-1,1} C R*.

Beweis. Wir berechnen fiir o, 7 € S,

(or) = [P =T =2 T

oy J—i A Vg VNI Ak
fij b g
e(r)
Nun gilt aber (*) f; = f; und somit
Hfif - H fi H f
i<j
T(i)<’7’(j) T(i)>7‘(j)
(%)
= HUHfU: 1_[’51—6
i<j T(1)<T
H)<rG)  ()<r0) =<rt)
Damit folgt [[,;_; fj = £(c) und die Behauptung. O
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Folgerung

Seio €S, und 0 = 711 0--- 071y eine Darstellung als Produkt von
Transpositionen. Dann gilt

Beweis.
Fiir die Transposition 7 = 715 gilt ¢(7) = —1, denn (1,2) ist das einzige
Paar (i,j) mit i < j und 7(i) > 7(j). Sei 0 € S, mit (1) =/ und

0(2) =j. Danngilt coTpo00 ! = 7;; und somit fiir jede Transposition
8(7’,']) = 6(0)6(7‘12)8(0'_1) = 8(7‘12) = —1.
Also e(0) = e(mp 0 oT1k) = e(m1) - - &%) = (—1)k. O
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Beispiel
Die Permutation

1 2 --- n—1 n
2 3 - n 1

schreibt sich als { = o 030+ 07T, _1p.
Also ist e(¢) = (—1)"L.
¢ erzeugt eine n-elementige Untergruppe

<C> = {C7C27"°7Cn - Id} C Sn-

C::(23..-n1);:(

Die ¢k, k =1,2,...,n, heiBen zyklische Permutationen.

Fiir ungerades n sind also alle zyklischen Permutationen gerade.

(UA: Fiir n = 3 sind alle ungeraden Permutationen Transpositionen und
alle geraden Permutationen zyklisch.)
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Determinante Determinante einer 2 x 2-Matrix

Determinante einer 2 x2-Matrix

Bemerkung:

Es sei A € Mat(n,K) und b € K". Das durch Ax = b gegebene lineare
Gleichungssystem sei eindeutig |osbar.

Gesucht: Losungsformel fiir die n Unbekannten x1, x2, .. ., xp.

Im Spezialfall n = 2:

ailxy + appxe = by

as1xy + axnxy = by

Mit elementaren Zeilenumformungen findet man im Fall, dass eine
eindeutige Losung existiert (rg(A) = n = 2) die folgende Regel:
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Determinante Determinante einer 2 x 2-Matrix

Cramersche Regel fiir n = 2:

biazo — a1obo

ai1d2 — aizani
aiiby — bran

d11d22 — d12421

Definition
Der Ausdruck Det(A) := aj1ax — aipaz1 heiBt Determinante der
(2 x 2)-Matrix A.

Determinante

Definition (Determinante)

Eine Abbildung det : Mat(n, K) — K heift Determinante, wenn sie
folgende Eigenschaften hat:

D1) det ist linear in jeder Spalte, d.h.

det(a;---aj—1 Aaj + pb; ajt1---an)
— Adet(al... aj ...an)_|_ludet(al...ai_1 biai+1"'3n)

fiir alle Spaltenvektoren ay,...,a,, bj € K" und A\, u € K.

D2) det ist alternierend, d.h. det A = 0, falls zwei Spalten von A
Libereinstimmen.

D3) det ist folgendermaBen normiert: det(1,) = 1, wobei 1,, := (e -
die Einheitsmatrix ist.

..en)
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Wir werden zeigen, dass es genau eine Abbildung det : Mat(n,K) — K
mit den Eigenschaften D1-D3 gibt.

Zunachst zeigen wir, dass D1-D3 eine Reihe weiterer Rechenregeln nach
sich ziehen.

333359

Satz
Sei A= (a1 ---ap) € Mat(n,K). Aus D1-D2 folgt fiir jede Permutation
o€S,:

(*) det(aa(l) c 00 aa(,,)) = 8(0) det A.

Beweis. Aus D1-D2 erhalten wir fiir i <
O:det(al+ajal+aj):det(alaJ)+det(aJal)

Hierbei ist die i-te und j-te Spalte angegeben. Die Auslassungspunkte
stehen fir ai---aj—1, dj4+1 - 3j—1 und aj+1 <. ap.

Das beweist (*) fiir jede Transposition o = 7.

Der allgemeine Fall folgt nun daraus, dass sich jede Permutation als
Produkt von Transpositionen schreiben lasst. [
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Satz

Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K) und \ € K. Aus DI1-D2 folgt, dass
Addition des \-fachen der j-ten Spalte von A zur i-ten Spalte von A
(i # j) den Wert der Determinante nicht dndert:

det(ar---aj—1a; + Aajajy1---an) = det(A).

Beweis. Aus der Linearitat in der i-ten Spalte folgt:

det(al ce-@j_14a; + )\aj ajy1- - a,,)

= detA+ Adet(---aj---a;--) = detA.
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Folgerung
Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K). Aus DI-D2 folgt: Falls rg(A) # n, so ist
det(A) = 0.

Beweis. rg(A) # n bedeutet, dass die Dimension des Bildes von A kleiner
als nist. D.h. aber, dass sich eine der Spalten a; als Linearkombination der
anderen schreiben l3sst:

aj = Z Ajaj.

J#i
Daraus ergibt sich

det A = det(a1 ---aj_1dj — Z )\jaj aj41° a,,) =0.
J#i

G 7

=0
O
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Berechnung der Determinante mittels Spaltenumformungen

Satz

Jede invertierbare Matrix A € GL(n,K) ldsst sich durch wiederholtes

Anwenden folgender zwei Spaltenumformungen in eine Diagonalmatrix
A = diag(A1,. .., An) = (A1e1- - Anep) dberfiihren:

S1) Vertauschen von zwei Spalten bei gleichzeitiger Multiplikation einer
der beiden mit —1 und

S2) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Folgerung
Fiir A invertierbar und A" wie im Satz gilt det A=det A" = A\ --- )\, #0.

o

Beweis der Folgerung
Die Spaltenumformungen S1-S2 dndern nicht den Wert der Determinante.

Somit erhalten wir aus dem Satz:
det A=det A Z A1 Andet(1,) Z A1\ O
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Beweis des Satzes: Da A invertierbar ist, ist rg(A) = n. Daher kdnnen
wir durch Anwendung des GauBalgorithmus auf die Spalten (statt auf die
Zeilen), mittels S1-S2 die Matrix A in untere Dreiecksgestalt bringen:

Diese Matrix hat Rang n, da die Umformumgen S1-S2 den Rang nicht
andern.

Also ist das Produkt A1 --- A, # 0.

Durch Umformungen S2 konnen wir deswegen alle Matrixeintrage
unterhalb der Diagonalen eliminieren und erhalten die gewiinsche
Diagonalgestalt A" = diag(A1, ..., An). ]
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Der GauBalgorithmus liefert auch:

Satz/UA

Fiir Blockdreiecksmatrizen gilt

A B A O
det(0 D)_det(C D)—detAdetD.

Hierbei ist A eine (n x n)-Matrix, D eine (m x m)-Matrix,
B eine (n x m)-Matrix und C eine (m x n)-Matrix.
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Wir fassen einige der bisherigen Ergebnisse zusammen:

Folgerung

Es gibt héchstens eine Abbildung det : Mat(n, K) — K mit den
Eigenschaften D1-D3.

Unter der Voraussetzung, dass eine solche Abbildung existiert, gilt:

A € Mat(n,K) ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0.

340 / 359




Explizite Formel fiir die Determinante

Satz (Explizite Formel fiir die Determinante)

Es gibt genau eine Abbildung det : Mat(n, K) — K mit den Eigenschaften
DI1-D3.

Die Determinante einer (n x n)-Matrix A = (aj;); ; ist durch folgende
Formel gegeben:

det A = Det A := Z e(o)as(1)1 " 3o (n)n-
o€Sy

Beweis. Da wir bereits wissen, dass es hochstens eine Abbildung mit den
Eigenschaften D1-D3 gibt, geniigt es D1-D3 fiir die Abbildung Det
nachzuweisen.
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Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:
D1:

> e(0)apyr -+ (Nag(iyi + 1bo(iyi) -+ ag(nyn

c€eS,

= ADetA+ pu Z e(0)asy1** bo(iyi** * Ao (n)n-

oc€ES,
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Explizite Formel fiir die Determinante
Weiter Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:
D2: Es geniigt zu zeigen, dass beim Vertauschen der Spalten

Det (aT(l) s aT(n)) = —DetA

-~

AT::

fiir jede Transposition 7. Aus A = A, folgt dann
Det A= Det A = —Det A und somit Det A = 0. Mit

o' :== o1 = o o7 haben wir 0 = ¢'7, e(c’) = —&(o) und somit

Det(Ar) = &(0)ag(yr(1)" " Ao(m)r(n)

o€eS,
= = > &0)a()r) dor(r(m)r(n)
O'IESn
= — Z 5(0/)30/(1)1 s aa/(n)n = —DetA
o’'eS,
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Weiter im Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:
D3: Seinun A=1,, d.h.

1, falls i=
ajj = 0jj = { s = (6;; heiBt Kroneckersymbol).
0 sonst

Daraus folgt

1, falls o=1d
5(7 T 5(7 n)n — ’
#(0) (L1 (m) {O sonst
und somit
Det(A) = Det(1,) = Y  &(0)0p1)1+** So(mn = 1.

oc€S,

[
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Berechnung von Determinanten

Die Berechnung der Determinante einer Matrix A € Mat(n, K) mittels der
Formel

det A=) 2(0)ay(1)1 " Au(m)n

o€ES,

ist wegen des schnellen Wachstums von card(S,) = n! fiir groBe n sehr
aufwandig.

Beachte, dass n! schneller wachst als jede Exponentialfunktion a”, a > 1.

Wir werden spater (im nachsten Semester) weitere Formeln zur
Berechnung der Determinante kennenlernen.
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Regel von Sarrus:
Wir erhalten fir n = 3:

a1 a2 a3
det | a1 ax ax3 = 3d11d22a33 + 312323331 + 313321332
a3l d32 4as33
—d13d22d31 — 412421433 — 411423432,

dabei entsprechen die ersten drei Terme den zyklischen Permutationen
(123), (231) und (312), die letzten drei den Transpositionen 713, 712 und
T23.

Man schreibt den 1. und 2. Spaltenvektor nochmal hinter die Matrix: Fiir
die ersten drei Terme betrachtet man die Diagonale und ihre Parallelen
(positives Vorzeichen), fiir die letzten drei die Nebendiagonale und ihre
Parallelen (negatives Vorzeichen).
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Satz (Determinantenmultiplikationssatz)
Aus D1-D3 folgt fiir alle A, B € Mat(n, K):

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Falls rg(A) < n, so ist rg(AB) < n und somit

det(AB) = 0 = det(A) det(B) = 0 - det(B).

Falls rg(B) < n, so ist ker(B) # 0 und somit ker(AB) # 0. Also ebenfalls
det(AB) = 0 = det(A) det(B) = det(A) - 0. Seien also A, B invertierbar.

Wir benutzen folgendes Lemma:
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Lemma
Jede invertierbare Matrix A € GL(n,K) schreibt sich als Produkt

A= DE - E,

wobei D € GL(n,K) eine Diagonalmatrix ist und die
E1, ..., Ex von folgendem Typ sind:

(1) E(.,j) = (eT(l)"'eT(n))a
(2) E(i,j,A) = (e1---ei—16i+ Aejejt1---ep).

Hierbei ist A € K, i # j und T € S, die Vertauschung von i und j.
Matrizen der Form (1) oder (2) heiBen Elementarmatrizen.
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Beweis des Lemmas. Wir bemerken zunachst, dass A — AE(i,j) die i-te
und j-te Spalte von A vertauscht und

A AE(i,j,\) das A\-fache der j-ten Spalte von A zur i-ten Spalte von A
addiert.

Des Weiteren gilt

E(i,j))™ = E(,))
E(i,j,\) = E(i,j,—\).
Wegen des GauBalgorithmus gibt es also Matrizen Fy,..., F, vom Typ

(1-2), so dass D = AF; - - - Fi eine Diagonalmatrix ist. Daraus folgt mit
Ey:=F 1. Ei=Fh

A=DF ' .. F ' =DE - E.
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Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes
Wegen des vorherigen Lemmas geniigt es det(AB) = det(A) det(B) fiir
den Fall zu beweisen, dass B eine Diagonalmatrix oder vom Typ (1-2) ist.

Fiir eine Diagonalmatrix B = diag(A1,...,An) gilt det B = A1 --- A\, und
somit

det(AB) = det(A1a1 - - - A\pan) 2 A1+~ A\p,det A = det Adet B.

Fir B = E(i,j) gilt det B = det(e (1) - e-(n)) = (7) det(1,) = —1 und
somit

det(AB) = det(ar(1) - ar(n)) =¢c(7)det A= —detA
= det Adet B.

Fir B= E(i,j, ) gilt det B =1 und somit
det(AB) =det(a; ---aj_1 aj + A\aj aj+1- - - ap) = det A = det Adet B. O
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Folgerung

(i)
det : GL(n,K) — (K*, )

ist ein Gruppenhomomorphismus.
(ii) Insbesondere gilt fiir alle A € GL(n,K):

det(A™1) = (det A) 7!

(iif)
SL(n,K) := {A € GL(n,K)|det A =1} C GL(n,K).

ist eine Untergruppe (die sogenannte spezielle lineare Gruppe).

Beweis. (i-ii) sind klar. (iii) folgt aus SL(n,K) = det™1(1). ]
Achtung: Fiir n > 2 gilt nicht det(A 4+ B) = det(A) + det(B)!

10 00
(z.B.A—(O O)undA—<0 1))
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Definition (Determinante eines Endomorphismus)

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, F € End(V') ein Endorphismus
und A= Mpg(F) € Mat(n, K) seine darstellende Matrix beziiglich einer
Basis B von V. Wir definieren die Determinante von F als:

det F := det A.

Behauptung: Dies ist wohldefiniert, d.h. die Definition hangt nicht von
der Wahl der Basis B ab.

Beweis. Sei B’ eine weitere Basis von V, A’ := Mg/(F). Dann entspricht
A einer Abbildung ¢z' o F o ¢g und A’ einer Abbildung ¢} o F o ¢
Letztere schreibt sich auch als

¢gr 0 dpodgt o Fopgopg'odp
)

d.h. A = SAS~!, wobei gbg,l o ¢ durch die Matrix S gegeben ist.
Also ist det A’ = det(SAS™!) = det S det A(det S)~1 = det A. O
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Orientierung

Definition
Sei V' ein endlichdimensionaler reeller VR. Zwei Basen B = (b, ..., b,)
und B" = (by, ..., b],) heiBen gleich orientiert, wenn der Basiswechsel

F =¢p o ¢§1 : V. — V positive Determinante hat.

Bemerkungen
o Beachte, dass F(b;) = ¢pdg'(bi) = ¢p:(e) = b
@ Die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B ist gegeben
durch die Abblldung ¢El o (¢B/ 0 ¢E1) ¢} ¢B = ngl ¢} gbB/ R" — R".
Insbesondere:

det F = det(dz" o ¢pr).
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Aquivalenzrelation

Definition
@ Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X. Wir
schreiben xRy fiir (x,y) € R.
o Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

(i) x ~ x fiir alle x € X,
(i) x~y =y ~ x und
(i) x~yundy ~z=xr~ z.

Jedes Element x € X definiert eine Aquivalenzklasse

[x] :=A{y € X|y ~ x}.
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Quotientenraum

Beispiel
Sei V ein Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann definieren wir eine
Aquivalenzrelation ~ auf V wie folgt:

X~y << x—yel.

V /U :={[x] | x € V} ist (in kanonischer Weise) ein Vektorraum, wobei
die Abbildung x +— [x] lineare Abbildung ist.
V /U heiBt Quotientenvektorraum von V nach U.
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Orientierung

Satz
Sei V ein reeller VR der Dimension n € N. Wir schreiben B ~ B’, falls B
und B’ gleich orientierte Basen von V sind.

(a) Die Relation “~" ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen
von V.

(b) Jede Basis B definiert eine Aquivalenzklasse

[B] .= {B’ Basisvon V|B ~ B}

und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen.

Beweis.
a) ist eine einfache Ubungsaufgabe.
b) Sei B = (by,...,bp) eine Basis. Jede Basis ist entweder gleich
orientiert zu B oder zu (—by, by, ..., b,). Daher gibt es genau zwei

Aquivalenzklassen.
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Orientierung
Definition

Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N. Eine Orientierung von
V' ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen von V.

Bemerkungen

@ Jede Basis B = (b1, ..., b,) definiert eine Orientierung [B]. Wie wir
gesehen haben, gibt es genau zwei Orientierungen [B] und
[B]°P = [(—b1, bo, . .., by)]. Letztere heiBt die zu [B]
entgegengesetzte (oder umgekehrte) Orientierung.

@ Automorphismen F € GL(V) mit det F > 0 heiBen
orientierungserhaltend, denn FB = (Fby, ..., Fb,) € [B] fiir jede
Basis B = (b1,...,b,). F € GL(V) mit det F < 0 heiBt

orientierungsumkehrend, denn FB = (Fby, ..., Fb,) € [B]°P fiir jede
Basis B.

v
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Orientierung

Beispiele |

@ Die kanonische Orientierung des R" ist die durch die kanonische Basis
definierte Orientierung [(e1, ..., ey)]. Die Basen (e, e3, €1) und

(—e2, e1, e3) definieren z.B. die kanonische Orientierung des R3.

@ Die Basis (e, €1, e3) definiert die entgegengesetzte Orientierung
[(_ela €2, 63)].

@ Die Drehung (um die z-Achse, entgegen dem Uhrzeigersinn um den

Winkel )
cospy —sing O
D=\ sinp cosp O
0 0 1

ist wegen det D = 1 > 0 orientierungserhaltend.
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Orientierung

Beispiele Il
Die Spiegelung (an der (x, y)-Ebene)

1 0 O
S=101 0
0 0 —1
ist wegen det S = —1 < 0 orientierungsumkehrend.
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