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Vorbemerkungen und Allemeine Information

Dies ist ein Skript zur Vorlesung

Mathematik IV fiir Studierende der Physik

v

Vorlesung

Mi. 8:15-9:45, Horsaal H4, Geomatikum (BundesstraBe 55),
Fr. 8:15-9:45, Horsaal H2, Geomatikum (BundesstraBe 55)

\

Ubungsgruppen: Geomatikum (BundesstraBe 55)
1. Mi. 10-12, Raum 432, Dr. Christian Bohning
2. Mi. 10-12, Raum 1241, Dr. Christian Bdhning
3. Mi. 12-14, Raum 432, Shevchishin
4. Der Termin wird verlegt! Siehe Web-Seite! )
1. Mo 08:30-10.30, SemRm 1
2. Mi 17.00-19.00 SemRm 1

JungiusstraBe 9, rechter Treppenaufgang, |. Stock.
Tutoren: Niklas Hiibel & Christian Pfeifer

V.
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Themen der Vorlesung

Themen der Vorlesung )

I. Funktionentheorie: Theorie der Funktionen einer und mehrerer komplexen
Veranderlichen.

1. Funktionalanalysis: Banach- und Hilbert-Riume, Spektraltheorie.

Zur Thema |.: Funktionentheorie

[Fi-Lie] W. Fischer, | Lieb; Funktionentheorie, Vieweg Verlag, 4. Auflage, 1985, 10. Auflage, 2009.
[Rud] Walter Rudin; Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1970
[Rem] Reinhold Remmert; Funktionentheorie 1, Springer Verlag, 3. Auflage, 1992.
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I. Funktionentheorie. 1. Komplexe Zahlen

I. Funktionentheorie
1. Der Korper C komplexer Zahlen

Der Kdrper R reeller Zahlen und seine Haupteigenschaften (algebraische und
topologische), sowie Haupteigenschaften von Euklidischen Rdumen R" werden als
(gut?) bekannt betrachtet.

Motivation. Der Hauptgrund, komplexe Zahlen einzufiihren, war das Problem, fiir jede
polynomiale Gleichung agz" 4+ a;z"~1+---4+a,_1z+ an, = 0 mit reellen Koeffizienten
ao, ..., an, insbesondere fiir jede quadratische Gleichung agz2+ a;z+a> = 0, eine
Lésung zu finden / zu haben. Die Formel

—ay£,/ a% —4agay

712 = 220
fiir die Lésungen der quadratischen Gleichung funktioniert nur dann, wenn der Wurzel
VA aus der Diskriminante A := a% —4apay existiert (als eine reelle Zahl). Und dies
gilt nicht immer. Also braucht man die Menge reeller Zahlen zu erweitern, um die
Lésungen polynomialer Gleichungen zu konstruieren. Insbesondere muss man
zumindest mit dem Wurzel /=1 =: i die Menge R erweitern, um jede quadratische
Gleichung zu lésen.

Es hat sich herausgestellt, und wurde relativ friih erkannt, dass dies auch hinreichend
ist: Mit der Einfiihrung von i = v/—1 bekommt jede polynomiale Gleichung eine

Lésung. Diese Aussage ist bekannt als Damit hat jede solche
Lésung z einer polynomialen Gleichung die Form x4+ y-i mit x,y € R, wobei die
Multiplikation z; - z» durch die Regel i-i = —1 bestimmt wird. Dabei
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I. Funktionentheorie. 1. Komplexe Zahlen

werden Ubliche Zahlen , reell” genannt, also , richtige"”, , tatsachlich existierende
GroBen*. Die formale ,, symbolische Lésung"! i =+/—1 der Gleichung z2 = —1
dagegen bekommt den Namen imagindre Einheit, und das allgemeine Konstrukt
x4+ y-i den Namen komplexe Zahl. Die Formalisierung fiihrt zur folgenden

Definition 1.1 (Komplexe Zahlen)

Die komplexe Zahlen sind die Ausdriicke z= x+iy mit x,y € R versehen mit der
Operationen

Addition: (x1+iy1)+ (x2 +iy2) = (x1 +x2) +i(y1 +y2), und

Multiplikation: (X1 + iy1) . (X2 + iy2) = (X1X2 = y1y2) + i(X1y2 + X2y1).

Die Komponenten x,y werden Realteil und Imaginiarteil genannt und mit R(z) bzw.
S(z) bezeichnet. Die Menge aller komplexer Zahlen wird mit C bezeichnet. Die
Ausdriicke x4 i0 und 0+ iy werden zu x und iy und gekiirzt, die entsprechenden
komplexen Zahlen heiBen reell und bzw. rein imaginar.

Satz 1.1 (Kdrper der komplexen Zahlen)

Komplexe Zahlen mit den Operationen von oben bilden einen kommutativen
algebraischen Kérper. Dies bedeutet insbesondere:

(Al) itz =2+21; (A2) (z1+22)+z3=214+(22+ 23);
(A3) 0+z=2z+0=2z (A4) (x+iy)+(—x+i(-y))=0;

(M1) z1z0 =2z0-z1; (M2) (z1-22)-z3 = 21-(22-23); (M3) 1.z=2z1=2;
(M4) fiir jedes z = x+iy # 0 existiert w = z~! = ;Zr'yyz mit zw=w-z=1,
(D) (znn+2)w=w(z1+2z)=z1-w+2-w.

IDie modernen Software-Paketen wie Maple und Matematica funktionieren im wesentlichen auf dem gleichen
Prinzip ,,symbolische Rechnung®.
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I. Funktionentheorie. 1. Komplexe Zahlen

Beweis. Die allen Eigenschaften sind offensichtlich oder kdnnen explizit iiberpriifen
werden. O

Definition 1.2 (Konjugation und Norm komplexer Zahlen)

Fiir eine komplexe Zahl z = x+ iy definiert man die konjugierte komplexe Zahl durch
z:=x—iy und die Norm |z| durch |z| := \/x?+y? = \/z-Z. Die Norm wird auch
Betrag oder (der) Modul genannt.

Lemma 1.2 (Eigenschaften der Norm)

Die Norm hat die folgenden Eigenschaften:
(NO) |z] =0« z=0; (NI1) |z-w|=|z|-|w]|;
(N2) |z4 w| < |z|+|w| (Dreiecksungleichung.)

Definition 1.3 (Die Ebene komplexer Zahlen)

| A

Zur Veranschaulichung wird jede komplexe Zahl z = x+iy mit dem Vektor (x,y) in
der Euklidischen Ebene R? identifiziert, und umgekehrt. Diese geometrische
Interpretation der Menge komplexer Zahlen wird die komplexe (Zahl)Ebene oder
GauBsche Zahlebene genannt. Dabei heiBen die x- bzw. y-Achsen die reelle und bzw.
imagindre Achse.

Dabei wird die Norm |z| = \/x2 + y?2 zur Linge/Betrag des Vektors (x,y), und das
(reelle) Skalarprodukt (z, w) kann mit der Formel R(zw) = R(zw) definiert werden.
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|. Funktionentheorie. 1. Komplexe Zahlen

Erinnerung. Die Polarkoordinaten eines Punktes (x,y) # 0 auf der Ebene R? sind

Radius r := \/x2 +y2 und der Winkel ¢ zwischen der positiven x-Achse und dem
Strahl von 0 durch den Punktes (x,y).

T ow

" Owl X

Abbildung 1: Polardarstellung und Winkeladdition.

Polardarstellung komplexer Zahlen

Die Polardarstellung einer komplexen Zahl z = x+ iy # 0 mit Polarkoordinaten (r,¢)
auf der komplexen Zahlebene C ist z = r-(cosp + ising) = rei®. Dabei ist der Radius
r die Norm |z| (< Betrag < Modul). Die Winkelkoordinate ¢ =: arg(z) heiBt das
Argument der komplexen Zahl z und ist eindeutig bis k-27 definiert. Normaleweise
wihlt/normiert man das Argument mit der Bedingung 0 < ¢ < 27 oder —7 < ¢ < 7.

Bemerkung. Spater werden wir zeigen, dass die Funktion e fiir alle komplexe Zahlen
z € C wohl-definiert ist, die Eigenschaft e?" = e?-e" hat, und die
e'¥Y = cosp+ising fir reelle ¢ erfiillt.
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I. Funktionentheorie. 1. Komplexe Zahlen

Lemma 1.3 (Multiplikation komplexer Zahlen in der Polardarstellung.)

Es gilt: rei®1.rei®2 = i py-eilP1te2)

Beweis. Man braucht die Formel (cosp+ ising)-(cosy +isiny) =

cos (¢ +1)+isin(e+1). Um diese zu beweisen, benutze man die Additionssitze fiir
trigonometrische Funktionen und verifiziere explizit die gewiinschte Formel.
Alternative Méglichkeit (was wir spiter tun werden) ist zu zeigen die Eulersche Formel

el? = cosp+ isinp mit Hilfe der Taylor-Reihen von entsprechenden Funktionen. O

Folgerung: Geometrische Bedeutung der komplexen Multiplikation

Fiir w # 0 € C besteht die Abbildung z € C+— w-z € C aus:
(i) Drehung um den Winkel ¢ = arg(w);
(ii) Ausdehnung/Streckung mit dem Koeffizienten r = |w]|.

Definition 1.4 (Komplexe Polynome)

Ein komplexes Polynom von Variablen zi,...,z, ist eine endliche Summe
P(z)=>,az. .. -zl mit I = (i1,...,in) ein Multiindex und mit komplexen
Koeffizienten a;, und auch die dadurch definierte Funktion/Abbildung P : C" — C.
Eine Nullstelle eines Polynoms P(z1,...,zp) ist ein Punkt a= (a1,...,an) € C" mit
P(a) =0.

Universitat Hamt Dr. lod Shevchishii Mathematik fiir Physiker IV Seite 8




Hauptsatz der Algebra.

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Korpers C komplexer Zahlen ist die
algebraische Abgeschlossenheit gegeben durch den folgenden

Satz 1.4 (Hauptsatz der Algebra)

Jedes komplexe Polynom p(z) = apz? +a1z9=1 4 ---+ag_1z+ay hat eine Nullstelle
a € C und deshalb lisst sich zerlegen in lineare Faktoren
p(Z) = ao(z — )\1)(2 — )\2) soo (Z — )‘d)-

Vergleich von (algebraischen) Eigenschaften von reellen und komplexen Zahlen

Beide Mengen mit der iiblichen algebraischen Operationen sind kommutative
algebraische Korper. Beide haben die Norm / den Betrag |x| bzw. |z|, die zur
Definition der Topologie / Konvergenz benutzt werden kann. Beide sind vollsténdig,
dass heiBt jede Cauchy-Folge in R oder in C konvergiert.

C ist algebraisch abgeschlossen, R dagegen hat die Ordnung-Relation , <": Fiir jede
zwei Zahlen a,b € R kann man sagen, welche von ihnen groBer ist: a < b oder b < a.
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2. Topologie und Gebiete in C.

2. Topologie und Gebiete in C.

Der komplexe Euklidische Raum C” ist das Produkt Cx --- xC von n Kopien von C.
C" ist ein komplexer Vektorraum, isomorph zu R2" als ein reeller VRaum. Der Raum
C" wird mit dem Hermiteschen Skalarprodukt

Z=(z1,-..,2n),W=(Wy,...,wn) €EC" > (z,w) := 37| Zjw;.

Der Realteil (z,w)r := R({z,w)) ist das ,gewdhnliche" reelle Skalarprodukt in R2".
Dabei ist das Quadrat (¥, V) das Normquadrat ||¥||? des Vektors ¥.

Die Norm in C und C" definiert die natiirliche Abstandsfunktion d(z,w) = ||z — w||
und damit macht C und C" zu einem metrischen Raum. Die Bille in C bzgl. dieser
Abstandsfunktion sind Kreisscheiben / Disken

A(z0,R) :={z€C:|z—zy| < R} = Ar(z0). Die Einheitskreisscheibe

A(0,1) ={|z| < 1} wird mit A bezeichnet. In héherer Dimension C" mit n > 2
benutzt man die Notation B(V, R) fiir die Bille, und betrachtet andere spezielle

., ballformige” Mengen: Polyzylinder (auch Polydisks genannt). Dies sind Produkte
A(z1,n)X -+ XA(2n, rn) und werden mit A"(z,F) bezeichnet, dabei heiBt
z=(z1,...,2n) der Mittelpunkt / das Zentrum und ¥ = (r1,...,rn) der Polyradius
(oder Multiradius) des Polyzylinders A"(z,7). In dem Fall r; = r schreibt man
A"(z,r) und nennt r Radius. Die Menge A%(z,7) (n=2) heiBt Bizylinder.

Eine Teilmenge U in C, R" oder C" ist offen falls sie als Vereinigung von Billen (in C
Kreisscheiben) dargestellt werden kann (Unendliche aber abzihlbare Vereinigung
reichen). Ein Gebiet ist eine offene zusammenhingende Menge G C C, d.h., jede zwei
Punkte in G kénnen mit einem Weg / Pfad verbunden werden.
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2. Topologie und Gebiete in C. Kompakte Teilmengen.

Erinnerung. Die Definitionen von Abstandsfunktion, eines metrischen Raums, von
Konvergenz einer Folge in einem metrischen Raum, einer Cauchy-Folge in einem
metrischen Raum, eines vollstandigen metrischen Raums, eines normierten
Vektorraums und eines Banach-Raums kann man z.B. im Skript der Vorlesung
Mathematik fiir Physiker 111,(Dies ist ein Hyperlink) S. 24ff. finden.

Definition 1.5 (Abschluss einer Menge. Rand eines Gebietes)

Der Abschluss eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,dx) (z.B. C mit
dc(z,w) := |z —w|) ist die Menge A C X von Grenzwerten lim x,, von Folgen aus A.
Anders gesagt, x € A <= 1 Folge x, € A mit x =limx,. Damit gilt immer A C A.
AuBerdem gilt es immer A= A.

Eine Teilmenge A C (X, dx) ist abgeschlossen <= A= A.

Der Rand einer offenen Menge U C R" (z.B. eines Gebietes G C R") ist die Menge

AU := U\U. Das sind genau die Punkte, die in U nicht liegen, aber mit einer Folge
aus U erreicht werden kénnen.

Tatsachen. 1. A C (X, dx) ist abgeschlossen <= U := X\A ist offen.
2. U CR" ist offen = V :=R"\U ist auch offen und U = 3V.

Definition 1.6 (Kompakte Mengen)

Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes (X, dx) (z.B., eines normierten Raumes
(V, |- llv)) heiBt kompakt oder ein Kompaktum, falls jede Folge x,, aus K eine
Teilfolge xy, zuldsst, die den Grenzwert limy__, o, Xy, in K besitzt. (Fiir Details siehe
[Rem], Kap. 0, §2.)
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http://www.math.uni-hamburg.de/home/shevchishin/MfPh-3/mfph3-skript.pdf

Vollstindigkeit von C. Kompakte Teilmengen in C".

Satz 1.5 (Vollstindigkeit von C und C". )

(Topl) Die Riume R", und insbesondere C und C", sind vollstindig bzgl. der Norm || - ||
und damit Banach-Riume.

(Top2) Eine Teilmenge K von R", und insbesondere von C oder C", ist kompakt <— K
ist beschrinkt und abgeschlossen.

| A\

Konvergenz von Funktionsfolgen

Es sei (X, dx) ein metrischer Raum und £, (x) eine Funktionsfolge auf X mit Werten
in C. AuBerdem sei p ein MaB auf X (z.B., Lebesgue-MaB auf Gebieten G C R"). Wir
werden die folgenden Konvergenzarten von f,(x) betrachten.

1. Punktweise Konvergenz: lim, . £, (x) = f(x) fiir jedes x € X.

2. Konvergenz fast iiberall: lim, . f, (x) = f(x) fiir alle x € X auBer einer
p-Nullmenge N C X.

3. LP-Konvergenz: lim, . ||f,(x) — f(x)H,_p(X,M) =0

4. GleichmiBige Konvergenz: lim, . ||f, (x) — f(x)|lsup = 0.

5. GleichmaBige Konvergenz auf kompakten Teilmengen: Fiir jede kompakte
Teilmenge K C X gilt: lim,— oo ||/ (x) — f(X)”sup(XEK) =0.

Spéter bei der Untersuchung von holomorphen Funktionen die letzten zwei
Konvergenzarten werden besonders wichtig.
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3. Analytische Funktionen.

3. Analytische Funktionen. Potenzreihen.

Definition 1.7 (Potenzreihen)

Eine (formale) Potenzreihe ist eine unendliche Summe der Form

> o (z1 —z)1. ... (za—2z})"n. Dabei heiBen z* := (zf,...,z}) der
Entwicklungspunkt, z = (z1,...,z,) Variablen/Verdnderlichen, die einzelnen Produkte
a(z1—zf)1-...(zn— z)" =: a;-(z — z*)! Reihenglieder oder Terme, a; = A, in)

Koeffizienten der Potenzreihe, |I| := i1 + -+ in der Grad des Terms a;-(z—z*)'. Die
Teilsumme Z“l:d aj-(z—z*)! heiBt die homogene Komponente (oder homogener

Teil ) der Reihe von Grad d. Die Reihe ist endlich falls nur endlich viele Koeffizienten
a; nicht Null sind. Endliche Reihen sind Polynome.

Wir betrachten meistens komplexe oder reelle Polynome, d.h., Koeffizienten a; sind
komplex oder reell. Man merke, dass die Koordinaten z* des Entwicklungspunktes
auch als (unabhingige) Variablen/Verinderlichen betrachtet werden kdnnen.

Die Menge der Potenzreihen der Form Z;’lo =0 a/-zf-...-z,',” mit komplexen

Koeffizienten bezeichnet man mit C[[z1,...,zy]] und nennt die Algebra formaler
Potenzreihen.

Die Menge komplexer Potenzreihen mit einem festen Entwicklungspunkt z* bilden
eine Algebra iiber C, d.h., man kann solche Reihen addieren und miteinander und mit
einem Skalar a € C Multiplizieren. Eine solche Reihe ist invertierbar gdw. der freie
Koeffizient ag (= freie Term) nicht Null ist.
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3. Analytische Funktionen.

Beweis. Die Aussage iiber die Addition und Multiplikation mit einem Skalar ist
offensichtlich. Beim Berechnen des Produktes zweier Potenzreihen f =3, a;-(z — z*)
und g =3, by-(z —z*)’ umgruppieren wir diese in homogene Komponenten:

f= Z;')ioz“\:ial‘(Z*Z*Y und g =3 703" by-(z—z*)!. Dann wird das
Produkt wie folgt umgruppiert: f-g => 32, Zf‘j:o ZW:'—1|J|:C’*" ajby-(z—z*)!*7. Also
bekommt man eine unendliche Reihe von endlichen(!) Summen, und jede diese Summe
ist die homogene Komponente des Produktes. Damit ist das Produkt wohl-definiert.
Um eine Reihe f =3, a;-(z — z*)' mit ag # 0 zu invertieren, schreiben wir die Reihe
in der Form f = ap(1 +ao_1 Z\I\}l a;-(z—z*)") und bezeichnen

!

fo:= ao_lz‘,‘>la,~(z—z*)’. Damit lasst sich f~! mit der Hilfe der Formel der
geometrischen Reihe wie folgt reprisentieren: f=1 = a=1.(1+3°¢2, (—1)%ff). Fiir
jedes k > 1 ist die Potenz fb" der Reihe fy wohl-definiert. Die einfache aber wichtige
Beobachtung ist, dass homogene Komponenten von Grad d < k jeder Potenz fo"

verschwinden. Damit hat die unendliche Summe S22, (—1)%f} nur endlich viele
Summanden in von jedem vorgegebenen Grad d. Dies zeigt, dass die Summe
f~l=a"1(1+ 32, (—1)%f}) wohl-definiert ist. O

Konvergenz numerischer Reihen

Erinnerung. Eine numerische Reihe >-7°; a; (mit a; in einem Banachraum (V|| -|lv),
meistens in R oder C) konvergiert falls der Limes limp_, vazl a; existiert, und
absolut konvergiert falls die die Reihe Y-, ||aj||v (bzw. Y2 |ai| fiir a; € C)
konvergiert. Der Limes limy_, vazl aj heiBt die Summe der Reihe 3°°; a;. Eine
absolut konvergierte Reihe ist konvergent, und die Summe einer solchen Reihe ist
unabhingig von beliebigen Umtausch von Summanden.
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Konvergenzradius

Definition 1.8 (Konvergenz von Potenzreihen. Analytische Funktionen)

Eine Potenzreihe f = 3", a;-(z— z*)! konvergiert in einem Punkt w = (w1, ..., wp)
falls die numerische Reihe 7%, (Zl’lzf aj(w —z*)!) konvergiert. Die Potenzreihe
f=>,a-(z—z*)" absolut konvergiert im Punkt w = (w1,...,w,) falls die

numerische Reihe f =Y, |a;(z— z*)!| absolut konvergiert. Eine Potenzreihe
f=>,a-(z—z*)" heiBt konvergent falls es ein € > 0 existiert, so dass die Reihe f in
Jjedem w mit |w — z*| < e absolut konvergiert.

Eine Funktion (reell oder komplex) F(x) = F(x1,...,xn) in einem Gebiet G C R" heiBt
reell-analytisch falls Vx* = (x{,...,x}) € G 3e >0 3 Potenzreihe f =3, a;-(x — x*)'
(mit reellen bzw. komplexen Koeffizienten a;) die fiir alle x mit |x — x*| < & zu F(x)
absolut konvergiert.

Eine Funktion F(z) = F(z1,...,zn) in einem Gebiet G C C" heiBt komplex-analytisch
falls Vz* = (zf,...,z¢) € G e >0 3 komplexe Potenzreihe f =", a;-(z —z*)! die fiir
alle z mit |z —z*| < e zu F(z) absolut konvergiert.

In beiden Fallen heiBt die entsprechende Reihe 3", a;-(x — x*)! bzw. 3, a;-(z — z*)'
die Entwicklungsreihe oder (Potenzreihe)entwicklung der Funktion F um den
(Entwicklungs)punkt x* bzw. z*.

Lemma 1.7 (Konvergenzradius einer Potenzreihe)

Fiir jede Potenzreihe f(z) = 72 an-(z—2z*)" in einer komplexen Variablen z
existiert ein eindeutiges R € [0,+00] mit den folgenden Eigenschaften:

(KR1) Die Reihe f(z) =Y {2 qan-(z—z*)" absolut konvergiert fiir alle z mit
lz—z*| < R;

(KR2) Die Reihe f(z) =>"72,an-(z—z*)" divergiert fiir alle z mit |z—z*| > R.
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Konvergenzradius. Glattheit analytischer Funktionen

Beweis. Es sei R :=sup{r >0: die Folge |an|-r" ist beschrénkt}. Dann Vr > R ist die
Folge |an|-r" nicht beschrankt, und folglich kann die Reihe >~7°  ap-(z — z*)" mit

|z —z*| = r nicht konvergieren (da das Verschwinden |a,-(z —z*)"| — 0 eine
notwendige Bedingung fiir Konvergenz ist).

Nun sei r < R. Fixiere p mit r < p < R. Dann ist die Folge |an|-p" beschrinkt. Es sei
M :=sup{|an|-p"}. Dann |an|-r" < M-(ﬁ)" und damit >°7°|an-(z —z*)"| <

iOM-(ﬁ)":%<+ooﬂ]rallezmit lz—z*=r. O

Folgerung: Cauchy-Hadamard-Formel.

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe Y °° ap-(z—z*)" kann mit der
Cauchy-Hadamard-Formel

R = (limsup </ \a,ﬂ)il = liminf ({/]an])
n— oo n— oo

berechnet werden.

| \

Satz 1.8 (Glattheit und Taylor-Reihen analytischer Funktionen)

i) Jede reell-analytische Funktion F(x) in einem Gebiet G C R" ist glatt, d.h.,
unendlich differenzierbar. Dariiber hinaus, fiir jeden Punkt x* € G ist die
entsprechende Entwicklungsreihe 3", a;-(x — x*)! die Taylor-Reihe von F(x) um den

Punkt x*.
i) Jede komplex-analytische Funktion F(z) von Variablen z = (z1,...,z,) mit
z; = x; + iy; ist reell-analytisch bzgl. den reellen Variablen (x1,y1,...,Xn,¥n).

v

Universitat Hamt Dr. lod Shevchishii Mathematik fiir Physiker IV Seite 16




Glattheit analytischer Funktionen

Fiir den Beweis brauchen wir das folgende

Hilfslemma. Fiir jede d,n € N gibt es genau ("7, 7) = (G (d L)

Multiindizes | = (i1,...,,in) mit iy € Ng und |l|: =i+ ---+ip=d.

Beweis. Zu jedem Multiindex | wie oben wird die Folge mg : =0, m; :=1+11,
my:=2+h+i,..mp_1:=n—1+i+-+ip_1, mp= n+i1+ -+ in zugeordnet.
Dann mp=0<m <my<:---<mp_1<mp=n+dund iy =my —my_; —1.
Insbesondere kann man den Multiindex | = (i1,...,in) aus der zugehdrigen Folge (m;)
“wiederherstellen”. Also ist die Anzahl von Multiindizes | = (i1,...,in) gleich die
Anzahl von Folgen (m;) mit mp=0<m <my <---<muy_1 < mp=n+d. Dabei
merkt man, dass die Werte mg =0 und m, = n+ d fest sind, so dass die restlichen
Werte stets eine (n— 1)-elementige Teilmenge der Menge {1,2,...,n+d — 1} bilden.
Die elementare Kombinatorik sagt uns nun die Formel N = ("td_zl) fiir die Anzahl von

solche Teilmengen. O
Beweis des Lemmas. i) OEdA kdnnen wir tiberall x* =0 bzw. z* = 0 setzen.

Es sei f(x) = 27202 /= a1 x! eine Potenzreihe, die in einem x* = (x;",...,x7) mit
x #0 (fiir jede Koordinate x;) absolut konvergiert. Es sei r := min{|x;"],. |X+|}.

Dann ist die Wertemenge {|a;| r!!l} beschrankt, |a;| r!'l <M und damit |a,| M <7

Nun sei x = (x1,...,xn) ein Punkt mit |x;| < r’ < r. Dann kénnen wir die Reihe
f(x)= Ziioz:m X a;x" in diesem Punkt wie folgt absolut abschitzen:

k— / k—
S0 Xpijeklanx | <R (5 M- (5)F Da (I = (k1) (k=)
ein Polynom von Grad n—1 bzgl. der Variablen k ist,

7

limy oo § (”+k 1) M- (’T)k = L/ < 1. Das Wurzelkriterium sagt uns, dass die Reihe
f(x)= Zk Ozlf\ ka,x in Jedem Punktx_(x17 -3 Xn)
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Glattheit analytischer Funktionen

mit max{|x;| : i=1,...,n} =:r' < r absolut konvergiert. Es sei

Qr :=[—R,R]Xx -+ x[—R,R] der n-dimensionaler Wiirfel mit der Seite 2R. Die obige
Abschitzung zeigt die gleichmiBige absolute Konvergenz der Reihe

F(x) =220 22 1)=k a;x! in jedem Wiirfel @, mit r’ < r. Damit ist die Summe dieser
Reihe eine stetige Funktion in jedem Wiirfel Qs mit r’ < r und damit im Wiirfel Q.

Nun sei 7 ) =2"k20 2 1= ka, x! die gliedweise partielle Ableitung von der
Reihe f(x). Dann a 68X =i a/X mlt I"=(i1,...,ij—1,...,ip) und i; <|/]. Damit
fiir jeden Punkt x = (x17 Sxp) mit max{|x;| : i=1,...,n} =:r' <rgilt

/\k—1
> !a, X | "+k 1) M-{Z) " Wie oben benutzen wir den Wurzelkriterium,
1=k |81 B ok

und der Limes limy_, \/k "+k 1) M~('/2$ = ’7' < 1 sagt uns, dass die abgeleitete
Reihe Zk:oZm:k ay 6‘ij in Jedem Punkt x = (x1,...,xn) mit

max{|x;| : i=1,...,n} =:r’ < r absolut konvergiert. Dariiber hinaus ist die Summe
der abgeleiteten Reihe die Ableitung des Summe der Reihe %f(x). Dies bedeutet,

dass die Funktion f(x) gegeben durch die Reihe 3, a;x' ist glatt in dem Wiirfel @,

alJlf
mit r > 0 und dass jede Ableitung Ep J(X) in jedem Punkt x € Q, als die Summe der
abgeleitenden Reihe berechnet werden kann. Dies beweist, dass die Reihe >, a;x! die

Taylorreihe der Funktion f(x) im Punkt x* =0 ist.

i) Die Substitution z; = x; +iy; macht aus jeder komplexen Potenzreihe Z,a/z’ eine

Potenzreihe von reellen Variablen (x1,y1,...,Xn,yn). Die Bemerkung, dass die absolute
Konvergenz der komplexen Reihe >, a;z! zu der absoluten Konvergenz der Reihe

Sran(x+ iy) ist, l3sst uns die zweite Aussage des Lemmas schlieBen. O
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Komplexe Differenzierbarkeit

4. Komplexe Differenzierbarkeit.
Erinnerung. Eine Funktion f(x) einer reellen Variablen x € (a,b) =: I heiBt

differenzierbar in einem Punkt x* € | falls es existiert der Limes limy_, ,* %

Die Umformulierung dieser Definition fiir Funktionen F(xi,...,xn) mehrerer Variablen
X =(x1,...,xn) ist das lokale Verhalten

F(X) = F(X*) = dF (X*)(X = X*) +o(|IX = X"[)
im Umgebung des Punktes X* = (x{',...,x; ), wobei dF(X*)(V) eine lineare
Funktion/Abbildung bzgl. V ist. Dies bedeutet, dass der Zuwachs F(X) — F(X*) ,,in
wesentlichen® (d.h., bis auf Terme kleinerer Ordnung) linear ist. Der entsprechende
lineare Term dF(X*) (lineare Abbildung) heiBt das Differential der Funktion F(X) im
Punkt x*.
In dieser Form bleibt die Definition unverindert fiir die Funktionen F(X) mit Werten in
C, RN und Banachraumen (V|| -||v).
Wenn aber beide der Definitionsbereich z € G und der Wertebereich einer Funktion
f(x) komplex sind, kann man natiirlicherweise fragen, ob das Differential auch eine
komplex-lineare Abbildung ist.

Definition 1.9 (Komplexe Differenzierbarkeit.)

Eine Funktion F(z) = F(z1,...,2n) in einem Gebiet G C C" mit Werten in C (oder in
C" oder in einem kplxen Banachraum V) ist komplex differenzierbar in einem Punkt
z* = (zf,...,2y) falls

F(z) - F(z%) = dF(z")(z = 2") +o(|lz— 2" ])
mit einer komplex linearen Abbildung dF (z*)(V). D.h., komplexe Differenzierbarkeit
bedeutet die Differenzierbarkeit mit dem komplexen Differential dF (z*).
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Komplexe Differenzierbarkeit. Holomorphe Funktionen.

Definition 1.10 (Holomorphe Funktionen.)

Eine komplexe Funktion F(z) = F(zi1,...,2) in einem Gebiet G C C" heiBt holomorph
falls sie Cl-glatt und kplx-differenzierbar in jedem Punkt z € G ist.

Wir werden zeigen, dass holomorphe und kplx. analytische Funktionen dasselbe ist.
Die Funktionentheorie kann man als die Theorie holomorpher Funktionen einer
komplexen Verdnderlichen definieren.

Zuerst bekommen wir

Lemma 1.9 (Komplexe Differenzierbarkeit in einer Veranderlichen)

Eine komplexe Funktion F(z) in einem Gebiet G C C ist komplex differenzierbar in
einem Punkt z* € G gdw.

. f(z*
3 hmz—>z* (22*7
und dann ist der Limes die komplexe Ableitung f'(z*) von f(z) im Punkt z*.

Eine C'-glatte Funktion F(z) in G ist holomorph gdw. der Limes oben in jedem Punkt
z* € G existiert.

Beweis. Folgt aus der Definition/Bedeutung des Symbols o(¢(z)). O

Als nachstes werden wir die Begriffe reeller und komplexer Differenzierbarkeit
vergleichen. Dazu vergleichen wir die Begriffe reeller und komplexer linearer
Abbildungen.
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Komplexe Differenzierbarkeit

Nachtrag. Reell und komplex lineare Abbildungen

Es seien V und W komplexe VRaume, und @ : V — W eine Abbildung. ® ist
o R-linear & d(aivi +aovr) = ayP(v1) + ax®(v2) fiir alle ag,as reell;
o C-linear & ®(a1vi + aava) = a1 ®(v1) + aa®(v2) fiir alle ag,an komplex;
o antilinear & d(a1vi +asvr) = a1 P(va) + axP(v2) fiir alle ag, ax komplex;
und fiir alle vi,vo € V.

Beispiele. Jede komplex lineare und jede antilineare Abbildung ist reell linear. Die
Abbildung z € C+ a-z € C mit festen a € C ist komplex linear, die Abbildung

z € Cr z € C antilinear. Die Abbildungen z € C — %(z) € R C C und

z€Cr J(z) € R CC sind reell linear, aber weder komplex noch anti-linear.

Lemma 1.10 (Zerlegung einer R-linearen Abbildung in C-linearen und antilinearen

Teil.)

Jede reell lineare Abbildung ® : C — C hat die Form ®(z) = a-z+ b-zZ mit eindeutig
definierten komplexen Konstanten a, b.

Beweis. Es seien (x,y) die reellen Koordinaten in C als Definitionsbereich und (u,v)
die reellen Koordinaten in Wertebereich C. Dann bedeutet die R-Linearitdt die
folgende Abhingigkeit der Koordinaten: u= ayx+ B1y und v = asx + B2y. Nun
setzen wir die Formeln w = u+iv, x =R(z) = ﬁ und y =S(z) = Z;z ein und
bekommen w = 1 ((a1+32) +i-(c2 — 1)) 2+ % ((oé1 —B2) +i-(az+pr)) 2. |
Die Abbildungen z — a-z und z +— b-Z sind komplex und bzw. anti-linear. Wir

méchten dlese Zerlegung an das leFerentlaI einer komplexen Funktion anwenden.
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Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 1.11 (Operatoren -2

0z

E
und 5.

Es sei f(z) eine Funktion in einem Gebiet G C C differenzierbar in einem Punkt
z* € G. Die Operatoren der Differentiation nach z und bzw. nach z werden durch die

Formeln
of .\ . of(z*) .o0f(z*) n of(z*) .0f(z*)
E(Z)'_2< Ox ! dy ) nd E(z)_i( Ox ! dy )

definiert, (Bitte Vorzeichen +/— beachten!) und komplexe/holomorphe und bzw.
antikomplexe/antiholomorphe Ableitung genannt. Die alternative Notation ist
0. (z*) = f}(z*) und 9zf(z*) = 1 (z*).

Lemma 1.11 (Differential und komplexe Ableitungen)

Es sei f(z) eine Funktion in einem Gebiet G C C differenzierbar in einem Punkt

z* € G. Dann
f(z)‘f(z*):%-(z *)+8f§f ). E=7) +ollz— 2.

Insbesondere sind die komplexe und antikomplexe Ableitungen die Koeffizienten der
komplex-linearen und antilinearen Teile des Differentials df im Punkt z*.

Beweis. Direkte Uberpriifung der Gleichheit
(%) (z=2")+ £(z7)-(z = 2) = £(z")- (x = x*) + £(z")-(y —y")- O

Universitat Hamt Dr. lod Shevchishii Mathematik fiir Physiker IV Seite 22




Cauchy-Riemannsche Gleichungen

Folgerung 1.12

Eine Cl-glatte Funktion in einem Gebiet G C C ist holomorph gdw. die
Holomorphiegleichung % =0 in diesem Gebiet erfiillt.

N

Satz 1.13 (Cauchy-Riemannsche Gleichungen)

Es sei F(z) eine Cl-glatte Funktion in einem Gebiet G C C mit den Realteil
f(x,y) =R(F(x+iy)) und Imaginirteil g(x,y) = S(F(x+iy)). Dann ist F(z)
holomorph in G gdw. die reellen Funktionen f(x,y), g(x,y) das folgende System
partieller Differentialgleichungen, genannt Cauchy-Riemannsche Gleichungen, erfiillen
of Og of g
ox Oy y ox

Beweis. Man iiberpriife direkt die Formel 2~% = (% - %5) + |(g—; + %) O

Kalkiil der Differentialoperatoren 0x,0y,0z,0z.

(Dz1) Die Operatoren 9;,0; erfiillen die iiblichen Regeln. Insbesondere

) _ ) _ 0 9 9 _ 0 F) o f _ fie—fg
s konst =0, S (ftg)=g,ft5.8 5;(fg)=35;fg+f 58 9zg 2
) _ ) _ 0 ) ) _ 0 Fo) o f _ fe—feg
sskonst =0, =(ffg)=zftsg, 5=(fg)= e+l 5=8g, Be=

(Dz2) Die gemischte Ableitungen £/2, /2" usw. sind unabhingig von der

xz3'zzy

Ableitungsreihenfolge falls die Funktion entsprechend glatt genug ist.
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Kettenregel fiir komplexe Ableitungen

Proposition 1.14 (Kettenregel fiir komplexe Ableitungen.)

Es seien f(z) und g(w) zwei komplexe Funktionen einer komplexen Verdnderlichen
z€ UCC und bzw. w € V CC, die in z* und bzw. in w* = f(z*) differenzierbar
sind, und so dass f(U) C V. Dann gilt fiir h(z) := g o f(z) die folgende Kettenregel.
O(gof) _ Og of | Og OF O(gof) _ g of 4 Og OFf
oz ow 0z ow Oz o0z ow 0z ow 0z
wobei die Ableitungen von h=gof, f und bzw. g in Punkten z* und bzw. w*
berechnet werden.

Beweis. Es seien (u,v) der Real- und Imaginirteil der Variablen w = u+iv, und
p(u,v) :=R(g(u+iv)) und Y(u,v) :=S(g(u+iv)) der Real- und Imaginarteil der
Funktion g(w). Dann gelten fiir pof(x,y) und ¥ o f(x,y) die iibliche Kettenregel.
Nun kombiniert man diese mit der Definition von (anti)komplexen Ableitungen %

'z
dg
a5 usw. O

Faustregel fiir komplexe Ableitungen

Bein Differenzieren nach zueinander konjugierten Variablen z und z kann man so tun,
als ob z und z zwei voneinander unabhangige Variable sind.

Warnung. Diese Faustregel folgt nicht aus der Analysis von Funktionen mehrerer
reeller Variablen, sondern muss in jedem einzelnen Fall bewiesen/gezeigt werden.
Meistens ist dies nicht schwer. Siehe auch die Diskussion in Kap.1, §4 von [Rem].
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Holomorphe und harmonische Funktionen.

Erinnerung. Fiir eine C?-glatte (reelle oder komplexe) Funktion f(x,y) in einem Gebiet
G C C ist der Laplace-Operator definiert durch Af := 8§Xf+8§yf. Eine C2-glatte
(reelle oder komplexe) Funktion f(x,y) in G C C ist harmonisch falls Af =0

Satz 1.15 (Relation zwischen holomorphen und harmonischen Funktionen.)

(Harl) Fiir eine C2-glatte Funktion f(x,y) in einem Gebiet G C C gilt: Af = 6‘92
(Har2) Es sei f(x,y) harmonisch in einem Gebiet G C C. Dann ist die Funktion h:= g—

holomorph in G.

(Har3) Es sei F(z) holomorph und C?-glatt in einem Gebiet G C C. Dann sind die
Funktionen f(x,y) := R(F(x+iy)) und g(x,y) := S(F(x+iy)) beide
harmonisch in G.

Bemerkungen. 1. Die Funktion f(x,y) in (Har2) kann reell oder komplex sein, aber
die Funktion h:= % wird in beiden Fallen komplexwertig.

2. Spater werden wir zeigen, dass jede holomorphe Funktion analytisch und damit
glatt ist. Deshalb ist die zweite Bedingung von C2-Glattheit von F(z) in (Har3) die
Folgerung der Holomorphie.

- B2f 2%f %f
Beweis. (Harl) 4- 5705 = (— - |—)((9X +igs )f ax2 + ay2 +i (8x6y ~ 5,0
= Af. Man merke, dass wir die Gleichheit der gemischten Ableitungen Wafy = 8‘325)(
benutzt haben.
(Har2) Zh=

62221‘ = %Af =0, also ist h(z) holomorph nach der Folgerung 1.12.
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5. Komplexe Integralrechnung.

- . 2 2 —
(Har3) f(x,y) = R(F) = 3(F +F) und damit 0 = 8AF =252 f =2 (F+F)
9 OF

5. Komplexe Integralrechnung.

In diesem Paragraph werden wir die wichtigste Begriffe und Tatsachen der
Integrationstheorie kurz zusammenfassen. Die Referenzen sind die entsprechende

Kapiteln in Biichern [Rem] und [Fi-Lie] und die vorige Vorlesung Mathematik fiir
Physiker I11.
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