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Aufgabe 1. (4 Punkte). Das fast-periodische Skalarprodukt 〈f(x), g(x)〉FP zweier Funktionen

f(x), g(x) ∈ L∞(R) ist definiert durch

lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
f̄(x)g(x) dx

falls der Limes existiert. Zeigen Sie, dass die Funktionen cos(αx), cos(βx), sin(αx), sin(βx)

mit α 6= β ∈ R zueinander orthogonal bzgl. des fast-periodischen Skalarprodukts sind und

berechnen Sie die fast-periodische Norm ‖f(x)‖L2
FP (R) := (〈f(x), f(x)〉FP )1/2 dieser Funktio-

nen.

Aufgabe 2. (4 Punkte). Es sei (H, 〈·, ·〉) ein Prähilbertraum.

(a) Zeigen Sie die Parallelogrammgleichung

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2‖v‖2 + 2‖w‖2

für alle v, w ∈ H.

(b) Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt aus der Norm mit der Formel

4〈v, w〉 = ‖v + w‖2 − ‖v − w‖2 + i‖v + iw‖2 − i‖v − iw‖2

berechnet werden kann.

Aufgabe 3. (4 Punkte). Es sei T : `2 → `2 der Operator gegeben durch

T : (a1, a2, a3, a4, . . .) 7→ (0, a1

1
, a2

2
, a3

3
, . . .)

(a) Zeigen Sie die Abschätzung ‖T k‖op 6 1
k!

.

(b) Berechnen Sie das Spektrum σ(T ) und die Eigenwerten von T .

(Hinweis: Zeigen Sie, dass die Resolventenreihe RT (λ) =
∑∞

k=0
Tk

λk+1 für alle λ 6= 0 konver-

giert.)

Aufgabe 4. (4 Punkte). Es seien S, T lineare beschränkte Operatoren in einem Banachraum

V . Zeigen Sie die folgenden Funktionalgleichungen:

(a) RT (λ)−RT (µ) = (µ− λ)RT (λ)◦RT (µ) für λ, µ aus der Resolventenmenge C\σ(T ).

(b) RS(λ)− RT (λ) = RS(λ)◦(S − T )◦TT (λ) für λ aus der gemeinsamen Resolventenmenge

C\(σ(S) ∪ σ(T )).
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