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Aufgabe 1. (4 Punkte). Es sei T : `2 → `2 der Operator mit

T (a1, a2, a3, a4, . . .) := (0, a1

1
, a2

2
, a3

3
, . . .).

(a) Zeigen Sie, dass T kompakt ist. (Hinweis: Finden Sie eine Folge Fn ∈ L(`2, `2) von

endlich-dimensionalen Operatoren mit ‖T − Fn‖op −→ 0.)

(b) Zeigen Sie, dass 1− T nicht kompakt ist.

Aufgabe 2. (4 Punkte). Es seien p 6 q ∈ [1,+∞] und I : `p → `q der “Identitätsoperator”

mit I : (a1, a2, a3, a4, . . .) 7→ (a1, a2, a3, a4, . . .).

(a) Zeigen Sie, dass I beschränkt ist, und berechnen Sie die Norm ‖I‖op.

(b) Zeigen Sie, dass I : `p → `q nicht kompakt ist.

(Hinweis: Finden Sie eine beschränkte Folge vν = (aν,1, aν,2, aν,3, . . .) aus `p, so dass I(vν)

keine konvergente in `q Teilfolge zulässt.)

Aufgabe 3. (4 Punkte + 1 Zusatzpunkt). Es sei (λn) eine beschränkte Folge in C und

T : `2 → `2 der Operator gegeben durch

T : (a1, a2, a3, a4, . . .) 7→ (λ1a1, λ2a2, λ3a3, λ4a4, . . .)

(a) Zeigen Sie, dass T beschränkt ist, und dass jedes λn zum Spektrum σ(T ) gehört.

(b) Es sei λ ∈ C eine Zahl, so dass |λ− λn| > ε mit einem ε > 0 unabhängig von λn. Zeigen

Sie, dass λ− T invertierbar ist.

(c) Bestimmen Sie das Spektrum σ(T ).

Aufgabe 4. (4 Punkte.)

Es sei G ⊂ C ein beschränktes C1-glattes Gebiet und A(G) := O(G) ∩ C0(G) der Raum

von holomorphen in G Funktionen, die stetig bis zu Rand ∂G ist, versehen mit der Norm

‖·‖A = ‖·‖sup. Ferner sei Tz : A(G)→ A(G) der Operator mit Tz(f(z)) := z·f(z).

Berechnen Sie das Spektrum σ(T ).

(Hinweis: Sie müssen nicht beweisen, dass A(G) ein Banachraum ist.)

1


