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|.Das Riemannsche Integral

I. Das Riemannsche Integral

Definition 1.1 (Riemannsche Integral)

| := [a, b] bezeichnet ein Intervall, |I| := b— a ist seine Linge. Eine Unterteilung 7
von | ist eine Zerlegung | = [ag,a1]U[a1,a2]...U[an—1,an] mit
a=a<a1<...<ay=b, l;:=[aj_1,ai].

Die Feinheit der Unterteilung n(Z) := max(|h/,|b|,-..,|In])-

Stiitzstellen sind Punkte &; € I;, die gesamte Menge wird mit & = {&;} bezeichnet.

Es sei f(x) eine Funktion auf | = [a, b]. Die Riemannsche Summe —

S(f,.Z,&) =3, f(&)(ai —ai-1).

Das obere bzw. untere Riemannsche Integral
*rb b
/ f(x)dx :=limsup,, 7)o S(f,Z,§) / f(x)dx := liminf, 7)o S(f,Z,€)
a *kJa

*rb b
f(x) ist Riemannsch integrierbar auf [a, b] < / f(x)dx = / f(x)dx Dieser Wert
a

*Ja

wird das Riemannsche Integral genannt und mit fab f(x)dx bezeichnet.
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|I.Das Riemannsche Integral

y=flx)

Abbildung 1: Unterteilung und Stiitzstellen. Die Riemannsche Summe S = >~ f(x;)-|/;| ist die
markierte Fldche.

Bemerkung. Die Notation f:’:a f(x)dx bezeichnet die Summe " f(x;)Ax; (mit dem Zeichen [ als
stilisierte Buchstabe S) wobei der Schritt Ax; infinitisemal klein ist. Riemannschen Summen
formalisieren diese naive Vorstellung von Integral.

Definition 1.2 (Oszillation)

Die Oszillation (Schwankung) einer Funktion f(x) auf einem Intervall | = [a, b] ist
osc(f, 1) :=sup{f(x):x € I} —inf {f(x) : x € I} =sup{|f(x1) — f(x)| : x1,x2 € I}
Die Ostzillation in einem Punkt xo € | ist osc(f,xp) := limoosc(f, [xo —&,x0 +¢]).
e—s

Wichtige Eigenschaft

osc(f,xp) =0 < f(x) ist stetig in xp.
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|.Das Riemannsche Integral Welche Funktionen sind Riemannsch-integrierbar?

Definition 1.3 (Nullmenge)

Eine Teilmenge M C R ist eine Nullmenge :< Ve > 0 3 Uberdeckung von M mit
Intervallen I; = [aj, bj] (& M C U;l;) so dass Y, |l;| <e.

Notation

| A\

Eine Eigenschaft A gilt fast iiberall (< fiir fast alle x) falls A(x) ist giiltig fiir alle x
auBer einer Nullmenge M.

Satz 1.1

| A\

Eine Funktion f(x) auf einem Intervall | = [a, b] ist Riemannsch-integrierbar g.d.w.
f(x) ist beschrdnkt und fast iiberall stetig.

A\

Beweis. Teil ,<=". Es seien Z’' = {//},Z" = {I!"} zwei Unterteilungen und &',£" zwei
Mengen von Stiitzstellen. Definiere ll.? =1In IJ” Im Falle IUm + & definiere
1Y :=1ul’
gl
i. Behauptung. I! # & = osc(f,I7) < osc(f, ;) +osc(f, ;).
Beweis. Man muss 4 Fille betrachten. Der Fall

inf (f(x),x € I}) <inf (f(x),x € [[') und sup(f(x),x € /) Zsup(f(x),x € I]")
ist offensichtlich (warum?), der Fall

inf (f(x),x € 1) > inf (f(x),x € Ij//) und sup(f(x),x € I') <sup(f(x),x € Ij//)
auch.
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|I.Das Riemannsche Integral

In dem Fall
inf (f(x),x € I}) <inf(f(x),x € [[') und sup(f(x),x € /) <sup(f(x),x € ")

beachten wir, dass in diesem Fall fiir jedes xp € I,.? = I,.’ﬁlj” gilt

osc(f(x),1; ) =sup (f(x),x € lj”) —inf(f(x),xell)=

(sup(f(x),x € I — f(x0)) + (f(xo0) —inf (f(x),x € I!))

Losc(f(x),x € I") +osc(f(x),x € I}).

Der letzte Fall wird endlich betrachtet. O
ii. Behauptung. |S(f,Z',&') — S(f,Z",&")| < 3;0sc(f, )|} |+ 32 0sc (F, L)[1]].
Beweis. Erstens, S(f,I",&') = 3=, £(&)-|17'| und S(f,2",&") =32, F(&]')-|I
Deshalb [S(f,Z",&") = S(f,.2",€")| < 325 (&) — F(& -1 < 32y 08¢(FO), 1) 11}
<Xy (osc(f(x),x € I!)+osc(f(x),x € lj”))|luﬁ
=2 osc(f, )|+ 32 ose (£, 1)[1]]. O
iii. Folgerung. Es reicht zu zeigen, dass Eliglo{ziosc(f, )] - max(l;) <e} =0.
Es sei N:={x €/:o0sc(f,x)>0}. Damit ist N die Menge der Unstetigkeit von f(x).
Nach Annahme ist N eine Nullmenge. Es sei M := osc(f(x),/).

Fixiere € > 0 und eine Uberdeckung N C Uy Ji von Intervallen Ji = [ck, di] mit
>k [kl < 75 VergroBere Intervalle Ji und setze J,j' = [ek— ﬁ,dk—k m]

o
Damit 3_, |J7| < 55; und jedes J liegt in Innerem J} = (cx — st Ak + ST )-
o
Setze V = ukJ;r.
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|.Das Riemannsche Integral

iv. Hilfssatz. V6 > 0 31 > 0 s.d. fiir jedes Intervall [* = [a*,b*] C | mit |I*| < 7 gilt:
entweder /* liegt in V/, oder osc(f,/*) < 4.

Beweis. Widerspruchbeweis. Angenommen wird, dass 3 eine Folge von Intervallen

= [a}, b;] mit |[*] — 0 und osc(f, /") >4, so dass kein I in V liegt. Da das
Intervall | kompakt ist, 3 Teilfolge von a* die zu einem x* € | konvergiert. OEdA ist
solche die Folge a}. Da |a} — b}| = |/*| — 0, konvergiert die Folge b} auch zu x*
Folglich Vn >0 3]0 groB genug, so dass I7 liegt in [x* —n,x* +n]. Well osc(f, IJ*) 6
in jedem Intervall [*, osc(f,[x* —n,x* +n]) > ¢ fiir jedes n > 0. Also f(x) ist nicht

stetig in x* und x* € N. Anderseits 3n* > 0 so dass [x* —n*,x* +n*] liegt in V. Dies
wiederspricht der Annahmen. O

Fortsetzung des Beweises des Satzes 1.1. Es sei € > 0 wie oben. Setze ¢ := 5 \’H?

Ferner, sei ne > 0 eine Konstante, die Behauptung vom Hilfssatz mit § = . erfiillt. Es
sei Z = {I;} eine beliebige Unterteilung von I der Feinheit max(|l;|) < 7. Zerlege die
Summe 3", 0sc(f, 1;)|l;| in zwei Teilsummen 3~ und 3°", so dass osc(f, ;) < ¢ fiir
jeden Summanden der Teilsumme 3_’. Damit J; C V fiir jeden Summanden der
anderen Teilsumme. Dann > osc(f,1;)-|li| <3, 0 |l| <ol < 5 und
S osc(f, )|l <X osc (F, N S MY, 1] < 5. Damit 3, osc(f Nl <e. Da
€ > 0 beliebig klein ist, muslfen das obere thd untere Riemannschen Integrale beliebig
nahe Werte haben. Also / f(x)dx = / f(x)dx und damit ist f(x) R-integrierbar.
*Ja

Dies beweist den Teil , <
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|.Das Riemannsche Integral

Teil ,=". Beschrdnktheit. Es sei f(x) eine nicht beschrénkte Funktion auf / = [a, b].
Dann 3 eine Folge x" € / mit {f(x)} nicht beschrinkt. OEdA konvergiert die Folge
zu einem Punkt x* € |. Es sei Z = {/;} eine beliebige Unterteilung von . Dann ist eine
der Schnittmengen l,-ﬁ{xj*} unendlich. Es sei [;; ein solches Intervall Dann kann man
die Riemannschen Summen S(f,Z, &) beliebig groB machen wenn man alle Stiitzstellen
&; festhilt, und &, entlang die Teilfolge /;, ﬁ{xj*} variiert. Also sind die Riemannschen

Summen S(f,Z,€) nicht beschrankt fiir jede fixierte Unterteilung. Damit kann f(x)
unmoglich R-integrierbar sein.

Stetigkeit fast iiberall. Es sei nun f(x) eine Funktion, so dass

N :={x €l :o0sc(f,x) >0} keine Nullmenge ist. Setze Nj := {x € | : osc(f,x) > %}
Dann ist eine der Mengen N auch keine Nullmenge (Warum?). Es sei N, eine solche
Menge. Dann 35 > 0 so dass >, |J;| > ¢ fiir jede Uberdeckung von Ny, von Intervallen
Jj =[¢j, dj]. Ferner sei Z = {I;} eine beliebige Unterteilung von /. Betrachte nur solche
Intervalle /;, so dass N, einen inneren Punkt x; von /; enthilt. Dann

osc(f,l;) Zosc(f,x¥) = # fiir jedes solche Intervall. Betrachten wir alle mégliche
Mengen £ von Stiitzstellen fiir Z. Dann

supS(f,I,g)—iréfS(f,I,g) =>_;0sc(f,l;)-|li] = = - § ist von unten durch eine
13

1
m
positive Schranke beschrinkt. Wieder kann f(x) unméglich R-integrierbar sein.

Beweisende des Satzes. O
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Il. Das Lebesguesche Integral

Il. Das Lebesguesche Integral

Definition 2.1 (Treppenfunktion)

Ein Quader Q C R” ist ein Produkt von Intervallen I ...I,, I; = [a;, b;].
Das Volumen eines Quaders ist Vol(Q) = |Q| := |h]...|In|.
Die charakteristische Funktion einer Teilmenge A einer Menge X ist
1 xeA
xald) = {o x€X\A

Eine Treppenfunktion ist eine Summe ¢(x) = Y_; cixq;(x) mit konstanten c;
(ci € R,C oder R"), wobei Q; nicht iiberlappende Quader sind.

»Nicht iiberlappend” bedeutet, dass das Innere von Schnitten Q; N Q; ist immer leer).
Summe kann unendlich sein, aber jedes x € R" wird maximal von 2" solche Quader Q;
bedeckt (warum?), und damit ist die Summe > ¢ix g, (x) wohl-definiert.

Eine numerische Reihe >, a; (mit a; € R,C oder R") heiBt absolut konvergent falls
die Reihe ) |aj| konvergiert. Fiir eine absolut konvergente Reihe ist die Summe ). a;

unabhingig von der Umordnung der Reihe (siehe Forster, Analysis 1, Umordnung von
Reihen).
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Il. Das Lebesguesche Integral

Definition 2.2 (Integration von Treppenfunktionen)

Das Integral einer Treppenfunktion o =Y, cixq; ist [gne(x)d"x := ", ¢;i-|Qil falls
die Summe absolut konvergent ist, und undefiniert andernfalls.

Das Integral [ |o|d"x =3, |ci|-|Q;| heiBt die Lebesguesche L!-Norm und wird
durch ||| j1(gny oder |||l ;1 bezeichnet. ||¢|| ;1 (gny nimmt die Werte in [0, +o0].

Lemma 2.1 (Eigenschaften von ||| 1(gn)-)

o llc- @lagny = lel- I¢l3 ny fiir ¢ ER oder C;

o llo+llarny < llellrmny +1¥]l 1oy (Dreiecksungleichung);
o lp(x)| < [$(x)] (punktweise) = [l n < 16l 11gan;

o [l¢ll 1y =0 < @(x) verschwindet identisch.

Definition 2.3 (Majorante einer Funktion)

| 5\

Eine Funktion g(x) ist eine Majorante einer anderen Funktion f(x) falls Vx
|f(x)| < g(x). Fall g(x) eine eine Treppenfunktion ist, wird sie Treppen-Majorante
genannt.

Bemerkungen. f(x) kann R,C oder R¥ sein, g(x) ist nicht-negative.

Sind g1(x),g2(x) zwei Majoranten, so ist g(x) := min(g1(x),g2(x)) auch eine
Majorante.
Universitat Hamt Dr. lod S hishi Mathematik fiir Physiker 111
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Il. Das Lebesguesche Integral

Definition 2.4 (Obere L'-Norm)

Die obere L'-Norm einer beliebigen Funktion f(x) in R" ist

NG = +oo keine Treppen-Majorante mit ||¢(x)|| 1 < +oo existiert.
o inf (|le(x)||;2)  @(x) sind Treppen-Majoranten von f(x)

Lemma 2.2 (Eigenschaften von ||f||*

Ll]l;rn )

o |c- f||Z1(R" =|c|- ||f||*z1 (&) fiir c € R oder C;
o ||f+g||z1(Rn “f”Ll ]R” + HgHtl(Rn) (Dreiecksungleichung);
o [f()I <lg(x)| (punktweise) = ||flI}1gny < I81171(gn)7

o llellrrny = ||<,0||L1 R7) fiir Treppenfunktionen.

Definition 2.5 (Lebesgue-Integrierbarkeit)

Eine Funktion f(x) in R" ist Lebesgue-integrierbar falls 3 eine Folge ¢, von
Treppenfunktionen mit lim, . ||f — <,0,,||L1 (&) = =0. In diesem Fall

[ fIR" v (x)d"x heiBt das Lebesgue-Integral von f(x) und wird mit
Jgn f(x)d"x bezeichnet. Notation: f(x) € L1(R") oder f(x) € Z1(R").

<
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Il. Das Lebesguesche Integral  Riemannsche und Lebesguesche Integrierbarkeit.

Notation. Die triviale Fortsetzung f(x) einer Funktion f(x) auf einer Teilmenge
A C R” ist definiert durch f(x) = 0 fiir x € R"\A. Oft wird die triviale Fortsetzung
durch f(x) bezeichnet.

Satz 2.3 (R- und L-Integrierbarkeit)

Jede Riemannsch-integrierbare Funktion f(x) auf | = [a, b] ist auch
Lebesgue-integrierbar mit Rfab f(x)dx = Lfab f(x)dx.

Beweis. Fiir jede Unterteilung Z von | mit Stiitzstellen & setze or 7.¢ := 3, (&)X,
Dann fl of,7,edx = S(f,Z,€). AuBerdem ist 3 osc(f,l;)-x; eine Majorante von

f(x) —or,1,e(x) und [, 37 08c(F, l)-xi,dx = > ;08¢ (f, [;)-|l;|. Im Beweis vom Satz
tiber Charakterisierung von R-integrierbare Funktionen haben wir gezeigt, dass
>-;0sc(f,1;)-|li] — 0 im Falle wenn die Feinheit max(|/;|) beliebig klein wird und
f(x) Riemannsch-integrierbar ist. Deshalb konvergiert Hf(X)*SOf',Iyg(X)Ilzl(l) zu 0,
und damit ist f(x) auch Lebesgue-integrierbar. AuBerdem konvergieren

[y er.z.edx = S(f,Z,€) zum R [ f(x)dx. O
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Il. Das Lebesguesche Integral: Das Lebesguesche MaB und Nullmengen.

Definition 2.6 (Lebesgue-Messbarkeit, Lebesguesche MaB)

Eine beschrankte Teilmenge A C R" ist Lebesgue-messbar :< die charakteristische
Funktion x4 ist L-integrierbar. Eine beliebige Teilmenge A C R" ist Lebesgue-messbar
&> A ist eine abzdhlbare Vereinigung A = U;A; von beschrinkten Lebesgue-messbaren
Mengen A;.

Das obere Lebesguesche MaB einer beliebigen Teilmenge A C R" ist

w*(A) := ||xall}1- Fiir eine messbare Teilmenge A C R" heiBt *(A) das Lebesguesche
MaB und wird mit 1(A) bezeichnet.

| A\

Definition 2.7 (Nullmengen in R".)

Eine Teilmenge A C R" ist eine Nullmenge :< ¢ > 0 3 Uberdeckung A C U;Q; von
Quadern mit Y, |Qj| <e.

| N

Satz 2.4 (Nullmengen in R".)

(i) ACR?" ist eine Nullmenge < p*(A) =0;
(i1) Jede Nullmenge A C R" ist messbar;
(i) IFCAII7 = 0 & u* ({x € R7: F(x) #0}) =O0.

N
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II. Das Lebesguesche Integral: Das Lebesguesche MaB und Nullmengen.

Beweis. Teil (i), Implikation =. Es sei A C U;@; eine Uberdeckung von Quadern mit

> 1Qi] <e. Falls nétig, zerlegen wir jeden Quader Q; in eine endliche Menge von
Teilquader U;Qj;, so dass jedes Stiick Q;; entweder liegt in der Vereinigung U <; Qx,
oder nicht iiberlappt mit Q fiir kK </, und so dass die Stiicke Qj; sich auch nicht
iberlappen. Bilden wir eine neue Uberdeckung von A von Quadern in dem wir nur die
nicht iiberlappen Zerlegugsstiicke Q;; nehmen. Dann ist die Summe ij XQ; = P(x)
von charakteristischen Funktionen von den gewihlten Quadern eine Treppenfunktion,
die xa majoriert. Dabei offensichtlich [¢(x)d"x <3;|Q;| < & und damit [Ixallj: <e.
Da & > 0 beliebig war, gilt |Ixall}; =0. |

o L ]

9,

Q,

Abbildung 2: Zerlegung von Quadern Q;. Die Strichlinien sind ,,Wéande" neuer Quaderstiicken.
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Il. Das Lebesguesche Integral: Das Lebesguesche MaB und Nullmengen.

Teil (i), Implikation <. Es sei ¢(x) =>_;cixq, eine Treppen-Majorante von x4 mit
J¢(x)d"x < e. Dann ¢; > 0. Definiere ¢ =1fallsc;>1, ¢ :=0falls 0 < ¢ <1,
und setze ™ (x):=> ;¢ xq,;- Dann ist ¢~ (x) > xa(x) auBer mdglicherweise
Randpunkten von Q;. Es sei R4 die Menge von Punkten von A, die auf Rinder von Q;
liegen, und A~ := A\Rj4. Dann ist ¢~ (x) eine Majorante von x ,— und

S~ (x)d"x < [¢(x)d"x < e. Dies gibt uns eine Uberdeckung von A~ durch
Teilmenge Qi von Quadern Q; mit >,/ |Qir| = [¢~(x)d"x Le.

Der Rand von jedem Quader Q ist die Vereinigung von 2" ,Wanden" W;, die
(n—1)-dimensionale Quader sind. Jede solche ,Wand" kann durch einem
n-dimensionalen Quader QjW von beliebig kleinem Volumen bedeckt. Man nummeriert
alle Wande durch Wj;, und wiahlt die Quader QjW aus der Bedingung |QJ.W\ < 257 Dann

> \QjW| < e. Die Gesamtmenge {Q,-/,QJ.W} bildet eine Uberdeckung von A von

Gesamtvolumen 2. Da € > 0 beliebig war, ist A eine Nullmenge. O
Teil (ii) folgt direkt aus dem Beweis des Teils (i): fiir ¢(x) identisch 0 gilt -
lIxa—ellj: = O

Bemerkung. Wir haben eben gezeigt, dass der Rand eines Quaders eine Nullmenge ist.

Teil (iii), Implikation <=. Fir k =1,2,3,... definiere

My :={x €R": k—1 < |f(x)| < k}. Dann ist jede Menge M, eine Nullmenge. Es sei
€ > 0 beliebig. Finde Uberdeckungen U;Qy; von jeweils My mit Quadern, so dass

2k k|Qjl < e. Wiederhole die Zerlegungsprozedur fiir die Gesamtmenge {Qy;}. Es
seien Quj = UmQyjm die entsteheden Zerlegungen von paarweise nicht iiberlappenden
Quadern. Definiere ¢ = ijm k-x Qujm- Dann ist (x) eine Treppen-Majorante von
[f(x)| mit fR,, go(x)d"(x) <. Da € > 0 beliebig war, [|[f||;; = 0. O
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II. Das Lebesguesche Integral: Das Lebesguesche MaB und Nullmengen.

Teil (iii), Implikation =. Fiir k =1,2,3,... definiere
Ne:={xeR": % <|f(x)| < 25 }. Dann wird jede Funktion %XNk von |f(x)]|

k—1
majoriert. = ”%XNkIIZl =0 = N ist eine Nullmenge = N = U, Nj ist eine
Nullmenge.
Der Satz 2.4 ist bewiesen. O

Wichtige Folgerung:

Satz 2.5 (Modifikationssatz)

Es seien f(x),g(x) Funktionen in R", so dass f(x) L-integrierbar ist und g(x) = f(x)
fast iiberall in R". Dann ist g(x) auch L-integrierbar und [ f(x)d"x = [ g(x)d"x.

Kurz gesagt, kann man auf Nullmengen eine L-integrierbare Funktion beliebig
modifizieren (abéndern).

Beweis. Nach Definition existiert es eine Folge von Treppenfunktionen ¢, (x) mit
[1£(x) — v (x)lI}1 — 0. Es sei h(x) := g(x) — f(x). Dann p*({x €R": h(x) #0}) =0
und damit ||h(x)||]; =0 nach dem vorigen Satz. Damit 3 eine Folge v, (x) von
Treppen-Majoranten von h(x) mit [|¢,(x)||]; — 0. Nach Dreiecksungleichung fiir
obere L'-Norm (Lemma 2.2) gilt

() — 00 (x) — o (2 <F) — 9o (K7 + 1A 6o (7 — 0. O
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Il. Das Lebesguesche Integral: Der Raum L*(R").

Fiir die Erklirung der Begriffe Aquivalenzrelation und Aquivalenzklasse(n) siehe
Wikipedia (Kiick aktiviert den Hyperlink).

Definition 2.8

Mit Ng und N¢ bezeichnen wir die Raum aller reeller bzw. komplexer Funktionen
f(x) in R" mit ||f(x)||*, = 0.

L
Der Raum aller reeller Lebesgue-integrierbarer Funktionen wird mit £*(R",R)
bezeichnet, und .£*(R",C) in dem Fall komplexer Funktionen.
Zwei Funktionen f(x),g(x) in R" sind Lebesgue-aquivalent falls f(x) = g(x) fast
iiberall in R". Notation: f(x) ~ g(x) oder f(x) = g(x) f.i. oder f(x)—g(x) € N.
Man definiere den Raum L*(R",R) als den Quotienten-Raum #*(R",R)/N und
dhnlich LY(R",C) = ZY(R",C)/N.

Damit bestehen die Riume L1(R”,R) und L1(R",C) aus Lebesgue-Aquivalenzklassen
Lebesgue-integrierbarer Funktionen.

Obwohl in der Mathematik miissen zwei Funktionen iiberall gleiche Werte nehmen um
gleich zu sein, in ,,wirklichen Leben” (in physikalischen Theorien) kann man
Lebesgue-dquivalente Funktionen nicht voneinander unterscheiden: Bei Beobachten
verhalten sie sich absolut identisch. Deshalb sind physikalische ,, Observablen*
Elemente der Quotienten-Riume L(R",R) und L1(R",C), und nicht von Z*(R",R)
und Z(R",C).
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I1. Das Lebesguesche Integral: Der Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz.

Satz 2.6 (Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz.)

Es sei f,, eine Folge von reellen Lebesgue-integrierbaren Funktionen die monoton ist,
d.h., fi(x) < f(x) < f3(x) < ... (punktweise iiberall in R") und so dass

J f,(x)d"x < M fiir eine feste obere Schranke M.

Dann konvergiert die Folge f,,(x) fast iiberall in R" zu einer Lebesgue-integrierbaren
Funktion f(x) und limv — oo [ f,(x)d"x = [ f(

X
[
X
=
Q.
S
x
A

Umformulierung fiir Reihen

Es sei g, eine Folge von reellen Lebesgue-integrierbaren nicht-negativen Funktionen
gv(x) >0 (punktweise iiberall in R") so dass die Reihe >, [ g, (x)d"x konvergiert.
Dann konvergiert die Reihe >~ f,(x) fast iiberall in R" zu einer
Lebesgue-integrierbaren Funktion f(x) und [ f(x)d"x=3", [ g, (x)d"x.

Beweis. Ersetze jede Funktion f,(x) durch f, := f,(x) — fi(x). Dann hat die neue
Folge die gleichen Eigenschaften wie die alte (mit M = M — [ fi(x)d"x) und zusitzlich

f,(x) sind nicht-negativ. AuBerdem klar ist, dass die Satzbehauptungen fiir beide
Folgen dquivalent sind. OEdA kann man die Folge Ersetze die Folge {f,(x)} durch
{f,(x)} ersetzen.

Es sei ¢ > 0. Wihle eine Teilfolge f,, so dass [f,d"x— [f,_,d"x < i—i. Es sei
Ni(e) :={x€R" : £, (x) —fu,_,(x) =2 5} Dann Z-xp,(x) < (f (X) = o (X))
Deshalb -u*(Nk(€)) = 5z [ Xny(e)d"x < [ (fy, — fi, 1 )d"x < % und damit
w*(Nk(e )) < 5. Dies impliziert p (Uka(s)) Sk =¢
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I1. Das Lebesguesche Integral: Der Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz.

Nun fiir alle x auBer N(g) := U Ny (e) gilt lim £, (x) < £, (x)+ > =, (x) +&. Aus
dieser Uberlegung kénnen wir schlieBen, dass die Menge

N := {x :lim, o f(x) = +00} liegt in jede N(eg) und damit p*(N) < e fiir alle

€ > 0. Damit ist N ist eine Nullmenge. AuBerdem per Definition von N existiert der
Limes lim, o f,(x) fiir alle x ¢ N.

Definiere f(x) durch f(x) =0 fiir x € N und f(x) = lim, o f,,(x) sonst.

Hilfssatz. Es sei {Q;} eine Folge von Quadern in R" und {c¢;} eine Folge von nicht
negativen Zahlen, so dass 3, ¢;+|@;| < oo. Definiere f(x) =0 falls }_; ci-x g, (x)
divergiert und f(x) =3, ¢i-xq,(x) sonst. Dann ist f(x) L-messbar und

JF(x)d"x =3, ¢+ |Qil.

Beweisende des Satzes von Levi. Definiere gy, :=f, — f,_1 fiir v >2 und g1 := fi.
Dann sind g, nicht negativ, L-integrierbar, und -7 ; g, = f,,. Somit existieren
Treppenfunktionen ¢y, 1., so dass |gu(x) — ¢u (x)] <P (x) und |91 < 55
Folglich g (x) < ¢u(x)+ ¥ (x). Nach Summierung bekommen wir fast iiberall

f(x) <X, (pu(x)+9u(x)). Jede Summe ¢, (x) + 1P (x) ist eine Treppefunktion.
Deshalb kann man die Gesamtsumme Y_ (¢. (x) 4+ 9 (x)) =: hy(x) in der Form
>ici-xq;(x) schreiben. Nach dem Hilfssatz oben ist diese Summe L-integrierbar mit
S (ou () + 9 (x))d"x = 3 (f wu(x)d"x + [ (x)d"x). Ahnliche Eigenschaften
hat die Funktion > (¢u(x) — (X)) =: h—(x). Nach der Konstruktion

h_(x) < f(x) < hy(x) und hy(x)—h_(x) <23, ¥ (x) fast iiberall. Dies beweist
dass, dass f(x) L-integrierbar mit [ f(x)d"x = Van;offV(x)d"x. O
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I1. Das Lebesguesche Integral: Der Satz von Riesz-Fischer. Vollstindigkeit von Ll(]R").

Satz 2.7 (Satz von Riesz-Fischer. Vollstindigkeit von L!.)

Es sei f,, eine Cauchy-Folge von Lebesgue-integrierbaren Funktionen in R" (R-, C-,
oder vektorwertig). Dann existiert f(x) € £*(R") so dass
limy oo ||f(x) — £ (x)||;1 = 0. Dariiber hinaus, existiert eine Teilfolge f,, (x) so dass
limg—, o0 fu, (x) = f(x) fast iiberall.

Beweis. Wahle eine Folge von Indizes 11 < vy < w3 < --- so dass

1 (x) = fu, (x)||;2 <27 fiir jedes v > v. Die Existenz einer solchen Folge folgt

direkt aus der Cauchy- i () = Fu ()| 27K Setze

&k(x) = [fuy1 (x) = fu (x)]. Dann gi(x) sind nicht-negativ und

S g(x)d"x = ||fy ., (x) — fi, (x)|| ;1 <27, Deshalb konvergiert die Zahlenreihe

>k fgk(x )d"x. Nach dem Satz von Levi konvergiert die Funktionsreihe >, gi(x) in

fast jedem Punkt x zu einer Lebesgue-integrierbaren Funktion g(x) mit

[e()dx = 3, [ g(x)d"x.

Es sei N die Menge von solchen x € R" so dass die Zahlenreihe >, gi(x) divergiert.

Dann ist N eine Nullmenge und fiir jedes x ¢ N konvergiert die Reihe

>k (furr (x) = £y (x)) nach Majorantenkriterium. Dies bedeutet, dass die Teilfolge

fu, (x) konvergiert fiir jedes x ¢ N, also fast iiberall. Setze f(x) := limy_, oo fy, (x) fiir

x ¢ N und f(x) =0 fiir x € N. Dabei |f(x) — fu, (x)| < 272 [fu 1 (x) — f, ()] <

2 lgi(x)| fir fast jedes x und damit [|f(x) —fi, (x)[I5; <272 [ gi(x)d"x — O fiir

k — oo. Fiir Ve > 0 existiert ko so dass ||f(x) —f, (x)||}; < &2 fiir alle k > ko. Da

fu, (x) integrierbar sind fiir Ve > 0 existieren Treppenfunktionen ¢(x) mit

llp(x) = fu, (X171 < 5. Fiir solche £, (x) und ¢(x) gilt [[¢(x) = f(x)||}; <e nach der

Dreiecksungleichung. Also ist f(x) integrierbar. Die Abschitzung

£ (x) =, ()1 < >, J&a(x)d"x < e gilt fiir jedes 1 groB genug, deshalb gilt die

Normkonvergenz hm,,Hoo ||f(x) f (X)HL1 =0. O
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II. Das Lebesguesche Integral: Eigenschaften messbarer Mengen

Die Menge aller messbaren Mengen M C R” wird mit .#ss(R") bezeichnet, die Menge
aller Nullmengen mit .#esso(R").

V.

Satz 2.8 (Eigenschaften messbarer Mengen)

(M1) A,B messbar = ANB, AUB, A\B und AAB := (A\B)U (B\A) auch messbar;
(M2) A, B messbar und disjunkt = p(AU B) = u(A) + u(B);
(M3) A1 C A2 C A3 C ... sind messbar = U;A; auch messbar und
w(A) = limj_, o0 :U'(Aj);
(M4) offene und abgeschlossene Teilmengen von R" sind messbar:

Beweis. Hilfssatz. Es seien ¢(x) und ¥(x) zwei reellwertige Treppenfunktionen. Dann
existieren Treppenfuntionen 04 (x),0e(x),0*(x) und 0. (x) so dass
0+(x) = ¢(x) +9(x), Oe(x) = p(x)-1h(x), 0% (x) = max(p(x),9(x)) und
0+ (x) = min(¢(x),(x)) fast iiberall.
Beweis des Hilfssatzes. Es seien p(x) =3"; C'{XQ/ und P(x) = 3=, ch’Xqu die
Darstellungen von den Treppenfuntionen. Definiere Q,-j = Q{OQJV in dem Fall wenn
Q/NQ;’ innere Punkte hat und Q; := @ sonst. Dann ist Xq! (x) _ZjXQ{mQJ!’(X)
nicht Null nur fiir x aus der Randmengen von Q! und QJ{/ (warum?). Deshalb
xqr (x) = 22 xq; (x) fiir fast alle x. Setze $(x) :=3_; c,.’XQI.j(X) und
P(x) = > CJ{IXQU (x). Dann sind 3(x),4(x) auch Treppenfuktionen, und
B(x) = p(x) und h(x) = p(x) gilt fast iiberall.
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1. Das Lebesguesche Integral: Eigenschaften messbarer Mengen

Offensichtlich G(x) 4 (x) = >2;i(ci +¢/")xq;(x) ist eine Treppenfuktion. AuBerderm
gilt max(@(x),d(x)) = 2ojjmax(c,c")xq;(x) in jedem inneren Punkt jedes Quaders
Qjj und auBerhalb der Vereinigung U;; Q;;, und deshalb gilt dies fast iiberall. Der Fall
min(p(x),1(x)) wird dhnlich behandelt. Beweisende des Hilfssatzes. O
Beweis des Teils (M1). Fiir jede zwei Teilmengen A, B C R" gilt:

xaus(x) =max(xa(x),xs(x)). Es seien ¢(x) und (x) zwei Treppenfuktionen mit
Ixa—e¢lljy <eund [[xg -], <e. Dann

Ixave — max(e, )15 < llxa— @Il + e — ¢l < 2. Nach dem Hilfssatz oben
und dem Modifikationssatz kann man max(p,1) durch eine Treppenfunktion 6*
ersetzen, so dass ||xaus —0*[|[; < 2e. Da € > 0 beliebig war, ist AUB messbar. Die
restlichen Eigenschaften kénnen dhnlich bewiesen werden, wobei man die folgenden
Relationen benutzt: xang(x) = min(xa(x),x8(x)), xa\8(x) = xa(x) — xans(x) und
xang(x) = xa\a(x) +x\a(x)- O

Teil (M2). A,B C R" sind disjunkt und messbar = max(xa,x5) = x4+ X8 ist
L-integrierbar und p(AUB) = [ xausd"x = [(xa+x8)d"x = [ xad"x+ [xpd"x =
#(A) + p(B). 0

Teil (M3). Dies folgt direkt aus dem Satz von Levi wenn man setzt f; := x4,

Teil (M4). Fiir jede offene Teilmenge U C R" existiert eine Zerlegung U = U;Q; in
nicht Uberlappende Quader. Dabei xy = >_iXxq; fast iiberall. Also ist xy sogar eine
Treppenfunktion. Endliche Vereinigungen dieser Quader sind beschrinkte messbare
Mengen. Also ist jede U C R"” messbar. Eine abgeschlossene Teilmenge A C R” ist

messbar als der Komplement einer offenen Teilmenge U C R", genau gesagt
U=R"\A.
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Nachtrag: Metrische Raume, Vollstandigkeit

Nachtrag: Metrische Rdume, Vollstandigkeit

Eine Abstandsfunktion auf eine Menge X ist eine Abbildung dx : XX — R, s.d.
(d1) dx(x,y) =0, dx(x,y) =0 < x = y (Positivitat);

(d2) dx(x,y) = dx(y,x) (Symmetrie);

(d3) dx(x,z) < dx(x,y)+ dx(y,z) (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist eine Menge X versehen mit einer Abstandsfunktion. Notation: (X, dx)
oder einfach X (wenn dx klar aus dem Kontext ist).

Eine Isometrie zwischen metrischen Rdumen (X, dx) und (Y, dy) ist eine Bijektion f : X — Y mit
dy(f(Xl), f(XQ)) = d)((Xl,XQ).

Eine Folge x, in einem metrischen Raum (X, dx) ist eine Cauchy-Folge : <

(limm,n— oo dx (Xm,Xn) = 0) < (Ve >0 3ng = no(e) Ym, n > ng dx(xm,xn) <€).

Eine Folge x, in einem metrischen Raum (X, dx) konvergiert zu einem x* € X :&

(limn_>o<3 dx (X, x™) = O). x* € X heiBt der Grenzwert von x,. Tatsache: Grezwert ist eindeutig.

Ein metrischer Raum (X, dx) ist vollstandig (bzgl. dx) :<> jede Cauchy-Folge hat einen Grenzwert.

v
Vervollstandigungssatz

Fiir jeden metrischen Raum (X, dx) existiert ein metrischer Raum ()?,d;() — die Vervollstindigung
von X bzgl. dx, so dass

(V1) X C X und dy = dx auf X;

(V2) X ist dicht in X;
(V3) ()?,d)?) ist vollstindig.

Dariiber hinaus ist eine Vervollstandigung eindeutig bis auf Isometrie.

v
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Nachtrag: Normierte und Banachrdume

Definition 2.9 (Normierte und Banachrdume)

Eine Norm auf einem Vektorraum V (reell oder komplex) ist eine Funktion
vE Vi |v| €R so dass:

(n1) |jv]| =0, ||v] =0 < v =0 (Positivitit),

(n2) Jle-v|| = |¢|-|lv]] (Homogenitit);

(n3) |lv+w| <|lv||+]||w]| (Dreiecksungleichung).

Ein normierter Vektorraum ist ein VRaum versehen mit einer Norm.

Notation: || - ||y fiir die Norm, (V,||-||v) fiir den normierten VRaum.
Jede Norm ist induziert die Metrik d. (v, w) = [|v —w]|.
Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum (V,||-||v) vollstandig bzgl. der Norm

(d.h., bzgl. der induzierten Metrik).
Eine Halbnorm (auch Seminorm) auf einem Vektorraum V (reell oder komplex) ist
eine Funktion v € V — ||v|| € R mit Eigenschaften (n2-n3) und mit der geschwéchter
Eigenschaft

(n1") |lv]| =0 (Halb- oder Semipositivitat ).
Ein (linearer) Operator zwischen Banach-Rdumen X und Y ist eine lineare Abbildung
A: X — Y von X nach Y, so dass A(av + bw) = aA(v) + bA(w) fiir v,w € X und
a,b € C (bzw. a,b € R). Ein solcher Operator A: X — Y ist beschrankt falls 3C > 0
so dass, ||Av|ly < C:||v||x. Die (Operator)-Norm eines beschridnkten Operators
A:X =Y st |Allop = sup { I, x £ 0€ X},

[Ivilx

Tatsache. Ein linearer Operator A: X — Y ist beschrankt gdw. er stetig als Abbildung
zwischen metrischen Rdumen X und Y ist.
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Nachtrag: Skalarprodukt und Hilbertrdume

Definition 2.10 (Hermitesches Skalarprodukt)

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V ist eine Abbildung
(-,-): VV — R so dass

(Sk1) (a1vi + axvo, w) = a1 (vi,w) + az(va,w) fiir a1,ap € R und vi,vo,w € V;

(5k2) (w,v) = (v,w) (Symmetrie);

(5k3) (v,v) >0 und {v,v) =0 & v=0¢€ V (Positivitat).

Ein Hermitesches Skalarprodukt auf einem kplxen Vektorraum V ist eine Abbildung
(-,) : VV — C so dass

(SkH1) {(a1vi + axva,w) = a1 (v1,w) + ax(va,w) fiir a;,ax € C und vi,vo,w € V;
(Sk2H) (w,v) = (v,w) (Hermitesche Symmetrie);

(SkH3) (v,v) 20 und (v,v) =0 < v =0¢€ V (Positivitdt ).

Lemma 2.9 (Skalarprodukt = Norm )

Jedes (Hermitesches) Skalarprodukt (-,-) auf einem reellen (komplexen) Vektorraum
indiziert eine Norm mit ||v|| := \/(v,v).

A\

Definition 2.11 (Hilbertrdume)

Ein Prahilbertraum ist ein Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt.

Ein Hilbertraum ist ein Préhilbertraum vollstindig bzgl. der induzirten Norm.
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Vergleich: Zahlenfolgenkonvergenz und || - HLl—Konvergenz von Funktionen

Reelle Zahlen. Lebesgue-Integration.

Basisbegriff: Ganze Zahlen n € Z. Basisbegriff: Quader Q = [a1, b1]- - - [an, bs].
Einfache Operationen: +, —, -, / Einfache Operationen: Charakteristische Funktionen,

—> Rationale Zahlen Q. Treppenfunktionen = Integral von Treppenfuntionen.
Vervollstandigung =—> Reelle Zahlen R. Vervollstazndigung = Lebesgue-Raum L*(R").
Darstellung: x € R als unendlicher Darstellung: L-integrierbare Funktionen f(x), eindeutig
Dezimalbruch, (fast) eindeutich. bis auf Nullmengen.
Satz: R (gegeben durch Dezimalbriiche) ist Riesz-Fischer Satz: L'(R"), gegeben durch
vollstandig. Lebesgue-Klassen von integrierbaren Funktionen, ist

vollstindig.

Satz: Monotone beschrinkte Folge Levi-Satz: Monotone beschridnkte Funktionsfolge
konvergiert. konvergiert.
Satz: Beschrinkte Folge hat konvergente Lebesgue-Satz: Beschrinkte Funktionsfolge hat
Teilfolge. konvergente Teilfolge. (Wird unten bewiesen.)

Satz 2.10 (Satz von Lebesgues iiber majorierte Konvergenz)

Es sei fi(x) eine Folge von Lebesgue-integrierbaren Funktionen, die fast iiberall zu
einer Funktion f(x) konvergiert. Es gebe eine gemeisame Majorante F(x) von fi(x),
so dass |fi(x)| < F(x). Dann ist f(x) auch Lebesgue-integrierbar und

J(x)d"x = limy__, o [ fi(x)d"x.

Beweis. Falls f(x), fx(x) sind C- oder vektorwertig betrachte Komponenten von f,(x)
(bzw. den Reell- und Imaginarteil). Also OEdA sind alle Funktionen reell.

Bilde Folgen gy, (x) := max(fi(x),...,frt, ). Dann fiir jedes k fest ist die
Funktionsfolge g . (x) monoton wachsend und majoriert durch F(x). Nach dem Satz
von Levi fiir v — oo konvergiert jede Folge gy, (x) fast iiberall zu einer integrierbaren
Funktion gi(x) = sup,>«(fv(x)). Die Folge gk(x) ist monoton fallend, majoriert durch
F(x), und kovergiert fast iiberall zu f(x). Also ist f(x) integrierbar. Das gleiche gilt
fiir gf :=inf, >, (f,(x)). Der Satz folgt aus der Ungleichung g < f(x) <gk(x). O
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I1l. MaBtheorie

I11. MaBtheorie!

Definition 3.1 (o-Algebra)

Es sei X eine Menge. Eine o-Algebra auf X ist eine Kollektion A von Teilmengen A
von X so dass

(sAl) X und & gehéren zu A;

(sA2) A, Be A= AUB,ANB,A\B,AAB € A;

(sA3) A1 C Ap C ... gehdren zu A = U;A; € A.

Mengen A € A heiBen A-messbar.
Es sei K eine Kollektion von Teilmengen K von X. Die o-Algebra erzeugt von K ist
die kleinste o-Algebra o[K] so dass jedes K € K zu A gehért.

Behauptung. o[K] ist wohl-definiert.

Hauptbeispiel. Die o-Algebra .#ess(R") von Lebesgue-messbaren Teilmengen von R”.
Mess(R") ist erzeugt von (i) allen Quadern und (ii) allen Nullmengen. Anstatt
Quadern kann man auch nehmen: Alle Bille oder alle Wiirfel, oder alle offene Mengen,
oder alle geschlossene Mengen.

Definition 3.2 (Borel-Algebra)

Es sei (X,dx) ein metrischer Raum. Die Borel-Algebra B(X) ist die o-Algebra erzeugt
von allen offenen Teilmengen von X.

1Referenz: Fischer/Kaul, Mathematik fiir Physiker 2, § 19
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I1l. MaBtheorie

Definition 3.3 (MaB)

Es sei A eine o-Algebra auf X. Ein MaB u auf A ist eine Zuordnung (< Funktion)
A€ A p(A) € [0,400] mit folgenden Eigenschaften:

(mul) p(@)=0, AC Be A= pu(A) < u(B) (Monotonie);

(mu2) A,B € A disjunkt = p(AUB) = p(A)+ p(B) (Additivitét);

(mu3) Ay C Ay C ... gehéren zu A = p(U;A;) =lim;_  p(A;) (Kontinuitat);
(mu3') By, B3,Bs,... € A paarweise disjunkt = pu(L;B;) = >, pi(B;) (o-Additivitat),

Ein Borel-MaB auf einem metrischen Raum (X,dx) ist ein MaB auf dem
Borel-Algebra B(X).

Aquivalenz (mu3) < (mu3’): Teil =: Setze B; := A;\A;_1 (und By := A;)

Teil <=: Setze A; := Uj:l B;.

Notation. Das Lebesgue-MaB wird ab jetzt mit p; oder e, bezeichnet, um von
einem allgemeinen MaB zu unterscheiden.

Beispiele. 1. Hauptbeispiel. Das Lebesgue-MaB 1 p auf o-Algebra .Zess(R"). Die
Einschrénkung von e auf die Borelsche-Algebra B(R") ist ein Borel-MaB.

2. Es sei X =N oder Z, A alle Teilmengen A C X, und v(A) = |A| (Kardinalitit <
Anzahl von Elementen).

3. Es sei X = S? eine Sphire (Erdekugel) und p(A) die Oberfliche des Erdestiicks A.
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I1l. MaBtheorie

Definition 3.4 (Integration beziiglich eines MaBes)

Es sei A eine o-Algebra auf eine Menge X und p ein MaB auf A.
Treppenfunktionen: Abzihlbare Summen @(x) = cixa; mit disjunkten Mengen
A € A

Wichtig! Ab jetzt: Treppenfunktionen sind in Sinne der letzten Definition, also
@(x) = > cixa; mit A; messbar beliebig und paarweise disjunkt.

Integration von Treppenfunktionen: [ o(x)du(x):=Y"; cin(A;) falls die Reihe
absolut konvergiert, oder in dem Fall ¢; > 0.

Treppenmajoranten: f(x) auf X beliebig, ¢(x) = |f(x)| eine Treppenfunktion;
Das obere [!-Norm: ||f(x)||Z1(H) := inf ([ p(x)du(x)) iber alle Treppenmajoranten
p(x) von f(x);

p-messbare Funktionen: f(x) ist messbar :< 3 eine Folge von Treppenfunktionen
k() mit pk(x) 11, < +o0 50 dass [|F(x) — L),y — O

Obere p-MaB von Mengen: p*(M) := ”XMHtl(,u,)'

Nullmengen: N ist eine p-Nullmenge < p*(N) =0;

Charakterisierung von Nullmengen: p*(N) =0 < 3A € A mit u(A) =0 und M C A.
u-messbare Mengen: M C X ist messbar :< A € A mit p*(MAA) =0.
Lebesguesche L'-Raum: #(X, i) := {f(x) ist u-itegrierbar},

N(eru) = {f(x) : ”f(x)lltl(u) = 0}; Ll(Xvu) = gl(X,u)/N(X,/,L).

Prinzip. Alle Eigenschaften vom Lebesgue-MaB gelten auch fiir allemeine MaBe,
insbesondere die Sitze von Levi, Lebesgue, Riesz-Fischer, und der Modifikationssatz.
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Beispiele. 1. p1, po sind MaBe auf A = p:= p1 + po (mit p(A) := p1(A) + p2(A))
auch ein MaB.

2. Es sei Y € A eine A-messbare Menge. Setze A|ly :={A€ A : BC Y}. Essei uein
MaB auf Aly. Die triviale Fortsetzung (Fortsetzung mit 0) ist fi(A) := u(ANY).

3. Es sei B € A eine A-messbare Menge und p ein MaB auf A. Fiir A € A setze
ulg(A) := u(ANB). Dies ist ein MaB auf B, das Einschrdnkung (oder Restriktion)
des MaBes p auf B heiBt.

Definition 3.5 (Integration iiber Teilmengen)

Es sei p ein MaB auf einer o-Algebra A auf X und B C X eine p-messbare Menge.
Das Integral [ f(x)du(x) einer Funktion f(x) auf B ist das Integral bzgl. des

eingeschrinkten MaBes pg, [p f(x)du(x) = [gf(x)dulp(x)

| A

Lemma 3.1 (Dichten)

Es sei p ein MaB auf einer o-Algebra A und p(x) > 0 eine Funktion so dass X = U;X;
fiir eine monoton wachsende Folge X1 C X> C --- von messbaren Teilmengen mit p
integrierbar auf jedem X;. Dann ist die Zuordnung

A€ A |p(x)xall ) € [0, 4+00] auch ein MaB auf A.

3
LYH(X,

\

Notation. v := [pdp.

Standard-Beispiel: X =R" ist die Vereinigung von Billen B(0, R;) von wachsenden
Radii Rj — oo.
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Beweis. Da ||p(x)xall* € [0, +00] wohl-definiert ist, muss man folgendes zeigen:

LY(X,
(ii) Additivitat von v = (fpdit (iii) Kontinuitit (< o-Additivitit) (siehe Eigenschaften
(mul-mu3) oben).

Aus der Identitdt xa-xg = xans folgt, dass ein Produkt einer Treppenfunktion ¢(x)
(in Sinne der Definition 3.4) mit der charakteristischen Funktion einer Menge A € A
ist eine Treppenfunktion. AuBerdem fiir jede Funktion f(x) gilt:

1FGOxalls < IFCN

Dies impliziert f(x) € w%’I(X u), A€ A= f(x)xa € LHX,u) mit der
Norm-Ungleichung [|F(x)-x Al (1 < £ (I3,

Hilfssatz. Fiir jedes A € A messbar, gilt: ||P(X)XA||L1 Xopu) = hm fX p(xX)xadp(x).

Beweis. Fiir jedes X; gilt: AN X; ist auch messbar und fX’_p x)xadp(x) <

fX p(x)du(x) < 4oo. Ist die Folge fx p(x)xadp(x) beschrinkt, dann schreibt man
fX p(x)xadu(x) = [ p(x)xaxx;du(x) = [ p(x)xanx;dp(x) und benutzt den Satz von
Levi fiir die Funktionsfolge f;i(x) := p(X)XAXX/.. Diese Folge konvergiert punktweise zu
p(x)xa und nach dem Satz ist p(x)xa p-integrierbar mit
dim [ p()xadi(x) = [ p(x)xadu(x).
Anderseits, ist die Folge fX,-p x)xadu(x) nicht beschrinkt, dann hat p(x)xa keine

Treppenmajorante ¢(x) mit [ ¢(x)dp(x) < co (da jede solche Majorante ((x) auch
eine Majorante fiir alle p(x)xaxx; sein muss) und damit HP(X)XAHtl(X ) = Too=

= lim [y p(x)xadu(x) auch in diesem Fall. O
[—— 00 U
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Nun sei A, B € A messbar und disjunkt. Dann xaus = xa + xs und damit
1pGIxAuBI 1 0y = im [x, PO)xAUBAR(X) =

lim iy, p()xadh(x) +lim fy, p()xad(x) = [pGIxalls oy + 190XE N1 -
Ferner, fiir B; € A paarweise disjunkt und Y; := X;\ Xj_1 gilt: Y; sind messbar und
paarweise disjunkt, und auBerdem B :=U;B; = U;(Y; N B;). Ahnlich wie oben zeigt
man die Gleichheit ||p(x))<3||L1 Xo11) Zufp(x XYinB; d,u (x)=%; S p( x)xg;dp(x).

Dies beweist die o-Additivitit von ||,0(X)XA||L1 Xo)" O

Satz 3.2 (Stetigkeit von Integration)

Es sei yu ein MaB auf einer o-Algebra A, f(x) € L1 (X,u), und Ay CAy CA;s...€ A
eine Folge mit UjA; = X. Dann [ f(x)du(x) =limj_ oo [ f(x)-Xxa,dp(x).

Beweis. Benutze den Satz von Lebesgue mit fi(x) := f(x)-xa, und F(x):=|f(x)|. O
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Definition 3.6 (Produkt zweier MaBe)

Es sei X,Y zwei Mengen, Ax, Ay o-Algebren auf X, Y, und ux,puy MaBe auf
Ax,Ay. Es sei Z:= XX Y das kartesische Produkt. Man definiere das Produkt von
o-Algebren Ax ® Ay als die o-Algebra auf Z = X XY erzeugt von allen
Produktmengen AxB mit A€ Ax,B € Ay, und das Produkt von MaBen

uz = px @ py durch die Relation pux @ py (AxB) := ux(A)-py(B) auf
Produktmengen, und durch Eigenschaften (mul-mu3) fiir allemeine Mengen
CeAx®Ay.

Beispiel. Die Borel-Algebra B(R") ist erzeugt von Quadern, deshalb

B(R™ M) = B(R™) ® B(R"). Fiir die o-Algebra aller Lebesgue-messbaren Mengen
Mess(R") gilt eine solche Eigenschaft nicht.

Fiir das Lebesgue-MaB auf Borel-Algebren gilt: prm ® purn = pipm-+n.

Satz 3.3 (Der Satz von Fubini)

Es seien X,Y, Ax, Ay, und px,py wie oben und v := ux ® py das Produkt des
MaBes px,py . Ferner sei f(x,y) eine v-messbare Funktion. Dann gilt:

o fiir fast jedes y € Y (bzgl. p,) ist die Funktions f(x,y) px-integrierbar ;
o die Funktion F(y) := [\ f(x,y)dux ist py—integrierbar;
o esgilt: [\ f(x,y)dv(x,y) = [y (fx f(x,y)dux)duy.

Bemerkung. Man setze F(y) := 0 fiir solche y € Y/, wo f(x,y) nicht ux-integrierbar
ist. Menge solcher y ist eine py-Nullmenge.
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Beispiele. 1. Speziell in R? : [0 f(x,y)dures(x,y) = [f f(x,y)dxdy = [f f(x,y)dy dx.
2. Es sei AC X XY eine messbare Teilmenge. Man definiere die Schnittschicht durch
Ay :={x€ X : (x,y) € A}. Dann fiir das v(A) = [, ux(Ay)duy.

Folgerung: Cavalieri-Prinzip

Es sei A/, A” C R™XR" zwei messbare Mengen (,, Kérper*) so dass
Volm(Aj}) = Volm(AY) fiir fast alle y € R". Dann haben A’, A" gleiche
(m+ n)-Volumina.

Beweis des Satzes. Schritt 1. Es sei f(x,y) integrierbar bzgl. v = ux®uy .
Approximiere f(x,y) mit einer Folge von Treppenfunktionen fi(x,y) = Zj CijXC; mit
Cij € Ax®Ay beziiglich L!(v)-Norm. Durch das ,, Abschneiden" von jeder Summe
ZJ. ci,jxc;; des Restes mit j > jo(i) mache ich jede Summe fi(x,y) = ZJ- CijXG
endlich und so dass fi(x,y) weiterhin f(x,y) approximieren.

Schritt 2. Hilfssatz. Jede Menge C € Ax®.Ay kann durch eine Folge von

Ck € Ax®Ay approximiert werden, so dass v(CAC;) — 0 und so dass jede Menge
C; ist eine endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Produktmengen

Ci = Ui (Ak,1x By 1).

Beweis des Hilfssatzes. Die o-Algebra Ax®.Ay wird durch die folgenden Operationen
erzeugt: Endliche algebraische Mengenoperationen U,N, A und abzihlbare
Vereinigung. Man iiberpriife, dass jede durch diese Operationen entstehende Menge C
eine Approximation wie oben zul3sst, solange die in die Operationen eingezogenen
Mengen diese Eigenschaft auch haben.

Schritt 3. Benutze Schritt 2 um zu eine Approximation von f(x,y) durch
Treppenfunktionen fi(x,y) zu finden, so dass jede f;(x,y) ist eine endliche Summe
fi(x,y) =22, XA jxB; -
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Schritt 4. Man iiberpriife den Satz von Fubini fiir endliche Summen

filx,y) =22, XA jxB; -

Schritt 5. Man zeige, dass Fi(y): fX x,y)dux eine Li(Y,uy)-Cauchy-Folge ist.
Insbesondere konvergiert die Folge F;(y) fast iiberall zu einer messbaren Funktion
F(y) fast iiberall und es gilt lim [ Fi(y)duy = [ F(y)duy.

Schritt 6. Man wendet den Schritt 5 zu der Doppelfolge |f;(x,y) — fj(x,y)| und zeigt,
dass |f(x,y) — i ex, ) = J1fi(x,y) — f;(x,y)|dux konvergiert zu O fiir fast
alle y € Y. Deshalb fiir fast alle y € Y ist die Folge fi(x,y) eine

L1(X, px )-Cauchy-Folge die fast iiberall zu einer Funktion f(x,y) konvergiert. Deshalb
f(x,y) = f(x,y) fiir eine Menge N C X x M fiir eine p1y-Nullmenge M. AuBerdem
Fly) =[x f(x,y)duy fiir fast alle y € Y.

Schritt 7. Man zeigt, dass die Konvergenz fi(x,y) — f(x, y) fast iiberall in X x Y
gilt, weil f;(x,y) eine Cauchy-Folge bzgl. L(X x Y,v) ist.
Ende des Beweises. O
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Definition 3.7 (Diskrete, absolut stetige und singuldre MaBe)

Es seien p,v MaBe auf einer o-Algebra A auf einer Menge X.
@ u heiBt o-endlich falls X = U2, X; mit X; paarweise disjunkt, p-messbar und mit
;L(X,') < 0.
o u heiBt diskret falls es existiert A € A endlich oder abzihlbar, so dass pu({x;}) >0
fiir jedes x; € A und p(X\A) = 0. Die Menge A heiBt der Trager des MaBes (.

o v heiBt absolut stetig oder kurz stetig bzgl. . oder auch dominiert durch p falls
fiir jedes A € A gilt: p(A) =0 = v(A)=0.

o v heiBt singuldr bzgl. p falls es eine Zerlegung X = Xo U X1 mit Xo,X1 € A und
XoN X1 = & existiert, so dass v(X1) = u(Xo) =0.

Satz 3.4 (Der Satz von Hahn)

Es sei A eine o-Algebra auf einer Menge X und p,v zwei o-endliche MaBe auf A.
Dann existieren Teilmengen X+, X_ C X so dass

) X+,X7 E.A, X :X+UX7 unch+ﬂX, = O,
o v(A) < u(A) fiir jedes A€ A mit AC X_ und 0 < p(A) < +o0;
o v(A) > u(A) fiir jedes Ac A mit AC Xy und v(A) < +o0.

Die Darstellung X = Xy U X_ heiBt Hahn-Zerlegung.
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Satz 3.5 (Der Satz von Radon-Nikodym)

Es sei A eine o-Algebra auf einer Menge X und p,v zwei o-endliche MaBe auf A so
dass v absolut stetig bzgl. p ist. Dann existiert eine Darstellung X = U;X; mit

X1 C Xo C ... €A und eine Funktion p(x) > 0, p-integrierbar auf jedem X;, so dass
v(A) = pr d,u(x fiir jedes A € A.

Beweis.

Schritt 1. Es seien X = UJ‘?ilXj’ und X = U2, X}/ die Zerlegungen von X mit

1(X[) < 4o00,v(X}") < +o0. Dann X = U; «(X/ N X}’) und

WX/ NX}') < +oo, v(X/NX") < +oo. Falls man eine Funktion pj(x) fiir jedes

XJ./ﬂXL’ findet, die die Behauptung des Satzes erfiillt, dann erfiillen

p(x) = EjkpijX_/nX‘i/ und X; :=Uj k<i(X{ N X") die Behauptung des Satzes. Also
J

oEdA gilt: ;(X) < +00,v(X) < +00.

Schritt 2. Fiir jede rationale positive Zahl r = 5, es sei X = X, U X, eine

Hahn-Zerlegung bzgl. v und r-u. Dann fiir jede r < r’ gilt Xf\X;? ist eine Nullmenge
bzgl. p+v (& bzgl. p und v). AuBerdem lim,—, o0 v(X;") = und deshalb
limy— oo (X)) =0
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Schritt 3. Fiir i =1,2,3,.. und setze r; j := % und

oo
pi(x) = Zk:o fi,k'Xerk+1\Xr;k~
Dann |p;(x) — pi+1(x)| < 21, p-fast iiberall und deshalb
X
pi(x) = pis1 () |1,y < 22 /(x) eine Cauchy-Folge bzgl. || [11(x.,.).
die zu einer Funktlon p( ) p- fast iiberall und beziiglich || - || 1(x,,) konvergiert.

AuBerdem gilt: [v(A) — [, pi(x)| < X) . Deshalb erfiillt p(x) = lim p;(x) die
Behauptung des Satzes. O

Satz 3.6 (Lebesguesche Zerlegungsatz)

Es sei X eine Menge, A eine o-Algebra, und p,v o-endliche MaBe auf A. Dann l3sst
sich das MaB v in die Summe v = vs + v zerlegen, so dass vs singuldr und v absolut
stetig bzgl. p sind.

Beweis. Wie oben kann man oEdA annehmen, dass p und v endlich sind (d.h.,
1(X)+v(X) < 00). Die beiden MaBe v und p sind absolut stetig bzgl. A := v+ . Es
seien f, g die entsprechende Funktionen, so dass u = [fd\ und v = [gd\. Es seien

= {x:f(x) >0} und Xp := {x: f(x) =0}. Dann Xy und Xp sind disjunkt und
w(Xo) = on fd\ = 0. Setze vs(A) :==v(ANXp). Dann ist vs singulédr bzgl. p. Setze
Dann vc(A) :=v(ANX,). Dann ist vc ein MaB und v :=vc +vs. Es sei nun A
messbar mit ©(A) =0. Da f(x) > 0 auf X;, man muss haben A(ANX;)=0. Aber
dann vc(A) =v(ANX;)=0. Also ist v absolut stetig bzgl. . O
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Satz 3.7 (Diskreter Anteil eines MaBes)

Es sei X eine Mengen, A eine o-Algebra auf X, u ein o-endliches MaB auf A, so dass
Jede 1-piinktige Menge {x} messbar ist. Man definiere die Menge

Ag:i={xe€ X : u({x}) >0} und das MaB g auf Ay durch pq({x}) = p({x})

Vx € Aq. Dann ist die Zuordnung p' : A € A u(A) — pnq(A) auch ein MaB auf A.

Definition 3.8

| N

Es seien X,Y Mengen, Ay eine o-Algebra auf Y, uy ein MaB auf Ay, und
f: X — Y eine Abbildung. Der Riicktransport von Ay bzw. von py ist die o-Algebra
f*Ay == {f~Y(A): A€ Ay}, bzw. das MaB f*p auf f*Ay mit £*u(f~1(A)) := u(A).

v

Satz 3.8 (Transformationssatz)

Es sei U,V offene Mengen in R" und & : U — V eine C1-Abbildung so dass die
Umkehrung =1 : V — U existiert und ist auch C'-glatt. Ferner sei \ das
Lebesgue-MaB in V, p(X) >0 eine Dichte, und = [p(x)dX das durch p(x)
definiertes MaB. Dann das Riicktransport ®* i ist absolut stetig bzgl. des
Lebesgue-MaBes \ und es gilt:

&= [p(®(x)) ldetdoar
wobei Jy die Jacobische Matrix der Abbildung ® : U — V ist.

V.
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Notation. Ein Spat ist ein Bild eines Quaders bzgl. einer linearen Abbildung.

Es seien e; die Standard-Basisvektoren in R”. Eine lineare Abbildung F : R" — R" heiB
Scherung falls es existiert 1 </ < n so dass F(e;) =e; fiir j # i und

F(e;) = e;+z#i cie; mit Konstanten ¢; € R. In anderen Wortern, man addiert zu e;
einen Vektor orthogonal zu e;. Die Wirkung einer Scherung auf eine nxn-Matrix M:
Man addiert zur i-Zeile eine lineare Kombination von restlichen Zeilen (mit gleichen
Koeffizienten c¢; wie oben). Folgerung: detF =1 fiir jede Scherung.

Beweis. 1. Behauptung. Jede Scherung erhilt das Volumen (< das Lebesgue-MaB)
jedes Quaders Q. Beweis Es reicht nur einfache Scherungen zu betrachten, mit
Fc(e;) = e; + ce, mit festen i # k und ¢ € R. Wenn c¢ sich von einem zu anderem
Wert verindert, deformiert sich jeder Quader Q in einen Spat F.(Q), aber die
Niveau-Mengen {x; = a} N Q und {x; = a} N F-(Q) bleiben dieselbe. Also nach
Cavalieri-Prinzip erhilt jede einfache Scherung F-(Q) das Volumen jedes Quaders.
Deshalb wird das Lebesgue-MaB jeder messbaren Menge unter jeder Scherung
erhalten. ]
2. Spezialfall des Satzes. ® ist linear. Man verwendet geeignete Scherungen und
transformiert ® in eine lineare Abbildung ®; = ® o F (mit F Produkt von
Scherungen), so dass ®1(e;) = a;e;. Dabei detF =1 und deshalb

det® = det®; = a;-...-a,. Aber da jeder Quader Q unter der Abbildung ®; in jeder
Richtung gestreckt wird, Vol(®(Q)) = Vol(®1(Q)) = det®1-Vol(Q) = detd-Vol(Q).
Dies ist die gewiinschte Formel fiir lineare Abbildungen

3. Allgemeiner Fall. @ ist beliebig.
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IV. LP-Riume.?
Definition 4.1 (LP—(Halb)norm.)

Es seien X eine Menge, A eine o-Algebra auf X, pu ein MaB auf A, und 1 < p < 400
eine reelle Zahl. Die obere LP-Halbnorm einer Funktion f(x) auf X (reel, komplex,

_y . " 1/p
oder vektorwertig) ist die Halbnorm |[£(x)[5y(x..) = (|||f(x)|P|| Ll(m)) .

Triviale Eigenschaften

 1-FC oy = Il IF G fir € € C:
. ||f(X)||ZP(X,u) =0 & f(x) =0 fast iiberall.

| \

Satz 4.1 (Ungleichungen von Young, Hélder und Minkowski)

Es seien 1 < p,q < 400 mit %-{-% = 1. Dann

o Fiir jede reelle Zahlen a,b >0 gilt: ab < % + % (Youngsche Ungleichung).

e Fiir jede komplexe Funktionen f(x),g(x) auf X gilt:

17681y < IFCNEpe oy 18 a(x..y (Hldersche Ungleichung).

e Fiir jede Funktionen f(x),g(x) auf X gilt:

1£6)+ 80 mx 0y < 1Oy +IEC oy (Minkowhische Ungleichung)

v

2Rererenz: [Fo-3], §10.
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Beweis. Youngsche Ungleichung. Man legt b > 0 fest und such das Minimum von der
Funktion Ly(y) := % + b9 _ xb. Das Minimum wird an der Stelle x = a. mit af = b9
erreicht und Lp(as) = 0. Also Lp(a) >0 fiir alle a,b > 0.

Héldersche Ungleichung. OEdA 0 < ”szP(X,u) < 400 und 0 < Hgqu(X,M) < 400, weil

sonst alles trivial ist. Setze A := ||f||zp X, und B := ||g||’[q(x u)
Man betrachtet die Funktionen ¢(x) := M und ¢(x) ;== ‘ . Dann
10 71y = G sy = 1. Aber dann
f(x F(x)IP
A5 IFC)- g0y = MG, < IHERE  EE,
f( .
|| | X)‘ HLl(X ) +1 || ‘ng‘ ”Ll Xop) = %—i—% = 1. Dies bedeutet die gewiinschte
Unglelchung

Minkowskische Ungleichung. Merken, dass 1 < p < 4o00. Betrachte Funktion
h(x) == |f(x) +g(x)|P~1. Weil g(p—1)=pund p—1= g, es gilt:

h(x)7 = () + ()17, und deshalb [[A(:x) 7o x .y = (1FG) + 80 ,)
AuBerdem |£(x) + g(x)|P = |F(x) + g()1F(x) + g ()P~ = |F(x) +g()]-h(x) <

[F(x)h(x)] + |g(x)h(x)|. Deshalb ([If(x) +&()Ifo(x, )" = IIFC)+8CNPI 0 <
HFGRC + 180NN 1 .y < IFCIACN .y + 18V <

(F G oy + 180N o) 1A = 1

G0 + 1) (IFG0) + £z ) ” - Dies impliziert die
Minkowskische Ungleichung. O
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Satz 4.2 (Starke Hélder-Ungleichung)

Es sei p ein MaB auf (einer o-Algebra auf) einem Raum X, 1< p,q,r < +oo reelle
Zahlen mit % = % + % und f(x),g(x) Funktionen auf X. Dann

1 G 80MEr xy < IFOM sy 18 -

Beweis. Setze p' := £, ¢’ := 1, o(x) := |f(x)|" und ¢(x) := |g(x)|". Dann reduziert
sich die Starke Holder-Ungleichung zur ,normalen” (Teil 2 aus dem Satz 4.1).

Definition 4.2 (LP-Riume)

Eine Funktion f(x) ist eine LP-Funktion, f(x) € -ZP(X,u), falls es eine Folge von
Treppenfunktionen py(x) existiert mit Hapk(x)Hzp(X ) < Foo und

| (x)— gpk(x)HE,(X’”) — 0. Fiir f(x) € ZP(X, ) wird ”f(X)HtP(X,H) durch
I C)le(x,py oder einfach ||f(x)||p bezeichnet.

Der Raum LP(X,p) ist definiert als der Quotient £P(X,pu)/N .

Notation: p-integrierbare Funktionen.

Satz 4.3 (Riesz-Fischer-Satz fiir LP-Riume)

Es sei p ein MaB auf einer o-Algebra auf einem Raum X. Jede

Il - [lLp(x,)-Cauchy-Folge von Funktionen fy(x) € £P(X,p) konvergiert bzgl. der
LP-Norm zu einer Funktion f(x) € £P(X, ). Dariiber hinaus konvergiert

fa(x) — f(x) fast iiberall in X.

[|f(x)||p ist eine Norm auf LP(X,p) so dass LP(X,u) vollstindig, und damit ein
Banachraum ist.

v
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Dualrdume von LP-Riumen. Riesz-Satz

Definition 4.3 (Dualrdme)

Es sei (V,||-|lv) ein komplexes normierter oder Banachraum. Ein beschrinktes
lineares Funktional auf V ist eine lineare Abbildung f : V — C so dass

|f(v)| < c||v|lv fiir eine Konstante ¢ > 0 unabhédngig von v € V. Die Dualnorm ist
definiert durch ||f||y+ :=sup{|f(v)| : ve V,|v|v <1}

Der Dualraum V* eines normierten oder Banachraums V besteht aus allen
beschrdnkten linearen Funktionalen auf V/, versehen mit der Dualnorm.

In dem Fall von reellen normierten Riumen ist die Definition analog.

Tatsachen. 1. Ein lineares Funktional f : V — C auf einem Banachraum ist beschriankt
gdw. es stetig als eine Abbildung zwischen metrischen Raumen V und C ist (falsch fiir
normierte Raumel!).

2. Jedes beschrankte lineare Funktional f : V — C auf einem normierten Raum V' lasst
sich eindeutig zu einem beschrinkten linearen Funktional f : V — C auf die
Vervollstandugung V von V fortsetzen.

3. Der Dualraum V* eines normierten Raumes (V|| -||v), versehen mit der Dualnorm,
ist ein Banachraum.

Satz 4.4 (Riesz-Satz fiir LP-Raume)

Es sei pu ein MaB auf (einer o-Algebra auf) einem Raum X und p,q > 1 reell mit
1= %—i— %. Dann fiir jedes g(x) € £9(X, ) ist Abbildung f(x) € ZLP(X,pu) —

Jx F(x)E(x)du(x) ein wohl-definirtes lineares Funktional beschrénkt bzgl. LP-Norm
und jedes beschrinkte lineare Funktional auf LP(X,u) ist von dieser Form und die
Dualnorm ist gleich die L9(X,p)-Norm.
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IV. LP-Riume.

Definition 4.4 (L?(X,u) als Hilbertraum.)

Das Skalarprodukt zweier Funktionen aus L?(X, ) ist definiert durch

(F(x),8(x) = [x F(x)B(x)dp(x).

Folgerungen und Umformulierungen

| \

1. Es sei V C Z9(X,u) ein Untervektorraum dicht bzgl. der L9-Norm und

f(x) € £P(X,u) eine Funktion, so dass [y f(x)g(x)du(x) fiir alle g(x) aus V. Dann
f(x) = 0 fast iiberall.

2. Der Dualraum von LP(X,u) ist der Raum L9(X, p).

3. Der abstrakter Riesz-Satz besagt: Dualraum jedes Hilbertraumes V ist der Raum V
selber und die Dualnorm ist gleich die ursprungliche Hilbert-Norm.

4

Beweis des Riesz-Satzes. Schritt 1. Spezialfall. Es sei p ein diskretes MaB mit dem
endlichen Trager auf Xo. Dann LP(X,u) = LP(Xo, ) = {f(x) = >_; aix ) } mit

I FCNNTs =22 1ailPu(xi). Es sei F : LP(Xo, 1) — C ein beschrinktes lineares
Funktional. Setze b; := F(x{,1)/1(xi), &(x) =32, bix{x} und

h(x) := Z,’bi'|bi|q_2'X{x,-}}- Dann F(f(x)) = (f(x),g(x)) fiir alle f(x) =>"; aiX{x}
und deshalb ||F||+« < |lg(x)||ra nach Hélder-Ungleichung

160N % = A, = Jx A(X)E()di(x) = 3 1B11%x s} . Also wenn wir Normieren
llg(x)||La =1 dann ||F||« = 1. Dies implizied den Satz fiir X endlich mit einem
diskreten MaB.
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IV. LP-Riume.Beweis des Riesz-Satzes.

Schritt 2. Spezialfall. Es sei u ein diskretes MaB mit einem beliebigen Triger Xp.Setze
bi = F(x{x})/1(xi), g(x) = >_; bix{x3 wie oben. Dann iiber den Limes iiber alle
endliche Teilmenge X' C Xy zeige F(f(x)) = (f(x),g(x)) und ||g(x)|lLa = ||F||«.
Schritt 3. Es sei p o-endlich und X = U;A; eine Zerlegung von X in disjunkte
messbare Mengen mit p(A;) < +o0o. Setze b; := F(xa,;)/1(A;) und g(x) := 37, bixa,-
Dann fiir alle Treppenfunktionen f(x) =3 _;aixa, gilt: F(f(x)) = (f(x),g(x)) und
insbesondere || g(x)||ta < ||F||+.

Schritt 4. Behauptung. Es sei u o-endlich. Dann existiert eine Folge von Zerlegungen
X =UjA,i von X in disjunkte messbare Mengen mit (A ;) < +oo so dass jede
nechste Zerlegung verfeinert die vorige und so dass jede fallende Folge

Aty DA, D A3 D ... hat als Limes Ny Ay ;, die nicht p-verkleinerbare messbare
Menge.

Schritt 5. Die Folge von Funktionen gi(x), jeweils fiir die Zerlegung X = U;Ay ;, ist
eine || - ||La-Cauchy-Folge mit dem Limes gx(x) so dass F(f(x)) = (f(x), g«(x)) fiir alle
f € LP(X,u) und und insbesondere ||g«(x)||a = || F||«-
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Nachtrag: Separabilitit und ON-Basen von Hilbertrdumen

Definition 5.1 (¢2-Raume)

Die Mengen N und 7 seien mit dem ZahlmaB 1. versehen, so dass py(A) = ,Anzahl
von Elementen in A". Die Raume (P sind definiert als £P := LP(N,uy). Dies sind die
AP-summierbare Folgen*” a = (ay,ay,...) mit ||a||}, :=>_;]a;|P < +o0.

Da die Aufzihlung von Z eine Bijektion mit N bildet, die das Z&dhlmaB erhilt, sind
¢P(N) und ¢P(Z) kanonisch isomorph.

Definition 5.2 (Separable Hilbertraume. ON-Basis eines Hilbertraumes)

Eine Teilmenge A in einem Metrischen Raum X ist dicht falls zu jedem x € X eine
Folge aj aus A existiert die zu x konvergiert. < Der Abschluss von A ist das ganze X.
Ein Hilbertraum H heiBt separabel falls es eine abzahlbare dichte Teilmenge A C H
existiert.

Ein orthonormiertes System (ON-System) in einem Hilbertraum H ist eine Teilmenge
B C H so dass (vj,vj) = dj; fiir je zwei Vektoren vj,v; aus B.

Ein orthonormiertes System B = {v1,vs,...} ist vollstindig falls der einzige Vektor

v € V orthogonal zu jedem v; € B ist der Nullvektor 0€H.

Eine orthonormierte Basis (ON-Basis) eines Hilbertraumes H ist ein orthonormiertes
System B = {ey1,ez,...} so dass Vv € H sich eindeutig als eine Summe v =Y 7° cie;
reprasentieren lisst wobei die Reihe 37°; c;je; bzgl. der Hilbert-Norm konvergiert.

Der Begriff der ON-Basis eines Hilbertraumes verallgemeinert dessen von ON-Basis
eines Euklidischen endlichdimensinalen Vektorraumes.
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Nachtrag: Separabilitit und ON-Basen von Hilbertrdumen

Satz 5.1 (Separabilitit von L2(R"))

(Sepl) Die Riume L?(R", puyep) und ¢2(N), £2(Z) sind separabel.
(Sep2) Jeder separable Hilbertraum zulésst ein vollstindiges ON-System.

(Sep3) Jedes vollstindige ON-System B in einem Hilbertraum ist eine Basis und
umgekehrt.

(Sep4) Die Menge B = {e;} C ¢*(N) mit e; = (0,0, ...
von C £2(N).

, ,0...) ist eine ON-Basis
i-te Stelle

Beweis. Teil (Sepl). Es sei So die Menge von Quadern Q =[]"_,[a;, bj] so dass a;, b;
rational sind. Es sei S der Raum von endlichen linearen Kombinationen

= Zszl ckQx mit Qx aus Sp und ¢, = ¢ +ic; mit i =+/=1 und ¢/, ¢}/ rational.
Da abz&hlbare Vereinigungen und endliche Produkte abzdhlbarer Mengen abzahlbar
sind, ist S abzihlbar. Nach der Konstruktion ist S dicht in L?(R", iep). Der Fall
?2(N) und £2(Z) ist shnlich.

Teil (Sep2). Es sei S = {vi,vs,...} eine abzihlbare dichte Teilmenge von einem
Hilbertraum H. Verwende das Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren
(ON-Verfahren) zu S und bekomme ein ON-System B = {ey,e»,...}. Da ich im
ON-Verfahrennur nur lineare Operationen verwende, liegt S in dem Vektorraum C(B)
erzeugt von B. Damit ist C(B) dicht in H.

Nun sei w # 0 € H ein Vektor, der zu jedem e; aus B orthogonal ist. Dann existiert
eine Folge w; aus S, die zu w konvergiert. Da S C C(B), ist jedes w; orthogonal zu w.
Anderseits (wj, w) muss zu (w,w) = ||w||?> # 0 konvergieren. Der Widerspruch zeigt,
dass das ON-System B vollstandig ist.
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Nachtrag: Separabilitit und ON-Basen von Hilbertrdumen

Teil (Sep3). Ein Vektor w € H orthogonal zu jedem Vektor e; € B ist orthogonal zu
jeder linearen Kombination von Vektoren aus B, und deshalb zu jedem v € H. Deshalb
ist jede ON-Basis ein vollstandiges ON-System.

Umgekehrt, es sei B = {e1,ez,...} C H ein vollstindiges ON-System. Fiir jedes v € H
definiere ¢; := (v,e;) und v; := Z}Zl ¢jej. Dann ist jede Zerlegung

v= Zj’:l cjej + (v — v;) orthogonal = ||v||? = Z}:l lcj|2 + ||v — vi||2. Es folgt: Die
Reihe 377 |cj|? konvergiert mit > lcj|? < ||v||? und die Folge v; ist eine

Cauchy-Folge bzgl. der Norm. Deshalb v; konvergiert zu einem v, € H. Dabei ist
V — Voo orthogonal zu jedem e; € B und deshalb v = v nach der Vollstandigkeit.

Also v =37, cje; und B ist eine Basis von H.

Teil (Sep4). Die Menge B ist orthonormiert und vollstindig. O
Das Intervall [0,27] sei mit dem Lebesgue-MaB versehen.

Satz 5.2 (Fourier-Reihen)

Die beiden Systeme Bexp := {exp(inx) : n € Z} und
Biig == {%,cos(nx),sin(nx) : n € N} sind orthogonal und vollstindig in L?[0,27].

Beweis. Die Orthogonalitat lasst sich direkt iiberpriifen. Man braucht nur zu zeigen,
dass jede f(x) € .£?[0,27] ist als eine Reihe 2721 cipi(x) mit p; aus Bexp bzw. Byrg
dargestellt werden kann, und die Reihe konvergiert in L2-Norm.

Es sei A der Vektorraum von endlichen linearen Kombinationen aus Bexp. Dann ist A
auch auch als der Vektorraum von endlichen linearen Kombinationen aus By .
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V. Fourier-Analysis. Motivation: Fourier-Reihen

AuBerdem hat A die folgenden Eigenschaften:

(WS1) zu jeder f(x) aus A ist die komplex konjugierte f(x) auch in A.

(WS2) Das Produkt zweier Funktionen aus A liegt in A.

(WS3) Fiir jede zwei Punkte x1,x2 € [0,27] existiert f(x) € A mit f(x1) # f(x2).
Nach dem Satz von WeierstraB und Stone ist die Menge A dicht in dem Raum
CO([0,27]) von stetigen Funktionen versehen mit sup-Norm. Dies impliziert, dass A
dicht in dem Raum L2([0,27]) ist. O

Eigenschaften von Fourier-Reihen

(FR1) Jede Funktion f(x) € .Z2([0,27]) ist die Summe einer Fourier-Reihe
e — oo Cn e wobei die Reihe bzgl. der L2-Norm konvergiert.

(FR2) Die Koeffizienten c, lassen sich mit der Formel ¢, = Ffo" e~ "™ f(x)dx
berechnen.

ES gllt Hf(X)”LZ [0 271.]) 1 ;“;—oo |C,,|2-

(FR4) Es sei f(x) auf [0,27] stetig differenzierbar und mit den Fourier-Koeffizienten c,.
Dann kann man die Fourier-Reihe von f(x) gliedweise differenzieren und die
Ableitung f’(x) hat die Fourier-Koeffizienten incy.

(FR3

~

Beispiel der Anwendung. Man méchte die Wellengleichung 2 5 f(x, t) = azaa—jzf(x, t)
fiir 27-periodische Funktionen f(x,t) = f(x + 2, t) |dsen. Fiir die Koeffizienten c(t)
der Fourier-Reihe bekommt man jeweils eine gewshnliche DGI ¢/ (t) +a®n?ca(t) =0,
die leicht zu I8sen und interpretieren ist. Jede , Eigenfunktion® (,, Harmonik")

cos (nx),sin (nx) schwingt mit eigene Geschwindigkeit na unabhZngig von anderen
Eigenfunktionen.
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V. Fourier-Analysis.

Man méchte eine shnliche Darstellung f(x) =3°°° _ c,e'™ auf R und R”
konstruieren.

Definition 5.3 (Fourier-Transformation auf L*(R").)

Es sei f(x) € Z1(R"). Die Fourier- Transformierte von f(x) ist die Funktion
Ff(y)=F(y) = (270"/2 Jan F(x)eT 0 dx (x,y) = xayr+-- -+ xoyn. (5.1)

v

Satz 5.3 (Eigenschaften der Fourier-Transformation)

(Foul) Die Fourier-Transformierte (y) einer L1(R")-Funktion ist stetig und beschrinkt:
5up (F)1) < b7zl 0 s ey

(Fou2) Es sei Taf (x) := f(x — a) die Translation von f(x). Dann 7af fy)=f(y)e (@),
Es sei A:R" — R” linear. Dann foA(y) = |detA|~1F(tA~1y).

(Fou3) Es sei f(x) stetig und stetig differenzierbar nach xj und so dass identisch Null
auBerhalb eines Balls B(0,R) C R". Dann y( )(y) ix; Zf(y).

(Fou4) Sind beide Funktionen f(x) und x;-f(x) Lebesgue—integrierbar, so ist F(f) stetig
differenzierbar nach y; und 7 (x;f)(y) =i% - 6‘% (y)

(Foub) Es seien f(x),g(y) Lebesgue-integrierbar in R" Dann fiir
&(x) = Fg(x) = [e {0 dmy gilt: [F(y)g(y)d"y = [ f(x)&(x)d"x.

N

Bemerkung tA ist die Transpomerung der Matrix A.
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V. Fourier-Analysis.

Beweis. (Foul). Erstens, fiir jedes f(x) € #1(R") und jedes y € R" ist die Funktion
f(x)e i{(x:¥) Lebesgue-integrierbar (Warum7) Damit ist die Fourier-Transformierte
f(y) iiberall wohl-definiert und erfiillt |f(y)| < @) "/2 £ GOl L2

Nun approximiere f(x) € Z1(R") durch endliche Treppenfunktlon = ZLV 1 Ckxa,
so dass ||f(x) — @(x)||;1 < e. Damit |F(y) —p(y)| < @ )n/z fiir jedes y € R". Aber die
Fourier-Transformierte @(y) ist stetig. Also fiir y; beliebig fest und y» nah genug an y;
gilt: [@(y1) — @(y2)| < zw)n/2 Deshalb |f(y1) — F(y2)| < zw)n/2 Also 7(x) ist stetig.
(Fou2). Der erste Teil ist offensichtlich. Fiir den zweiten benutzt man die
Transformationsformel.

(Fou3). Man benutzt die partielle Integration.

(Fou4). Man beweist zuerst die Formel fiir endliche Treppenfunktionen. Dann zeigt
man, dass es eine Approximation ¢ (x) — f(x) existiert, so dass auch x;p,(x) zu
x;f(x) in L1-Norm konvergiert.

(Fou5). Da f(y) und g(x) beide beschrankt sind, sind die Integrale [ f(y)g(y)d"y
und [ f(x)&(x)d"x wohl-definiert. Nun verwendet man den Fubini-Satz fiir

Sl yyemen F(X)g(y)e™ ¥ dx d"y.

Satz 5.4 (Umkehrung der Fourier-Transformation)

Es sei f(x) € ZY(R") mit der Fourier Transformierten f(x) € £(R"). Dann
+i(x.y) gn
09 = Gaya [, F)H 0y (52)

fiir fast alle x € R".
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V. Fourier-Analysis. Der Schwartzsche Raum. Faltung.

Definition 5.4 (Faltung von .#!-Funktionen.)

Es sei f(x),g(x) zwei .£*-Funktionen in R". Die Faltung fxg von f und g ist die
Funktion fxg(x):= fR" f(y)g(x—y)d"y

Lemma 5.5

| N

Die Integrale [, f(y)g(x —y)d"y existieren fiir fast alle x € R". Die Faltung fxg
zweier #1-Funktionen in R" ist eine wohl-definierte £ -Funktion, so dass
frg(x) = gxf(x) fast iiberall und ||f*gl| 1 mny < IIFll 2 (gny- |82 (@ny-

\

Beweis. Nach dem Fubini-Satz ist die Funktion f(x)-g(y) Lebesgue-integrierbar in
R"xR". Nach dem Transformationssatz das gleiche gilt fiir f(x —y)-g(y). Nun sagt
der Fubini-Satz, dass fxg(x) = [z f(y)g(x —y)d"y existiert fiir fast alle x € R" und
Jan F8(x)d"x =[50 F(x)d"x: [5n g(y)d"y.

Der Vergleich von Integralen ergibt die Ungleichung |fxg(x)| < (|f|*|g])(x) fiir fast
alle x € R” und damit

If+glln = [1f+g(x)|d"x < [[f]+[gl(x)d"x = [[f(x)|d"x- [|g(¥)d"y = [Ifll;1-]lglli-
Fiir die Gleichung fxg(x) = g*f(x) benutzt man den Transformationssatz fiir den
Koordinatenwechsel A(y) = x —y im Integral [ f(y)g(x—y)d"y. O

Lemma 5.6 (Fourier-Transformation von Faltungen)

Es sei f(x),g(x) zwei £ -Funktionen in R". Dann f/;kg(y) = (2m)"/2F(y)-&(y).
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V. Fourier-Analysis.

Beweis. Mit Hilfe von Fubini-Satz bekommt man (27)"/2fxg(y) =
S f(t)g(x—t)e 1M dmtd x = [[f(t)g(x — t)e {tV) e =ty dnidnx =
[f()e N dnt. [ g(x — t)e itV dnx = (27)"/2F (y) - (27)"/ 25 (y). O

Definition 5.5 (Schwartzraum.)

Eine glatte Funktion f(x) in R" ist schnell fallend falls fiir jedes Polynom P(x) in R"
und jede Ableitung 5 d‘ ‘ 7 f(x) das Produkt P(x)-3 6‘ I f(x) beschrdnkt ist.

Der Raum aller schnell fallender Funktionen f(x) in R™ heiBt Schwartzraum und wird
mit .7 oder .7 (R") bezeichnet.

Der Trager einer stetigen Funktion f(x) in R" ist der Abschluss der Menge

{x € R": f(x) # 0}. Der Raum stetiger (bzw. glatter) Funktionen mit kompaktem
Trager wird mit C2(R") (bzw. C°(R")) bezeichnet.

v

Beim Betrachten von schnell fallende Funktionen reicht es, dass man nur die Monome

x! = xi! -...-x/" benutzt. Jede Funktion f(x) aus .7 ist LP-integrierbar fiir alle

1< p < +oo (warum?).
Notation. Fiir Multiindizes I'=(i,...,in) und J = (j1,...,jn) definiert man
[ :=i+ - +in x = [T5_; x5 (dies ist ein Monom), |J| := j1 4+ jn und

[ [J]
gjf(x) = 6%18 o f(x).
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V. Fourier-Analysis.

Nachtrag: Topologie, Konvergenz und Metrik in Raum .

1 ol

axJ
Eine Folge fi(x) in 7 konvergiert in . zu f(x) falls limy_. o [|f — fi||.5z,;,; = O fiir
alle Multiindizes /,J. Anstatt der Normen ||f||.s» ; ; kann man die Metrik

_ —|—|g) _Nf=glls.1. .
do(f(x),g(x)) =22, 42 =1 |m benutzen: fi(x) o f(x) genau dann

wenn limy_, o do (f(x) — fr(x)) = 0.

Der Schwartzraum . wird mit Normen ||f||.& ; j :=||x f(x)|lsup versehen.

Definition 5.6 (Dirac-Folge.)

| A

Es sei 1(x) € .#(R") eine Funktion, so dass ¥(x) >0 und [, (x) =1, und g, \, 0
eine Folge monoton fallend zu 0. Die Dirac-Folge ist die Folge von Funktionen

Yi(x) = e ().

| A

Lemma 5.7 (Faltung mit Dirac-Folgen)

Es sei 1 (x) eine Dirac-Folge und f(x) € Z1(R"). Dann ) xf(x) € .7 und
limy—, o0 [[F(x) = it (x| ;2 = 0.
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V. Fourier-Analysis.

Beweis. Schritt 1. Behauptung. lim,_.o||f(x + a) — f(x)||;1 = 0. Insbesondere,
[If(x+a)— f(x)|| ;1 wird klein genug fiir a € R” klein genug.

Beweis. Es sei n > 0. Approximiere f(x) mit einer endlichen Treppenfunktion
o(x) = Zszl cixq; so dass ||f(x) —¢(x)|| ;2 < 2. Dann 3§ > 0 so dass
llo(x4a) —(x)|l;2 < 7 fiir alle |a] < 4. Dann

[ (xta)=f ()l < [[F(x+a)—e(x+a)ll 1+l (x+a) =)l i+l () = F ()2 <n-
Schritt 2. Behauptung. Ve > 0Vr > 0 3kg Yk > kg gilt: fR”\B(O,r) Yr(x)d"x < e.
Beweis. Da [p, (x)d"x =1, existiert R >0 mit Jp(0,r)¥(x)d"x 21 —e. Nun
braucht man den Ball B(0, R) so schrumpfen, dass er in B(0,r) liegt.

Schritt 3. Fiir e > 0,r > 0, und k > ko wie oben und fiir a € B(0,r) gilt:
() = rxf ()2 <e.

Lemma 5.8 (Fourier-Transformation von Glockenfunktion)

F(e /2y = e~ lv1?/2,

2
Beweis. Da e 1xI?/2 = Hj'-’zl e™%5/2, die Formel fiir n =1 beweist den allgemeinen Fall
mit Hilfe des Fubini-Satzes..
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V. Fourier-Analysis.

Es sei o := fe*xz/de Dann /2 = [e=**/2dx- [ e¥*/2dy = (Fubinisatz)
= [frae( (o~ /2dxdy (Transformatlon in Polarkoordinaten)
=/ 0f27r e~ (") 2rdr dip = 2r [ ()/2 ey = (Substitution r?2/2 = t)
=27 [ dt = 2. Damit Ip:= [ /2dx =2r.
Nun sei 7(y) := fgefxz/Z) = \/% [e=**/2=dx. Dann %?(Zy) =
= \/%f(—ix)efx /2=ixy dx = (Partielle Integration von xe ™% /2)

. . 2/ 2 S
= \/%IIHIR_H,OO[IG 22— 'XV]X,_RA-&- \/%f—ye x/2—ixy gy — —yf(y). Die einzige
Funktion, die die DGI diyf(y) = —yf(y) und die Anfangsbedingung f(0) =1 ist
fly)= e v/2. O

2

We“x‘ /2, ek = l, und
damit v, (x) := k™)1 (kx) die entsprechende Dirac-Folge. Dann i (t )
(2,::)" fe_‘)/|2/2+i<y7kf>dy = (Transformation ky¢—>y) = (2 fe |yl /2k2+l<}’a >dy
und fxp(x) = # ffe_‘}’l2/2k2+i<y’x_t> f(t)dydt = (Integration erst nach t)
t)e~ it dt)e_‘Y|2/2k2+i<y’X> dy = (Ausrechnen)

Beweis des Umkehrungssatzes. Betrachte ¢;1(x) :=

= (27\. (o \n/2 f( 27r)”/2 (

1
)
(275"/2 SF(y)e= 2/2k%+i(vX) gy Die Funktionen f(y)e~¥I?/2K°+i(7:%) wird von

f(y)| majorisiert, also nach Lebesgue-Satz konvergieren die Integrale zu
| h Leb S k i die | |
%nf?(y) limg_, o0 e~ W2/2K2 i) gy = %/2 [#(y)eti ) dy. Anderseits sind

(27) (27)
die Integrale gleich f %1 (x) und damit konvergieren zu f(x) bzgl. der L'-Norm und

fast iiberall. O
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V. Fourier-Analysis.

Satz 5.9 (Fourier-Transformation im Schwartzschen Raum .%)

Die Fourier-Transformierte einer Funktion f(x) € .7 liegt in . und die Eigenschaften
(Foul-Foub) gelten.

Beweis. Weil die Funktion und ihre Ableitungen schnell verschwinden in unendlichen,
gilt die Eigenschaft (Fou3). Restliche Eigenschaften brauchen keinen Beweis.

Fiir Multiindizes | = (i1,...,in) und J = (j1,...,jn) definiert man x/ := H;’le‘;"’ (dies

ist ein Monom), |J| :=ji1 4+ j, und gu f(x):= alelaliJl?x{,"f(X) Dann fiir f(x) € .

gilt y(x’g'—xjj‘f(x)) =illl+1l i',‘(ny‘(y))-

Schritt 1. Behauptung. 3\ |(ny(y)) y ‘g‘ ,‘ f)+2 G, oyt y,, f(y) wobei

die Summe l3uft liber Multnndlzes U, J mit [ < |1],|J . Gy, sind
Konstanten.

Beweis der Behauptung Es reicht dies nur im Fall |/| =|J| =1 zu zeigen (warum?).
Aber 57 (v F () = yj 3 F () + 857 (v).

Schritt 2. Die Behauptung zeigt, dass ||yJ‘9‘ F(¥)|lsup durch

> 1G] lIx! glx_,, f(x)|l;1 von oben beschrinkt sind. O

Universitat Hamt Dr. Vsevolod Shevchishii Mathematik fiir Physiker 111 Seite 59




V. Fourier-Analysis. Plancherel-Gleichung. Fourier-Transformation in [,

Satz 5.10 (Plancherel-Gleichung.)

Fiir f(x),g(x) €. gilt: (f(x),g(x)) = (F(y),&(y)). Insbesondere
IOz = M7l 2

Beweis. (f(x),g(x)) = [ f(x)g(x)d"x = Wff(x)g(y)eﬂx)’d”xd"y =
anyrz J FB()e ™ d™xd"y = [F(y)a(y)d"y = (F(),&(»)). O

Definition 5.7 (Fourier-Transformation in L2.)

Die Fourier-Transformation einer Funktion f(x) € £?(R") ist || -||,2-Limes limy @(y)
von Fourier-Transformierten einer Folge @i(x) € .5 mit limy pg(x) = f(x).

Die Plancherel-Gleichung zeigt, dass Fourier-Transformation einer || - ||,;2-Cauchy Folge
in 7 ist eine || - ||;2-Cauchy Folge. AuBerdem fiir zwei Folgen ¢ (x), ¥k (x) € 7 mit
limy @k (x) = limg i (x) = f(x) haben die Fourier-Transformierten Folgen

@k(y),Pk(y) € .7 den gleichen L2-Limes.

Satz 5.11 (Heisenberg-Ungleichung.)

Fiir f(x) € Z(R) gitt: [|xf (x)ll 2+ ' ()l 2 = 31 F 1R

Eine Version der Ungleichung: ||xf (x)||2-ly? ()|l 2 > %Hf(x)”i2
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V. Fourier-Analysis. Der Schwartzsche Raum .’ LP-Funktionen und MaBe als Distributionen.

Beweis. Nach dem Cauchy-Schwarz-Holder Ungleichung

IxF G-Iy F O 2 = I(Xf( R CONRNC)

AuBerdem (xf(x),f’(x fxf(x)f’(x)dx = (Partielle Integration von f’x))

= limpg_, o0 [xF (x)F(x)]F__ 5 — [ F(x) L (x(f(x))dx

=— [F(x)f(x)dx — [F(x) xf’(x))dx = —Hf(x)||L2 — (xf(x),f’(x)). Deshalb
R((xf(x),f'(x))) = ——Hf(x)|| »- (R(z) ist der Reellteil von z.) Zusammen mit ()
bekommt man die Behauptung des Satzes. O

Definition 5.8 (Der Schwartzsche Raum .#")

Der Schwartzsche Raum ¥/ = .#'(R") besteht aus stetigen linearen Funktionalen
o #(R") — C. Notation. ¢(F(x)) = ¢(F) = [ F(x)¢(x)d"n = (F(x),3(x)) = (f, )
(Warnung: die Werte ¢(x) sind nicht definiert!). Die Funktionale ¢ : #(R") — (C
werden langsam wachsende Distributionen oder langsam wachsende
verallgemeinerte Funktionen genannt. Die Stetigkeit eines Funktionalen

p: L (R") — C bedeutet, dass es k € N existiert, so dass ¢ eine Abschitzung
lp(F)] < C'Z\IH—\JKk Ifll.2,1,5 mit C unabhéngig von f € .7 effiillt.

Lemma 5.12 (LP-Funktionen und MaBe als Distributionen)

i) Fiir jede Funktion f(x) € £P(R") ist die Abbildung g(x) € % — [ f(x)g(x)d"x
eine wohl-definierte Distribution.

i) Fiir jedes MaB v auf der o-Algebra #ess der Lebesgue-messbaren Mengen in R"
mit [(1+|x|)~*du(x) < oo fiir ein s € R ist die Abbildung g(x) € % — [ g(x)du(x)
eine wohl-definierte Distribution.

v
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V. Fourier-Analysis. Der Schwartzsche Raum .’ LP-Funktionen und MaBe als Distributionen.

Beweis. Hilfslemma. Die Funktionen f(x) = (1+|x|)~* in R" sind
Lebesgue-integrabel fiir s > n.
Beweis. Die Kugelkoordinaten in R” sind definiert durch x; = rsinpjsings...sinp,_1,
Xp = rcosisingy...sinpp_1, X3 = rcososingy...sinpp_1,
... Xk = rcospg_18ingy...singp_1, Xp = cospp—1, wobei r € [0,+00), ¢1 € [0,27],
und ¢ € [0,] fiir k =2,...,n— 1. Beim Ausrechnen der Jacobischen Matrix
bekommt man detJp = r"~1d(y1,...,0n_1) mit einer Funktion ®(¢1,...,0n_1)
unabhingig von r. Deshalb [,(1+[x|)~d"x = (Umrechnung in Kugelkoordinaten +
Satz von Fubini ) = [, %dr'fq) ®(p1,...,9n—1d" "1 und das Integral

n—1
s {7y dr konvergiert fiir s > n.
) Fir p=1hat man | [ F(x)g(x)d| < [ 1F00x g0 = 17080
Fiir 1 < p < 400 benutzen wir die Holder-Ungleichung
| [ f(x)g(x)dx| <||f(x)lr-]lg(x)||La. Also wird die Abschitzung von ||g(x)||La
implizieren, dass g(x) € .7 — [ f(x)g(x)d"x € C eine stetige Abbildung ist. Die Norm
lg(x)||Le wird in zwei , Stiicken” abgeschitzt. Es sei B der Einheitsball in R” und xp
die charakteristische Funktion. Dann g = xg-g + (1 — xg)-g und deshalb
llgClLarny < lxa-80) Lo + I(1 —x8)-8(x)lLa(rn). Der erste Teil
Ix8-80)logary = 1800 1a(s) wird durch Vol(B)/9-lg(x)[lsup von oben
beschrénkt. Bei zweitem [|(1—x5)-g(x)|lLa@n) = llg(x)IlLa(rn\B) benutzen wir die
Abschitzung |g(x)| < Ck-|x|*k2|”:k llgll.>,1,z und die Tatsache, dass die Funktion
|x| 7 mit s > n Lebesgue-Integrierbar in R"\B ist.

i) [e(x)du(x) < [(14|x])7*du(x) - |(1+|x])*g(x)||sup . also ist das Funktional
g(x) € & — [g(x)du(x) beschrénkt durch C- 3+ ui<k gl i,y fiir jedes k> s.
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V. Fourier-Analysis. Ableitung und Fourier-Transformation im Schwartzschen Raum ./

Operationen im Schwartzschen Raum ./
Wichtigste Operationen im Raum . — Ableitung und Fourier-Transformation — sind
9

stetige lineare Operatoren - : % — % bzw. Z . % — .. Fiir jeden stetige lineare
J

Operator T : . — . definiert man die Fortsetzung T : ./ — ./ von T auf ./ nach
folgender Regel: Erstmal definiert man den dualen Operator TT:.7 — .% durch die
Formel (Tf(x),g(x)) = (f(x), Ttg(x)) fiir f(x),g(x) €., und dann die Fortsetzung
T:" — . durch die gleiche Formel {T(x),g(x)) = (f(x), TTg(x)) fiir p(x) € .’
und g(x) € . Die beide Operatoren — T1:.¥ — . und T: ./ — .#' — sind dann
auch stetig. Insbesondere fiir die Ableitungen und Fourier-Transformation bekommt
man die folgeden Definitionen:

Definition 5.9 (Ableitung und Fourier-Transformation in .#")

i) Fourier-Transformation in .%’: [ Z(¢)(y)g(y)d"y := [ o(x)F ~lg(x)d"x
fiir p(x) aus #' und g(y) € ;

, . . I I

ii) schwache Ableitung in .7": [ (%) 0(x)g(x)dy == [(x)(— %) g(x)d"x
fiir o(x) aus .’ und g(x) € .&;

i) Multiplikation von Funktionen und Distributionen:

J ((x) - f(x))g(x)d™y := [ @(x)(f(x) - g(x))d"x fiir p(x) aus .’ und
f(x),g(x) ..

wobei (%)If(x) ist die andere Bezeichnung fiir die partielle Ableitung %f(x). Die
Notation schwache Ableitung ist benutzt um von der iiblichen Ableitung (definiert in
,0—¢"-Sprache) zu unterscheiden.
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V. Fourier-Analysis. Ableitung und Fourier-Transformation im Schwartzschen Raum ./

Notation. Eine glatte funktion f(x), so dass alle Ableitungen (%)’f(x) in .’ liegen,

heiBt langsam wachsend. Dies bedeutet dass alle Ableitungen (%)If(x) wachsen
nicht schneller als polynomial: V/3k so dass |(%)’f(x)\ < C(1+|x])k.

Lemma 5.13 (Eigenschaften von Fourier-Transformation und schwacher Ableitung)

i) Die iibliche und die schwache Ableitung einer glatten (langsam wachsenden)
Funktion f(x) sind gleich.

i) Die Fourier-Transformation und schwache Ableitungen erfiillen ,iibliche” Formeln.
Insbesondere gilt der Satz 5.3 fiir p(x) € .7".

i) Das Produkt ¢(x)-f(x) einer Distribution p(x) € .’ und einer glatten langsam
wachsenden Funktion f(x) ist wohl-definiert und liegt in ..

Beweis. i) Man zeigt, dass die Formel f%g&(x)g(x)d"x = fﬂ,o(x)%g(x)d”x gilt
J J
fiir o(x) glatt langsam wachsend und g(x) € .. Es sei Q(R) der Wijrfel

[-R,R] x...,[R,R]. Dann f]R" P(x)g(x)d"x =limp__, o fQ(R B P(x)g(x)d"x =
limg_ 0o _fQ(R) gp(x)a—xjg(x)d"x+11mR_>oo[fRn,1[g@ x)g(x) )’Z‘;:_Rd" 1x’, wobei
das letzte Integral wird iiber restliche Variablen x’ = (xi,.. Cy Xj— 17)(]+17 . Xn)

genommen. Dabei hmR——»oo—fQ(R) o(x )ax g(x)d"x = — [n o(x)-2 o5& g(x)d"x und

limg—, o[ fpa-1[p(x)g(x)]F
Raumes . um zu zeigen, dass der Term [cp(x)g(x)]R _g durch

7Rd"*1x’ = 0. Hier benutzt man die Definition des

C. (1+R) ! (1+|X/|)5 mit s > n—1 beschrinkt ist.
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V. Fourier-Analysis.

i) Die Definition der Fourier-Transformation von (x) € .#/ kann man als die Formel
(Fou5) aus dem Satz 5.3 auf der Seite 52 umformulieren: fiir jede Funktion f(y) € .%
mit 7(x) := F(f)(x) gilt [@(x)F(x)d"x = [@(y)f(y)d"y. Nun verwendet man die
Formeln (Fou2 Fou5) zu jedem f(y) € . und benutzt (wenn nétig) die Definition der
(schwachen) Ableitung von Distributionen.

i) Dies ist die formale Folgerung der Definition des Produktes p(x) - f(x): fir jede
Funktion g(x) € 7 gilt [(p(x)-f(x))-g(x)d"x = [(¢(x)-g(x))-f(x)d"x, wobei das
Produkt ¢(x)- f(x) in .7 liegt (Warum7) |

Definition 5.10

Der Laplace-Operator A in .77 ist definiert durch Af(x) = j" 1 ax f(x)

Folgerung: Fourier-Transformation von Laplace-Operator

Die Fourier-Transformation von Laplace-Operator ist .% (Af)(y) = —|y|2-F(y).

Definition 5.11 (Potenzen von Operator 1 — A.)

Fiir jedes s € R ist die Funktion (1+ |y|?) glatt und langsam wachsend. Man definiert
die Operatoren (1— A)* durch (1—A)*f(x) :=Z 1 ((1+ |y|2)5~?(y)). Die Operatoren
(1— A)S sind stetige lineare Abbildungen von . nach . und von .’ nach .’

Bemerkung. Fiir s € N ist der Operator (1 — A)* die normale Komposition.
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V. Fourier-Analysis.

Definition 5.12 (Spezielle Normen in Raumen . und .%".)

Man definiert die 75 t-Normen auf .# durch
Il =11+ [x]2)s/2.(1 —A)t/zf(x))”LZ(Rn) und die Rdume 5+ als
Vervollstindigung von ¥ nach den entsprechenden .7 :-Normen.

Erinnerung. Zwei Normen || -||1 und || -||2 auf einem Vektorraum X sind quivalent
falls c-||v|l2 < ||v]]1 < C-||v||2 fiir Konstanten ¢, C > 0 unabhingig von v € X.

Ein (linearer) Operator zwischen Banach-Rdumen X und Y ist beschrénkt falls
[[Av|ly < C-|lv]|x fiir alle v € X mit C unabhéngig von v, siehe Definition 2.9.

Satz 5.14

5 .. e 5 ) Y 1(98\/ 2

i) Fiir s,t € N ist die Norm ||f(x)||5, , dquivalent zu 37 |x (ax) f(x)||L2(Rn).
- UV

i) Es gilt #5,c C K fiir s > s’ und t > t'. Dariiber hinaus, 5 = Ns tcrHa,t und
G = Us,tE]ijsyt'
i) Die folgende Operatoren sind beschrinkt:

e Ableitungsoperatoren 8‘2_ c M — He -1 mit s, t€R;
J
o Multiplikation mit einem Polynom P(x) von Grad d als Operator s+ — g +.

V.

Beweis. i) Nur Idee fiir den Spezialfall mit s = 2k, t = 2m nicht negativ und gerade.
Dann (14 |x|?)¥/2 = (1+ |x|?)¥ ist ein Polynom und (1—A)/2=(1—-A)" =
(1—A)o...o(1—A) ein Differentialoperator.
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V. Fourier-Analysis. Ableitung und Fourier-Transformation im Schwartzschen Raum ./

Deshalb Hf(X)”iys =||(14|x[2) (1 — A)™(f(x))]|,2 ist beschrinkt durch
C > [Ix! ( ) 1‘(x)||L2 Rn) . Umgekehrt, fiir alle k" < k gilt

<2k, [J|<2m
1L+ %) (1 = D) (F(x)) .2 < 1L+ [x[2)4(L — A)™(F(x))]] 2. Insbesondere, fir
k' = 0 bekommen wir ||(1 — A)™(f(x))|l;2 < I[(14[x]2)*(1 = A)"(f(x))||2- Aber
11 =2)"(FONI 2 = [I(L+1y[?)"F(y)l| 2 und deshalb
(1 —=2A)™ (FO))l 2 < 11— A)"(F(x))]],2 fiir alle m’ < m. AuBerdem fiir jedes
Monom x! mit |/| <2k gilt |x'| < C-(1+|x|?)¥. Ferner ist die Differenz
(14]x]2)k(1 = A)"(F(x)) = (1 = A)™((1+ |x|?)*F(x)) die Summe von Termen der
Form C/TJX’(%)Jf(X) mit |/| < 2k,|J| < 2m und dhnlich fiir
(14 x]2)K xj(1 = A)™(F(x)) — (1 — A)™((1+ |x[?)¥' x;(x)) d. Deshalb kann man die
Induktion nach k und m verwenden.
i) Ahnlich wie im Hilfslemma auf der Seite 62 zeigt man, dass die Funktion
(14 |y[2)=* L2-integrierbar fir s > n/4 ist. Dann [|f(x)[lsup < 7)<
1+ -1 +1y2)~5lli2 = Coll (L= A)*F(x)l] 2. wobei in < man die
Cauchy Schwartzsche Unglelchung benutzt. Deshalb
! () F()20p < Crorlix! ()7 (1= AV (012, Also f(x) € 7 < alle || ]| 51,4
sind beschrankt & alle :}ﬂ,m-Normen sind beschrankt & f(x) € Ns,rerHat-
Umgekehrt, p € /' < ¢: .7 = Ci
beschrankt in einer J# m-Norm = f(x) € Us tcr i ¢
i) Wieder betrachten wir nur den Speziallfall f € J ,, mit k,m € N. Dann folgt die
Beschrianktheit beider Operatoren aus dem Teil i).
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S-Funktion.

Definition 5.13 (Diracsche §-Funktion)

Die (Diracsche) §-Funktion mit dem Triger (oder mit dem Pol) in a € R" ist die
Distribution §, so dass (f(x),8.) := f(a) fiir jedes f(x) € ..

Andere Definitionen und Notationen. 5-MaB, Dirac-MaB, Dirac-Funktion, §(x) fiir
8o und 6(x — a) fiir d4(x).

Lemma 5.15 (Eigenschaften von §-Funktion)

Dies sind die Eigenschaften von §-Funktion:
(del0) (f(x),0a) = [ f(x)-6a(x)d"x = f(a) (definierende Eigenschaft);
(dell) #(6a) =
o-Fktn);
(dell’) (1) = (2r)"/2.8¢ (Fourier-Transformation von Konstanten);

We_iya, insbesondere 7 (8) = W (Fourier-Transformation von

(del2) 7 (8“| 0a) = (2(7':;?,/2 e~ 2, (Fourier-Transformation von Ableitungen von §-Fktn);

(del2’) Z(x!) = (2r )"/2 ol ‘50 (Fourier-Transformation von Polynomen);
(del3) daxf(x)=Ff(x— ) (Faltung mit 5-Fktn);
1]
X

)
)

(del4) %6@ *f(x) = % f(x) (Ableitung als Faltung);
)

1] [4] |K] o
f(x)-gjéa = JiK=1 (J,IK) ‘?971‘(3)- ng 0a fiir jedes f(x) glatt und langsam

(del5

wachsend.
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S-Funktion.

Bemerkungen (a). 1 bezeichnet die Konstante Funktion 1.

(b) (J/K) sind die binomialen Koeffizienten: fiir I = (i1, .. in) J= (jl, ..,Jn) und
K= (ki,....kn) mit | = J+ K (d.h., is=Jjs+ka) gilt: ( K) = ("a) und

(x4+y) =Tl (a+ya)s =3 ke (J K) yK. AuBerdem gllt d|e folgende Version

von Leibniz-Regel: ‘ZL,‘ (fF(x)g(x)) = >y k=1(-1) /1 (J K) ‘Z‘XJJ‘ (x)- a‘);(l g(x).

(©) 5 8‘ ‘ f(a) ist die Auswertung der Ableltung von %f( ) an der Stelle x = a, dies

ist eine Konstante. Dagegen sind 8763 nicht-konstante Distributionen —
Ableitungen von §,.

Beweis. Die erste Eigenschaft ist die Definition, die zweite eine triviale Folgerung. Die
weiteren Eigenschaft (dell’'—del2") bekommt man aus (dell) und die entsprechende
Eigenschaften von Fourier-Transformation, insbesondere aus dem Umkehrungssatz 5.4.

(del3): daxf(x) = [a(y)-f(x—y)d"x = (f(x—y),0a(y))y = F(x —y)|y=a = f(x — a).
Dabei unterstreicht die Notation (-,8a(y)),, dass man beziiglich die Varieablen
¥y = (y1,---,¥n) rechnet.

(deld): SaxF(x) = (Fx =), 258a0))y 2 (= 2) F(x—),8a(0)y =

(ﬂl‘t‘)(xfy)b,:a = ﬂf(xfa), wobei benutzt man an der Stelle Y die Definition

ax! ox!
von schwachen Ableitungen.
(del5): Es sei g(x) € . Dann [(f( g‘x,‘ 82)-g(x)d"x = [(f(x)-g(x)) g‘x,l 82d"x
] e 1) IK| R
S EZ(F(x)-8(x))-0ad"x = [(=)165- 3 1y (V) 57 ﬂﬂawgvﬂx=
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S-Funktion.

S ekt (CDV (L) 2 f(a)- 25 g (a) =

Skt (D (L) 25 F(2)- (2 (), 8a)

S sewt (CDVIIKI (L) 22 F(a) (g (x), 25 60) =

(g(x), > k=1(=1) 1] (J K) olllz )-‘9‘K| 8a). Dabei benutzt wir die Leibniz-Regel von

8><J oxK
oben an der Stelle @ die Definition von schwachen Ableitungen an der Stelle @ und
die Gleichung (—1)I'I=1Xl = (=1)I/l. Die letzte Gleichung liefert den Beweis. O

Lemma 5.16 (Dirac-Funktion und Dirac-Folge)

Es sei ¢(x) € CO(R") eine nicht-negative stetige Funktion mit [, (x) =1 und

€y > 0 eine Folge mit e, — 0. Dann konvergiert die Dirac-Folge 1, (x) = 5;"w(é)
zu der Dirac-Funktion 8o bzgl. der .7’ -Topologie.

Beweis. Die Konvergenz 1), — &g bzgl. der .”’-Topologie bedeutet, dass fiir ein kK >0
hat man die Abschitzung |(¥, — o, f(x))| < o 2k Gl 1,y mit >0
unabhingig von f(x) € . und a,, — 0. Es reicht, wenn wir die Norm

I£Clcr = 11 ) llsup +Zj H@ixjf(x)”sup nehmen.

Fiir x,v € R" betrachtet man die Funktion Hilfsfunktion ¢(t) := f(x + tv) mit t € R.
Dann aus der Newton-Leibniz-Formel und der Kettenregel bekommen wir

Fx+v)—f(x) = ¢(1) = $(0) = [, S2dt =" vjftlog—)ff(x—i-tv)dt. Dies
impliziert die Abschitzung |f(y) — f(x)| <y — x| 1F) -
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Nun sei 77 > 0 beliebig klein. Dann nach der stetigkein von Lebesgue-Integral (Satz
3.2) existiert R > 0 so dass fB(o R)d)(x)d”x >1-—mn/3. Fiir solch ein R gilt:

fB(O,E,,R) Yy (x)d"x >1—n/3 und fR”\B(O,El,R) Py (x)d"x < n/3. Ferner,

(¥ =80, F(x))| = | [0 ()F(x)d"x = £(0)| = [ [ 4 (x)(F(x) — £(0))d"x| <

Joo.0,y B () — FO)|A™ + fym 0.0,y e (N1 F(x)| + [£(0) " x|. Das erste
Integral ist abgeschatzt durch Re, ||f(x)||c1, das zweite durch 2%’Hf(x)Hsup. Also
[(vr — 0, F(x))| < (Rew +2n/3)-||f(x)||c1, und die Konstante Re,, +2n/3 ist <7 fiir
ev < 31,?. Dies zeigt die gewiinschte Eigenschaft. O

Definition 5.14 (Trager einer Funktion und einer Distribution)

Der Trager supp (f(x)) einer stetigen (z.B., einer glatten) Funktion f(x) € C°(R") ist
die Menge supp (f(x)) := {x € R": f(x) # 0}. Eine stetige Funktion f(x) hat den
Tréger in der Teilmenge A falls supp (f(x)) C A, d.h. f(x) =0 fiir x auBerhalb A.
Eine Distribution f(x) € .’ verschwindet in einer offenen Menge U, falls

(f(x),(x)) =0 fiir alle p(x) € . mit dem Trager in U. Der Trager supp (f(x)) einer
Distribution f(x) € . ist das Komplement R"\ Ur wobei Ur die maximale offene
Menge ist, so dass f(x) verschwindet in Us.

Bemerkung Die Existenz der solchen maximalen Menge Ur folgt aus der nichsten
Tatsache: Falls {Us} eine Familie von offenen Mengen ist, so dass f(x) verschwindet
in jeder Uy, verschwindet f(x) auch in der Vereinigung Uq U, .

Universitat Hamt Dr. lod Shevchishii Mathematik fiir Physiker 111 Seite 71




S-Funktion.

Satz 5.17 (Distributionen mit dem Triger in einem Punkt.)

Es sei p(x) € 7 eine Distribution mit dem Triger in 0 € R". Dann existiert k € N so
_ alll . .
dass p(x) = Z|/|<k c1 5,700 mit geeigneten Konstanten .

Beweis. Nach der Definition 5.8 ist die Distribution ¢ eine stetige lineare Abbildung

. — C. Dies bedeutet, dass es k € N und C > 0 existieren, so dass

I < C- 32 14101 <k IF Ol 1,5 fiir alle £(x) € 7. (Hier ist ¢(f) die Auswertung

von ¢ auf f(x) € 7.) Die Bedingung auf den Triger von ¢ bedeutet, dass

»(f1) = ¢(f) fiir alle Funktionen fi(x), f2(x) € ., die gleich in einer Umgebung von

0 € R” sind.

Es sei ¢(x) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 1(x) ist glatt, identisch 1 im
Einheitsball B(0,1) =: By und identisch 0 auBerhalb vom Ball B(0,2) =: B,. Fiir

t € (0,1] deﬁnieren wir die Funktionen 1¢(x) :=1(%). Aus dem Kettenregel folgt die

Gleiehheit || 217 45e(x)lJsup = 11| () o

Ferner sei f(x) € .7 eine beliebige Funktion aus .. Fiir k € N wie oben sei Ty (f) das
Taylor-Polynom von f(x) von Grad k an der Stelle x = 0. Dann verhilt sich die
Funktion F(x) Ti(f)(x) in x =0 als ein Polynom von Grad > k+1 und deshalb

19 (F(x) = TilF)()) | < CoIx* =V | F(x) | ce. Es folgt, dass
I (F(x)— Tk(f)(X))’l/Jt( x)||ck verschwinden als t gegen 0 lduft. Anderseits, sind die
Funktionen (f(x) — Tx(f)(x))¥:(x) mit verschiedenen t gleich in einer Umgebung von

0, und deshalb ist die Auswertung ¢ ((f(x) — Tx(f)(x))¥¢(x)) unabhingig von t > 0.
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Aus dieser Tatsachen schieBt man die Gleichheiten ¢(f) = @(¢:-f) = (¢t Ti(f)) =
p(¢1 Tk(f)). (Die letzte wegen der Unabhingigkeit von t.) Da 11(x) = 1(x) fest ist,
hangt o(f) = ¢(¥ Tk(f)) nur von Ableitungen von f(x) von Grad < k an der Stelle

x =0 ab. Dies bedeutet, dass ¢ die gewiinschte Form ¢(x) = Emgk 51%50 hat. O

Anwendung von Fourier-Transformation. Lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten. 3

Definition 5.15 (Lineare partielle Differentialgleichungen)

Ein lineare partieller Differentialoperator (kurz: PDOp) in einem Gebiet U C R" (mit
glatten Koeffizienten) ist die Abbildung L : C*°(U) — C°(U) der Form

L(u)= Z“Kka,(x)%u(x). Die Funktionen a;(x) sind die Koeffizienten von L, die
maximale Ordnung der eingezogenen partiellen Ableitungen heiBt die Ordnung von L.
Eine lineare partielle Differentialgleichung (kurz: part. DGI) ist die Gleichung der
Form L(u(x)) = f(x) mit unbekannter Funktion u(x) und gegebenen a;(x) und f(x).
Die Funktion u(x) kann vektorwertig sein, dann sind die Koeffizienten matrizenwertig,
und man spricht von einem linearen System partieller DGI oder von einem part.
DGI-System.

Wir mdchten die Fourier-Transformation zur Lésung einiger Spezieller PDGI in dem
ganzen Raum R"” anwenden und einschridnken uns zu dem Fall wenn die Koeffizienten
konstant oder polynimial sind.

3Siehe auch: Fischer/Kaul, Mathematik fiir Physiker 2, § 16,17
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Beispiele. 1. Der Laplace-Operator Au:= J’-’:l % (siehe Definition 5.10) ist ein der
i

wichtigsten Operatoren. Die Lésungen der DGl Au =0 (in einem Gebiet U) heiBen
harmonische Funktionen. Die Gleichung Au(x) = f(x) heiBt die Poisson—GIeichung.
2. Es sei A der Laplace-Operator bzgl der Veranderlichen xi,. . Die
Warmeleitungsgleichung ist die DGI u(x t) = v2Au(x, t) auf eine Funktion

u(x,t) = u(x1,...,xn; t).

3. Die Wellengleichung ist die DGI at2 u(x, t) = v2Au(x, t) auf eine Funktion

u(x,t) = u(x1,...,xn; t).

4. Es sei x,y die reellen Koordinaten in R? =C und z = x + iy die komplexe
Koordinate. Der Cauchy-Riemann Operator ist definiert durch of := 2(ax +ig, ) Die

Losungen f(z) der Cauchy-Riemann Gleichung Of = 0 heiBen holomorphe
Funktionen.

Lemma 5.18 (Fortsetzung von Differentialoperatoren)

g M. . -
Es sei L = stk a,(x)gj ein DOp mit glatten langsam wachsenden Koeffizienten.
Dann lisst sich L eindeutig zu einem stetigen linearen Operator L : ./ — .’
fortsetzen.

Beweis. Man benutzt fiir die Fortsetzung die gleiche Formel Lp= Z“Kka,(x) 8><’ .
Um zu zeigen, dass L : .’ — .’ wohl-definiert ist, wendet man das Lemma 5.13

an. O
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Notation. Eine Lésung u(x) der Gleichung Lu(x) = f(x) aus dem Raum .7’ heiBt eine
schwache Losung.

Satz 5.19 (Harmonische Funktionen in R".)

Jede schwache Lésung u(x) € .#" der Laplace-Gleichung Au(x) =0 ist ein Polynom.
Jeder beschrinkte Lésung der Gleichung Au(x) = 0 ist eine Konstante. Fiir jedes
1 < p < oo gibt es keine harmonische Funktion, die LP-integrierbar ist.

Beweis. Es sei u(x) €.7’ eine nicht-triviale Lésung von Au(x) =0 und i(y) die
Fourier-Transformierte von u(x). Dann |y|?-&(y) = 0. Es sei f(y) €. eine Funktion,
so dass die identisch verschwindet in einer Umgebung von 0. Dies bedeutet, dass

0 ¢ supp(f(y)). Dann aber g(y) := |y|=2-0(y) liegt auch in .% und 0 ¢ supp (g(y)).
Deshalb [f(y)a(y)d"y = [g(y)-|ly|>@a(y)d"y =0. Also (f(y),a(y)) = O fiir alle
f(y) € . mit dem Triger in R"\{0}. Also supp (&(y)) = {0} und damit

I
o(y) =>211<k C/gl—y,‘éo(y) nach dem Satz 5.17. Folglich u(x) = .Z (&) ist ein
Polynom nach dem Lemma 5.15.

Zwei weitere Aussagen folgen aus den Folgenden Tatsachen: Erstens, ist jedes
beschrankte Polynom eine Konstante. Zweitens, ist kein nicht-triviales Polynom

LP-integrierbar in R". O
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Fundamentallésungen.

Satz 5.20 (Fundamenalldsung)

Es sei L ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und F(x) € .7’ eine
Lésung der Gleichung L(F) = do. Dann fiir jedes f(x) € 7 I6st die Funktion
ur(x) := f(x)* F(x) die Gleichung L(u) = f(x).

Beweis. Hilfslemma 1. Es sei ¢ € .’ eine Distribution so dass die Fourier-

Transformierte ¢(y) is glatt und langsam wachsend. Dann fiir jede Distribution
P(x) € " ist die Faltung 1 * (x) wohl-definiert und erfiillt die iibliche Eigenschaften
der Faltung.

Beweis des Hilfslemmas 1. Fiir jede glatte Funktion t(x) € .7 ist die Faltung ¢ * ¢
wohldefiniert und es gilt: F(1*@)(y) = (27)"/24(y)-@(y). Deshalb kann man die
Faltung 1 % p(x) durch ¢ p(x) = F~1((27)"/ 2 (y)-$(y)) definieren. Da die
Fourier-Transformierte ¢(y) einer Distribution ¢(x) € .’ auch eine Distribution ist,

und das Produkt zﬁ(y)@;(y) einer Distribution und einer glatten langsam wachsenden
Funktion wohldefiniert ist, so ist die Definition der Faltung 1 * ¢(x) auch
wohldefiniert. Weitere Eigenschaften der Faltung, insbesondere Assoziativitdt und
Kommutativitat, folgen aus entsprechenden Eigenschaften des Produktes 1/3(y)-g5(y).
Hilfslemma 2. Es sei ¢ := £L(dg). Dann fiir jede Distribution g(x) € .7 gilt:

L(g(x)) = g*p(x).

Beweis des Hilfslemmas 2. Nach Voraussetzungen ist ¢ = £(dg) eine Summe von
Ableitungen von §-Funktion. Lemma 5.13 besagt, dass die Fourier-Transformierte ¢
von ¢ ein Polynom ist, und deshalb glatt und langsam wachsend. Nach Hilfslemma 1
ist die Faltung von ¢ mit jeder Distribution wohl-definiert. Aus dem Lemma 5.13

(Seite 68) folgt, dass fiir jede Ableitung %60 von d-Funktion ist ihre Faltung
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

mit jeder Distribution ¥(x) die ensprechende Ableitung von ¥(x),

‘ZIXI) doxtp(x) =5 ol ‘w(x) Deshalb gilt das Hilfslemma fiir die Ableitungsoperatoren

L(u(x)) = glx) u(x). Die Summierung beweist das Hilfslemma.

Beweis des Satzes. Fiir die Funktion F(x) wie im Satz und eine beliebige Funktion
f(x) € . bekommen wir L(F(x)*f(x)) = L(do)* (F(x)*f(x)) =
(L(60) * F(x))*f(x) = L(F(x))*f(x)) = 8o * f(x) = f(x). O

Definition 5.16 (Fundamentalldsung)

Es sei L ein DiffOp L mit konstanten Koeffizienten. Eine Distribution F(x) € ./’ so
dass L(F(x)) = do heiBt Fundamentallésung von L.

Satz 5.21 (Fundamentallésung von Laplace-Operator)
2

Die Fundamentallésung von Laplace-Operator A =377, % in R" st
J

F(x) = ﬁlog|x| in Dimension n =2;
F(x)=

1 g q 5 >
=z in Dimension n > 3.
v

2
Beweis. Es seien (r,¢) Polarkoortinaten in R2. Dann Au = <8r2 +1 ; 6, r12 3%2) u=

(r d,( g,)-i— z3 2) u. Fiir jede g(x) € . hat man <Alogr,g> = (logr,Ag) =

JrelogrAg rdrdo = [ [°T rlogr (% % (r%) + r12 o ) drde.
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Nach der Newton-Leibniz Formel (Hauptsatz der Integralrechnung)

2 92 2
fwzo ﬁdcp [ ggp“")]w 0= g(r 27) — —g(r 0) = 0. Anderseits

fooo rlogrrar( )drdgo_27rf°°logr (r £)
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VI. Integration iiber Kurven und Flachen in R3.
Mannigfaltigkeiten. Der Satz von Stokes.

VI. Integration iiber Kurven und Flichen in R3. Der Satz von Stokes. *

Definition 6.1

Eine (Ck-glatte) parametrisierte Kurve in R” ist eine stetige (bzw. CK-glatte)
Abblildung ~(t) : [a, b] — R". Fiir eine C!-glatte Kurve (t) : [a,b] — R" defieniert
man das Tangentualvektorfeld v/ (t) als die Ableitung von der (vektorwertigen)
Funktion ~y(t). Jedes Tangentialvektor v'(t) soll mit dem FuBpunkt v(t) vorgestellt
werden.

Beispiel von Peano.

Peano hat ein Beispiel einer stegigen Abbildung v : [0,1] — R? konstruiert, so dass das
Bild v([0,1]) ein Quadrat ist. Dies widerspricht der Vorstellung von einer Kurve als
1-dimensionales Objekt.

Definition 6.2 (Kurvenlinge)

| A

Fiir jede C'-Kurve y(t): [a, b] — R" ist die Lénge als das Integral
L(v):= ftb:a |v/(t)|dt definiert. Damit ist die Kurvenlinge (oder auch Bogenlinge) ein
stetiges MaB auf dem Parameterintervall [a, b].

A\

4Rererenz: Kdnigsberger, Analysis 2, §11,13
Universitit Hamt Dr. lod S hishi Mathematik fiir Physiker 11 Seite 79




Integration iiber Kurven in R".

Definition 6.3

Eine Umparametrisierung einer C¥-glatten Kurve ist eine C-glatte Abblildung

o(7) : [a1, b1] — [a, b] mit ©/(T) # 0. Die Umparametrisierung t = (1) ist
orientierungserhaltend in dem Fall ©'(7) > 0 und orientierungsumkehrend in dem
Fall ¢'(7) < 0.

Ein natiirlicher (auch Bogenlinge-) Parameter s auf dem Parameterintervall [a, b] ist
eine Funktion s(t) mit % = |¥'(¢)].

|

Satz 6.1

Es sei U ein Bereich in R" mit Koordinaten (xi,...,xn) und f = f(x,y): UXR" - R
eine Abbildung so dass f(x,cy) = c-f(x,y) fiir alle ¢ > 0. Dann ist das Integral

f, f(v(t);~'(t))dt unabhingig von orientirungserhaltenden Umparametrisierungen.

Es gelte zusatzl:ch f(x,—y)=f(x,y) (bzw. f(x,—y) = —f(x,y)). Dann wird Integral
J; f(x(t);4/(t))dt bei der Parametrisierungsumkehrung erhalten (bzw. dndert das
Vorze/hchen ).

Beweis. Es sei t = ¢(7) eine Umparametrisierung mit 7 € J = [a’, b']. Dann nach dem
Substitutionssatz (oder nach dem Transformationssatz) bekommt man

SO 410 = [, F () S () 4Ll = [, A () D22 (o(r)))
= [, f(3(r); £(7))dT, wobei 5(7) —70111( ) =7(¥(7)).
Das Verhalten von [, f(~(t); ‘Z—Z(t))dt bei der Parametrisierungsumkehrung

~v(t) — v((a+ b) — t) folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Integral. In der
Tat, jede Partition mit Stiitzstellen wird in eine andere Partition iiberfiihrt, so dass die
Riemannsche Summe beibehalten wird (oder entsprechend wechselt das Vorzeichen).
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Integration iiber Kurven in R".

Beispiele. 1. Es sei f(x,y) = |y|. Dann ist das Integral f; f( t) S (t))dt die Linge
der Kurve «(t), die wie erwartet unabhingig von der Parametr|5|erung ist.

2. Es sei ¢(x) eine Funktion und f(x,y) = ¢(x)-|y|. Dann bleibt ist das Integral

Jif(v(t); Z—?(t))dt unverdndert bei allen Umparametrisierungen.

3. Es sei F_(x) : U CR" — R" ein Vektorfeld, d.h., eine Vektorwertige Funktion. Setze
3 . 4 )

f(x,y) := F(x)-y (Skalarprodukt). Dann wird das Integral f, f(~(t); L (t))dt bei

orientirungserhaltenden Umparametrisierungen erhalten, wechselt aber das

Vorzeihchen bei der Parametrisierungsumkehrung.
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