Ubungsblatt 6

Hinweise zur Losung von Aufgabe 2.

Aufgabe 2. (4 Punkte.).

Berechnen Sie die Fourier-Transformierte f(y) der charakteristischen Funktion f(z) = x; des
Intervalls I = [a, b] und zeigen Sie, dass f(y) Lebesgue-L?-integrierbar aber nicht Lebesgue-
integrierbar ist.

Fiir die Losung dieser Aufgabe kénnte man eine Abschiitzung des Integrals [, |’ —e'®|dy
mit a < b brauchen. Hier sind einige Hinweise
H1. |l — e] > |S(e! — ei%)| = [sin(ay) — sin(by)| = 2[sin“*52cos 02| wobei S(z)
bedeutet den Imaginédranteil von z.

H2. Behauptung: Es existiert ¢ > 0, so dass fSH ]sin(a_b)ycos(“b)y\dy c fir alle y € R.

ab)

Beweis der Behauptung. Es sei s, eine Folge so dass f Skt g ezl cos(a+by|dy zu dem

Infimum inf (7 H |sinez b)ycos(“+by|dy , s € R). Falls s;, (oder eine Teilfolge von s;) zu

S+ i lazbly b) cos(a+b Y|dy =: ¢ > 0 das absolute Minimum

einem s, konvergiert, dann ist f |sin~=24
und damit die gewiinschte Abschatzung.

Ist a+b=0,so cos(a+b) = 1 und damit kann man die Rechnungen benutzen, die in der
Ubungsgruppen gemacht wurden.

Ansonsten ist keine Teilfolge von s beschriankt, und oBdA s — +o00. Wihle Folgen my, ny,

b
von ganzen Zahlen, so dass s, — QWbm und © a+ )mk—i—wnk beschrankt bleiben. Dann existiert
b
eine Teilfolge so dass s} 1= s — Zﬂbmk konverglert zu s, und ~ a+b )m + mny, konvergiert zu

t. Dann mit der Benutzung von sin(y + kn) = (—1)%sin(y) und cos(y + kn) = (—1)kcos(y)
bekommt man
fsk—i-l ‘sm a— b)yCOS a+b)y ‘d f8k+1 ‘S n(a—b)y—I—27rm;C COS((a+b)y 4+ T a+b) }dy o

fsk+1 ‘sm a— b)ycos((a+b)y + nmk(a+b) _I_ﬂ_nk)‘dy N f sx+1 |Sm(a b)y COS((a+by +t)‘dy

Das letzte Integral ist positiv und gibt die gewiinschte Abschétzung.



