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Die Aufgaben auf diesem Übungsblatt sind freiwillig und werden als Bonuspunkte gezählt.
Nichtdestotrotz ist es empfehlenswert sich mit allen Aufgaben auseinanderzusetzen.

Aufgabe 1 (Ultraprodukt bzgl. Hauptfilters; 4 Punkte)

Seien S eine Symbolmenge, I eine nicht-leere Menge, U ein Hauptfilter auf I und Ai eine
S-Struktur für i P I. Zeigen Sie, dass es ein j P I gibt, so dass

¹
iPI

Ai{U � Aj .

Lösung:
Da U ein Hauptfilter ist, ist U von der Form U � tX � I | i0 P Xu für ein i0 P I. Wir

zeigen, dass
¹
iPI

Ai{U � Ai0 . Dafür definiere die Abbildung

h :
¹
iPI

Ai{U Ñ Ai0

durch
h prf sU q :� f pi0q .

Wir überlegen uns, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Es gilt nämlich

rf sU �
�
f 1
�
U
ðñ

 
i P I | f piq � f 1 piq

(
P U ðñ f pi0q � f 1 pi0q .

Die Funktion h ist also von der Wahl des Represäntanten unabhängig und injektiv. Diese
Abbildung ist auch surjektiv, denn für jedes a P Ai0 sei f P

¹
iPI

Ai mit f pi0q :� a P Ai0 und f piq

beliebig für i � i0. Dann ist h prf sU q � f pi0q � a.

Wir rechnen nun nach, dass h strukturehaltend ist, d.h. ein Isomorphismus. Sei
¹
iPI

Ai{U

mit A abgekürzt.
Für ein Konstantensymbol c P S gilt

cA �
��
cAi | i P I

��
U

und somit
h
�
cA

�
� cAi0 .

Für ein Funktionssymbol g P S gilt

gA prf1sU , . . . , rfnsU q �
��
gAi pf1 piq , . . . , fn piqq | i P I

��
U

und somit

h
�
gA prf1sU , . . . , rfnsU q

�
� gAi0 pf1 pi0q , . . . , fn pi0qq

� gAi0 ph prf1sU q , . . . , h prfnsU qq .

Für ein Relationssymbol R P S gilt

RA prf1sU , . . . , rfnsU q ðñ
 
i P I | RAi pf1 piq , . . . , fn piqq

(
P U

ðñ RAi0 pf1 pi0q , . . . , fn pi0qq

ðñ RAi0 ph prf1sU q , . . . , h prfnsU qq .
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Aufgabe 2 (Produkte von Körpern; 6 Punkte)

Sei I eine nicht-leere Indexmenge und für i P I sei Fi ein Körper. Bilden wir das direkte
Produkt R �

¹
iPI

Fi, so wissen wir, dass R ein Ring ist. Ist U ein Ultrafilter auf I, so sei

MU :� tr P R | ti P I | r piq � 0u P Uu ,

wobei R die Grundmenge der Struktur R ist.
Wir nennen eine nicht-leere Teilmenge M � R ein Ideal, falls für alle a, b PM gilt a� b PM

und für alle a PM, r P R gilt r � a PM . Ein Ideal M � R heißt maximal, falls kein Ideal N � R
existiert mit M � N � R.

Zeigen Sie:

1. Für jeden Ultrafilter U , ist MU ein maximales Ideal im Ring R.

2. Für jedes maximale Ideal M im Ring R existiert ein Ultrafilter U auf I mit M �MU .

3. Das Ultraprodukt
¹
iPI

Fi{U ist isomorph zum Quotientenring R{MU . DaMU ein maximales

Ideal in R ist, so folgern wir, dass R{MU und damit auch
¹
iPI

Fi{U ein Körper ist.

Lösung:

1. Sei U ein Ultrafilter auf I. Wir prüfen die Eigenschaften aus der Definition eines Ideals
im Ring R für MU nach.

Es ist 0 P R und somit ist die konstante Nullfunktion Element von I. Also I � H. Seien
a, b PMU , r P R. Wegen a, b PMU ist

ti P I | a piq � 0u P U ,

ti P I | b piq � 0u P U .

Es folgt

ti P I | a piq � 0u X ti P I | b piq � 0u � ti P I | pa� bq piq � 0u P U ,

da U ein Filter ist, und somit a� b PMU . Weiter ist für r P R

ti P I | a piq � 0u � ti P I | praq piq � 0u P U

und somit ra PMU . Also ist MU ein Ideal.

Wir zeigen, dass MU ein maximales Ideal in R ist. Angenommen nicht. So sei J ein Ideal
in R mit MU � N � R. Wegen MU � N sei a P NzMU . Aus a RMU folgt

ti P I | a piq � 0u R U .

Da U ein Ultrafilter ist, so folgt

I0 :� ti P I | a piq � 0u � Iz ti P I | a piq � 0u P U .

Ist nun q P R, so lässt sich q darstellen als q � b� r �a mit b, r P R, b piq � 0 für alle i P I0.
Nun folgt aus Idealeigenschaften, aus b P MU � N und a P N sofort q P N . Wir haben
also gerade gezeigt, dass N � R in Widerspruch zu N � R.
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2. Sei M ein maximales Ideal in R. Definiere

U :� tti P I | r piq � 0u | r PMu .

Wir rechnen nach, dass es ein Ultrafilter ist. Es ist H R U , denn sonst würde ein r P M
mit r piq � 0 für alle i P I existieren. Das kann aber nicht sein wegen M � R.

Ist r P M und ti P I | r piq � 0u � X � I, so ist X � ti P I | pr � qq piq � 0u P U mit
q P R, definiert durch q piq � 0, falls i P Xz ti P I | r piq � 0u und q piq � 1 sonst.

Sind r1, r2 PM mit ti P I | r1 piq � 0u , ti P I | r2 piq � 0u P U , so folgt

ti P I | r1 piq � 0u X ti P I | r2 piq � 0u � ti P I | pq1 � r1 � q2 � r2q piq � 0u P U

mit q1, q2 P R,

q1 piq �

$''&
''%

0 falls r1 piq � r2 piq � 0
0 falls r1 piq � 0 und r2 piq � 0

pr1 piqq
�1

falls r1 piq � 0 und r2 piq � 0
0 falls r1 piq � 0 und r2 piq � 0

,

q2 piq �

$''&
''%

0 falls r1 piq � r2 piq � 0

pr2 piqq
�1

falls r1 piq � 0 und r2 piq � 0
0 falls r1 piq � 0 und r2 piq � 0

pr2 piqq
�1

falls r1 piq � 0 und r2 piq � 0

.

Also ist U ein Filter.

Sei X � I. Wir zeigen, dass X P U oder IzX P U . Betrachte dazu die Elemente r1, r2 P R
definiert durch
r1 piq � 0 für i P X und r1 piq � 1 für i P IzX;
r2 piq � 1 für i P X und r2 piq � 0 für i P IzX.
So ist r1 � r2 � 1 die konstante Einsfunktion. Da N ein Ideal und M � R ist, kann 1
kein Element von J sein (sonst würde M � R folgen, denn r � 1 � r PM für r P R). Also
können auch nicht beide r1, r2 in M sein. Da M maximal ist, muss aber entweder r1 oder
r2 in M sein. Daraus folgt dass X P U oder IzX P U .

3. Sei U ein Ultrafilter. Wir betrachten die Abbildung¹
iPI

Fi{U Ñ R{MU

definiert durch
rrsU ÞÑ rrsMU

wobei rr1sMU
� rr2sMU

, falls r1 � r2 P MU . Da die Operationen in beiden Strukturen

identisch gegeben sind, müssen wir nur feststellen, dass die Äquivalenzrelationen gleich
sind. Es gilt aber

rr1sU � rr2sU

ðñ ti P I | r1 piq � r2 piqu P U ,

ðñ ti P I | r1 piq � r2 piq � 0u P U ,

ðñ rr1sMU
� rr2sMU

.

Somit ist die gegebene Abbildung ein Isomorphismus.
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Aufgabe 3 (Ultraprodukt der Körper mit Char Ki � pi; 4 Punkte)

Sei S � t�, �, 0, 1u die Symbolmenge der Körper. Angenommen für i P N ist Fi ein Körper
der Primzahlcharakteristik pi, wobei pi die i-te Primzahl sei, und U ein Ultrafilter auf N, welcher
kein Hauptfilter ist. Bestimmen Sie die Charakteristik des Körpers

¹
iPN

Fi{U .

Lösung:
Sei Fi ein Körper der Charakteristik pi für die i-te Primzahl ist. Wir betrachten den S-Satz

φn :�
©
k n

tk � 0,

wobei tk sei die Abkürzung für den Term 1� 1� . . . 1loooooomoooooon
k-mal

. Es gilt für jeden Körper F

F |ù φn ðñ Char pFq ¥ n.

Insbesondere gilt
Fi |ù φn für n   pi.

Nach den Satz von  Loś gilt nun

Char

�¹
iPN

Fi{U

�
¥ n ðñ

¹
iPN

Fi{U |ù φn,

 Loś
ðñ ti P N | Fi |ù φnu P U ,
ðñ ti P N | Char Fi ¥ nu P U .

Da U ein Ultrafilter, welcher kein Hauptfilter ist. So ist jede koendliche Menge in U (d.h. jede
Menge deren Komplement endlich ist). Die Menge ti P N | Char Fi ¥ nu ist koendlich, denn für

pi ¥ n für i groß genung. Somit ist die Charakteristik des Körpers
¹
iPN

Fi{U nicht endlich und

muss gleich 0 sein.

Aufgabe 4 (Ultrapotenz von R; 4 Punkte)

Sei R � pR,�, �, , 0, 1q der angeordnete Körper der reellen Zahlen, U ein Ultrafilter auf N,

welcher kein Hauptfilter ist. Wir betrachten die Ultrapotenz A �
¹
iPN

R{U von R

1. Zeigen Sie, dass der Körper A nicht-archimedisch ist, indem Sie eine Funktion u : N Ñ R
angeben, so dass u P

¹
iPN

R und 1� 1� . . .� 1loooooooomoooooooon
n-mal

 A rusU für alle n P N.

2. Geben Sie explizit die Funktionen u� : N Ñ R und u� : N Ñ R, so dass ru�sU �
rusU �A rusU und ru�sU � rusU �A rusU .

Lösung:

1. Sei u : NÑ R mit u pnq � n die identische Funktion. Es gilt

1� 1� . . .� 1loooooooomoooooooon
n-mal

 A rusU ðñ

$&
%i P N | 1� 1� . . .� 1loooooooomoooooooon

n-mal

 Ai u piq

,.
- P U (mit Ai � R),

ðñ

$&
%i P N | 1� 1� . . .� 1loooooooomoooooooon

n-mal

 R i

,.
- P U ,

ðñ ti P N | n   iu P U .
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Da U ein Ultrafilter, welcher kein Hauptfilter ist, so enthält U alle koendliche Mengen
(d.h. Mengen deren Komplement endlich ist), insbesondere ist ti P N | n   iu P U wahr.

2. Man rechnet im Ultraprodukt:

rusU �A rusU �
��
u piq �R u piq | i P N

��
U

,

�
��
i�R i | i P N

��
U

,

� rp2i | i P NqsU ,

also die Funktion u� : NÑ R gegeben durch u� pnq � 2n erfüllt

ru�sU � rusU �A rusU .

Analog rechnet man nach, dass die Funktion u� : NÑ R, u� pnq � n2 erfüllt

ru�sU � rusU �A rusU .
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