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Aufgabe 1 (Archimedische Körper; 4 Punkte)

Wir betrachten S Ar � t�, �, , 0, 1u die Sprache der angeordneten Körper. Für n P N sei
tn der variablenfreie Term 1� 1� . . .� 1loooooooomoooooooon

n-mal

. Wir erinnern uns: ein angeordneter Körper K heißt

archimedisch, falls für alle a P K ein n P N existiert mit a  K tKn .
Zeigen Sie: Gilt ein S Ar-Satz φ in allen nicht-archimedisch angeordneten Körpern, so gilt φ

in allen angeordneten Körpern.

Aufgabe 2 (Äquivalenzrelationen; 4 Punkte)

Sei S � t�u mit einem zweistelligen Relationssymbol �. Für eine Struktur A �
�
A,�A

�

definiert �Aeine Äquivalenzrelation auf A, falls A |ù ΦÄq, wobei ΦÄq aus den folgenden Sätzen
besteht

@v0 v0 � v0 (Reflexivität),
@v0@v1 pv0 � v1 Ñ v1 � v0q (Symmetrie),
@v0@v1@v2 ppv0 � v1 ^ v1 � v2q Ñ v0 � v2q (Transitivität).

Seien φ1 und φ2 die Sätze:

φ1 :� Dv0Dv1Dv2 pp v0 � v1 ^ v0 � v2q ^  v1 � v2q,
φ2 :� @v0@v1@v2@v3 pppppv0 � v1 _ v0 � v2q _ v0 � v3q _ v1 � v2q _ v1 � v3q _ v2 � v3q.

Wir betrachten Φ :� ΦÄq Y tφ1, φ2u.

1. Zeigen Sie, dass Φ nicht abzählbar kategorisch ist.

2. Finden Sie eine Erweiterung von Φ, die abzählbar kategorisch ist.

Aufgabe 3 (Erweiterung um eine Konstante; 2 Punkte)

Sei S Ar � t�, �, , 0, 1u die Sprache der geordneten Körper. Wir betrachten den archimedis-
chen Körper Q �

�
Q,�Q, �Q, Q, 0Q, 1Q

�
der rationalen Zahlen und die Theorie

Φ :� Th pQq Y ttn   c | n P Nu ,

wobei tn sei der Term 1� 1� . . .� 1loooooooomoooooooon
n-mal

und c ein neues Konstantensymbol.

Ist es möglich ein Modell A �
�
A,�A, �A, A, 0A, 1A

�
von Φ zu finden, so dass die Redukte�

A, A
�
�

�
Q, Q� isomorph als lineare Ordnungen sind?
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Aufgabe 4 (Diskrete lineare Ordnungen; 4 Punkte)

Wir betrachten die Sprache SOrd :� t u der Ordnungstheorie. Die folgende Theorie nennen
wir die Theorie der diskreten linearen Ordnungen und bezeichnen sie mit ΦdislO:

@x p x   xq ,

@x@y@z ppx   y ^ y   zq Ñ y   zq ,

@x@y px � y _ x   y _ y   xq ,

@x pDy x   y Ñ pDy x   y ^ @z px   z Ñ py   z _ y � zqqqq ,

@x pDy y   xÑ pDy y   x^ @z pz   xÑ pz   y _ y � zqqqq .

Fügt man zu ΦdislO die zwei folgende Axiome, so nennen wir die entstehende Menge von Sätzen
die Theorie der diskreten linearen Ordnungen ohne Endpunkte und bezeichnen sie mit ΦdislOoE:

@x pDy x   yq ,

@x pDy y   xq .

Finden Sie unendlich viele paarweise nicht-isomorphe abzählbare Modelle der Theorie ΦdislOoE.
Können Sie überabzählbar viele paarweise nicht-isomorphe abzählbare Modelle der Theorie
ΦdislOoE viele finden?

(Wenn Sie nur endlich viele verschiedene Modelle (mindestens zwei) finden, gibt es die Hälfte
der Punkte. Es gibt sogar überabzahlbar viele paarweise nicht-isomorpher Modelle: zwei Ex-
trapunkte für einen Beweis dieser Tatsache.)
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