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Aufgabe 1 (Die Bedeutung von “Unterfall 1”; 2 Punkte)

In der Vorlesung hatten wir im Beweis des Vollstandigkeitssatzes zundchst Unterfall 1 be-
trachtet: Formelmengen ¢ in denen nur endliche viele Variablen frei vorkommen. Wir hatten
bewiesen, dass fiir widerspruchsfreie solche Formelmengen & eine widerspruchsfreie Obermenge
@’ existiert, die Beispiele enthélt.

Sei S beliebig und ® = {vo =t; te TS} v {JvpIvy; —vp = v1}. Zeigen Sie, dass Wi & und
dass es in L° keine widerspruchsfreie Obermenge von ® gibt, die Beispiele enthilt. Folgern
Sie daraus, dass das o.g. Lemma aus der Vorlesung nicht ohne die Voraussetzung iiber die
Endlichkeit der Menge der frei vorkommenden Variablen bewiesen werden kann.

Losung:
Sei S eine Symbolmenge. Um die Widerspruchsfreiheit von ® zu zeigen, betrachte die Struk-
tur A mit der zweielementigen Grundmenge A = {0, 1} und sei

fA (al, e ,aar(f)) :=0 fir alle Funktionssymbole f € S,
RA (aq, ... s Qar( R)) fiir alle Relationssymbole R € S,
cAi=0 fiir alle Konstantensymoble ¢ € S.

Dann erfiillt die S-Struktur A die Formelmenge ®, wenn man alle v; mit 0 belegt, d.h.

(ss2)

Also Wf .
Eine Formelmenge ® enthélt Beispiele, falls fiir jeden Ausdruck von der Form Jz¢ ein Term
t mit ® (E|x¢ — qﬁ%) existiert. Sei @ eine Obermenge von ®, die Beispiele enthilt. Betrachte
die Formel
3@031)1 —Vp = V1.

Dann muss ein Term t( existieren mit
&' (JugIvy —wg = vy — vy —tg = v1) .
Die Definition von Beispiele enthalten jetzt angewandt auf
dv, —tg = 11

liefert ein Term ¢; mit
(I)/ o (3’[)1 _'to =V — _'to = tl) .

Jetzt ist
P - dvgdvy —vg = v1,

da ®' Obermenge von ®. Somit folgt mit Modus ponens

' —ty = ty,



insbesondere wegen der Korrektheit des Ableitungskalkiils
& = —ty = 1.

Nun ist aber
(I)II—UOZtO und@'l—v():tl,

da ®" 2 ® und der Voraussetzungsregel, und wieder nach Korrektheit
®' vy =to und ' | vg = 1.
Nun, wire jetzt J := (2, 3) ein Modell von &', so wiirde einerseits folgen
J(to) = B (vo) =J(t),

andererseits aber
J(to) # J(t1).

Widerspruch. Also hat ®' keine Modelle und ist somit widerspruchsvoll.

Die Formelmenge ® hat unendlich viele freie Variablen, da man die Formeln vy = ¢ fir
alle Terme ¢t € T° in ® hat, und somit zeigt ®, dass die Voraussetzung iiber die endliche
Anzahl von freien Variablen notwendig ist, damit eine widerspruchsfreie Formelmenge zu einer
widerspruchsfreien Formelmenge, die Beispiele enthélt, erweitert werden kann.

Aufgabe 2 (Termmodelle in der Gruppentheorie; 9 Punkte)

Im folgenden sei Sgrmi = {o,_l ,e} die Symbolmenge der Sprache der Gruppen mit der
Inversenoperation. Es sei Z eine beliebige Menge, die keine Elemente von Ag,, ., enthélt. Fiir
jedes z € Z nehmen wir ein neues Konstantensymbol ¢, und setzen Sz := Sgrm1 U {c. | z € Z}.
Mit ®Gpm1 bezeichnen wir die drei Axiome der Gruppentheorie:

Yvg (vpoe =19 Aeovg=1p),
V’UoVUl\V”Ug (UO o Ul) OvVg =7 O (1}1 @) 1}2) s

Yvg v © (vo)f1 =e.

Wir bezeichnen die abzédhlbare Menge von Variablen mit V := {v; | i € N}.
Wir betrachten das Termmodell TEG““I in der Sprache mit Symbolmenge Sz. Fiir einen
Sz-Term t bezeichnen wir seine Aquivalenzklasse im Termmodell mit ¢.

1. Zeigen Sie, dass fiir jede Wahl von Z die Struktur Tgc”“‘ eine Gruppe ist (3 Punkte)

2. Zeigen Sie, dass fiir jede Gruppe & = (G, x, 7L, 1) und jede Abbildung g : VU Z — G ein
eindeutiger Gruppenhomomorphismus f : ‘Z?G”“I — G existiert, so dass g (v;) = f (v;) fiir
alle i e Nund g (z) = f (cz) fir alle z € Z (2 Punkte).

3. Angenommen Z ist hochstens abzdahlbar. Zeigen Sie,d ass ‘I%G““I = S?G”"I (2 Punkte).
4. Beweisen Sie oder widerlegen Sie: Es gibt Z und Z’, so dass ‘Igc”‘” # ‘I;G““I (2 Punkte).
Loésung: )

Das Termmodell TEG“"I hat als Grundmenge die Menge der Aquivalenzklassen aller Terme

iber Sz, d.h.

Thom = (T [ te TS} = {froh | 1t e TS }u{t7T| te TS fufelules | 2 € Z}uln | ie N},



und die Interpretationen von Sz sind

J— T‘I)Grml — PR
ty 07z ty =11 otog,
P
T Grml
N1\ 7% 1
(07) " =&
@ Grml _
e(IZ — e’

D
T GrmlI o
c;? =C,.

1. Wir priifen die drei Gruppenaxiome fiir das Termmodell ‘I?G”“I nach.
T?G”"I = Vv (vpoe=1wvy Aeovg=wp)

fiir alle t € T° gilt T?Gr‘“I,B% E (vpoe=uvg Aeovy =1yp)
fiir alle t € T gilt T?G”"I,B% = vg o e = vy und (T?Gr"‘l,ﬂ%) Eeowvy =1y

fiir alle ¢ € 757 gilt F0¥2"™ & =F und g0%2°™ =7
fir allete T gilt foe=tund eot =1¢
fiir alle t € T gilt ®qumi - toe =t und Papmr - eot =t

et

Nun ist fiir jeden Term t € TS5 die Formel ¢t o e =t aus ®Grmr ableitbar, denn

DGrmr - Yug (vgoe=wy Aeovy = 1)
(I)Grmll_(voot’i:vo/\eovozyo)%
SgmiFtoe=tancot=t

Pomr Ftoe=tund Pgyp Feot =t

Voraussetzunsregel)

Ubungsblatt 7, Aufgabe 1, (al))
Substitution)

Ubungsblatt 6, Aufgabe 3, (c1)-(c2))

Py

Somit erfiillt das Termmodell T3 das Axiom des neutralen Elementes.

Analog gehen wir mit den anderen zwei Axiomen vor

SEG”"I E YooVu1Yve (vo o v1) 0o ve = vg o (v1 0vg)
fiir alle tg,ty,t, € TSV gilt (T?Grml,ﬁ%%%) = (vo ov1) 0va = vg o (vy 0 wg)
- rm. - q’GTTﬂI —_ —_ rm - rm -
fur alle to,tl,tg € TSY gllt (to Oq:ZG ! tl) ng to = to OTZG ! (tl OT§G ! t2)
Y PGrmI — = PGrml T~
fiir alle tg,t,to € TSV gilt (tgoty) 0Tz Ey = Fy 0% (t; oty)

fir alle to,tl,tQ € TSY gllt (to o tl) oty =tgo (tl o tQ)
fur alle to,t1,t2 € TSv gllt Parmr (tO o tl) oty =1tpo (tl o t2)

et

Genauso wie beim ersten Axiom verlduft die Ableitung fiir das Assoziativgesetz:

DGrmi F YooV Voe (vgowvr) ovg =wvgo(vy 0ove) (Voraussetzunsregel)
@arm1 F ((voov1) ovg = vgo (v o vg)) Lo lrl2 (Ubungsblatt 7, Aufgabe 1, (al))

Vo V1 V2

Dgmi H (toot1) oty =tgo (1 0ts) (Substitution).

Schliefllich gilt fiir das Axiom iiber das Inverse:

FIemt = Yyg g o (vo) " =e

fir alle to € TS gilt (T, 1) | v o (vo) ' = e
_ ®GrmI _ _1 I?Grr:)l B Gl
fiir alle tg € TSv gllt to otz ((to) ) = etzz

fiir alle tq € T°v gilt ﬂ(to)_l —e
fiir alle to € TS gilt tg o (to)_1 =€
fiir alle tg € TV gilt ®Grmr - to © (to)fl =e

et



Und wir leiten die Formel o o (tg) " = e ab:

1

Darmr F Yug vg o (vg)” =e (Voraussetzunsregel )
PGrmi H (vo o (v)™ " = e) Z—?) (Ubungsblatt 7, Aufgabe 1, (al))
Parmr Ftgo (t0)71 =e (Substitution).

. Seien & = (G, x,7*,1) eine Gruppe und g : VU Z — G eine Abbildung gegeben. Wir
definieren f: T3¢ — G, indem wir f () angeben durch Fallunterscheidung.

Falls ein i € N existiert mit v; € £, so sei f (£) := g (v;).

Falls v; ¢ t fiir alle ¢ € N, und ein z € Z mit c; € T existiert, so sei f (f) := g (2).

Falls v; ¢ ¢ fiir alle i € N, und ¢, ¢ ¢ fiir alle z € Z, und e € £, so sei f (f) := 1.

Falls v; ¢ t fiir alle i € N, und ¢, ¢ t fiir alle z € Z, und e ¢ t, und ein ¢’ € T°7 existiert
mit (/)" €7, so sei f ) = (f (E))_l.

Falls v; ¢ ¢t fir alle t € N, und ¢, ¢ ¢ fiir alle 2 € Z, und e ¢ ¢, und (t’)_1 ¢ t fur alle
'€ T2, und ty,t; € T existieren mit t; oty € ¢, so sei f (£) := f (1) x f (f2).

Durch Induktion iiber Aufbau der Terme sieht man, dass man diese Falle alle Moglichkeiten
iiberdecken.

Um zu zeigen, dass f wohldefiniert ist, miissen folgendes iiberpriifen
sind t1,ty Terme mit t; = 5, so gilt f (fl) =f (fg) .
Nun ist
U;=T7; = PagmiFvi=v, = PamiEvi=v; = i=j = g(v;) =¢(vy).

Dabei folgt aus ®grm1 | v; = vy, dass i = j, denn fiir ¢ # j zeigt jede Gruppe und
verschiedene Belegung von v; und v;, dass ®qrm1 # vi = v;. Ahnlich gilt

621 = EZQ = (I)Grml = Czy = Czy = @Grml ': Czy = Czy = 21 = 22 = 9(21) = 9(22) .

Schliellich iiberlegt man sich:

denn

ty! = Bguur F 17 =151,
Pgrmr F 1 = 1o,

t1 = to,

f(t) = f(t),

FE) T =f(E) "

7!

il

Weiter gilt

t10ty =t30ty = Pgrmi b t1 0ty =301y,

= Ogmr Ft1 0ty =301y,

= (Qﬁ,ﬁg (%)) =t1 oty = t3 o ty, wobel man ¢, als g (z) interpretiert,
Vi

= f(t1) x f(t2) = [ (t3) x [ (ta) -



Somit ist die Abbildung f auf der ganzen Grundmenge des Termmodells T%G”“I definiert.
Es ist klar, dass f ein Gruppenhomomorphismus zwischen (T?G”‘“,oT(Iz)G”"I , eT(;G"“I> und
6= (G, x, 71 ,1) ist.

Die Eindeutigkeit von f folgt aus der Tatsache, dass es ein Homomorphismus sein soll.
Denn ist h ein Gruppenhomomorphismus zwischen

Par 1\ TIGT el
<g?cr7ofz 7( 1) 76‘32

und

(G, x,",1)

mit g (v;) = f (v;) und g (2) = f (¢z), so folgt durch Induktion f (f) = h (%) fiir alle Terme
teT5%, also f = h.

. Sei Z hochstens abzéhlbar. Wir nehmen eine Zerlegung von V' = VUi, so dass |Vy| = | Z]
und Vj unendlich ist. Seien by : Z — Vj und by : V' — V; Bijektionen. Sei g die Abbildung
gegeben durch

g:VuZz —>T%G”“I,

g(z):=b1(2) fir z € Z,
g (’Ul) = b2 ('UZ)

Nach Aufgabenteil (2) existiert ein eindeutiger Homomorphismus

. aPcrmr DGrmi1
[ Tgemm — ghemm

mit

Betrachtet man die Abbildung
g* i VN (ngrmI’

g* (v;) == { Gy fallsvieVy

by (v;) fallsv; € V)

und
* . T PcrmI D Grm1
f . KIQ rml __y ‘IZ rm ,

den durch (2) induzierten Homomorphismus, d.h.

Dann gilt:

fir v; e Vo:  f(g* (vi)) = f (5b;1(w)) =9
firv,e Vi: f(g*(vy)) = f (bz_l (Ul)) =9

Analog gilt

Es folgt induktiv

also

und somit ist f bijektiv und ein Isomorphismus.



4. Sei Z unendlich abzdhlbar und Z’ := P (Z) die Potenzmenge von Z. Dann haben ‘IZG“‘”
und Tg?”‘“ verschiedene Kardinalitaten und somit gibt es keine Bijektion zwischen deren
Grundmengen, insbesondere auch keinen Isomorphismus.

Aufgabe 3 (Kategorizitit; 2 Punkte)

Sei S eine Symbolmenge. Wir nennen eine Menge ® von S-Satzen kategorisch, falls fir je
zwei S-Strukturen 2 und B gilt: falls A = & und B = D, so gilt A =~ B. Zeigen Sie: jede
kategorische Menge von Sétzen ist negationstreu bzgl. der Sétze, d.h. fiir alle S-Sétze ¢ gilt
®+ ¢ oder @  —¢.

Losung:

Sei ® eine Menge von S-Siitzen, die kategorisch ist. Wir zeigen, dass fiir alle S-Sitze ¢ € L§
gilt ® = ¢ oder ® = —¢. Mit dem Vollstédndigkeitssatz bekommt man, dass die ® negationstreu
bzgl. der Sétze ist. Sei 2 ein beliebiges Modell von ®. Nun gilt 2 = ¢ oder A = —¢. OBdA
sei A = ¢. Es folgt dann @ = ¢, denn ist B ein beliebiges Modell von ®, so ist A = B, da ¢
kategorisch, und somit wegen 2 = ¢ auch B = ¢.

Aufgabe 4 (Erzeugen negationstreuer Ausdrucksmengen; 3 Punkte)

Sei eine hochstens abzihlbare Symbolmenge S gegeben und sei {1, | n € N} eine Aufzéhlung
aller S-Formeln. Sei ® eine widerspruchsfreie Menge von S-Formeln. In der Vorlesung haben
wir definiert:

\I/() = CI),

” . U, u{w,} falls ¥, u {¢,} widerspruchsfrei ist,
T W, U {—,) sonst,

P = U .

neN

Wir hatten bewiesen, dass fiir alle n die Menge V¥,, widerspruchsfrei ist und dass ®' wider-
spruchsfrei und negationstreu ist. Wir hatten ausserdem betont, dass die Definition der ¥,, von
der Auflistung {¢,, | n € N} abhéngt.

Wir setzen nun S := Sg, = {o,e} und ® := ®g,. Wir definieren

¢o := Yoo v9 = o,
@1 := Yu1 Yy vg o vy = vy 0wy,
¢o :=YoiVuiVuy (vg =v1 v (vg = v2 vV V1 = 13)),

¢3 1= 1.

1. Nehmen Sie an, dass ¥y = ¢g, Y1 = ¢1, Y2 = ¢o und P35 = ¢3. Bestimmen Sie die Modelle
von Wy.

2. Nehmen sie an, dass 1y = ¢ und 2 = ¢o. Finden Sie geeignete Formeln fiir 17 und vy,
so dass ¥, unendliche Modelle hat.

3. Nehmen Sie an, dass ¥y = ¢g, Y1 = ¢1, und ¥y = ¢o. Finden Sie eine geeignete Formel
fiir ¢3, so dass W, kategorisch ist (s. Aufgabe 3).

Loésung:



1. ¥y := ®g,, d.h. Modelle von ¥ sind alle Gruppen.

D U {do} ist widerspruchsfrei, denn ¢ ist in jeder Struktur wahr. Also ¥y = &g, U {do}
und die Modelle davon sind genau die Gruppen.

Uy U {41} ist widerspruchsfrei, den es gibt abelsche Gruppen. Also ¥s = $g, U {¢g, P1}
und die Modelle davon sind genau die abelschen Gruppen.

Wy U {¢2} ist widerspruchsfrei, denn es gibt abelsche Gruppen mit héchstens 2 Elementen.
Also U3 = ®g, U {¢g, 1, d2} und die Modelle davon sind genau die abelschen Gruppen
mit hochstens 2 Elementen.

U3 U {¢3} ist widerspruchsvoll, denn ¢ € ¥3 und ¢35 = —¢;. Also

Uy, = \IJ3 v {_'9253}
= &g, U {¢0, b1, P2, ~ 03}
= q)Gr v {¢07¢1>¢27 _'_'(bl}

und die Modelle davon sind genau die abelschen Gruppen mit hichstens 2 Elementen.

2. Es ist also ¥y = ¢ und damit ist ¥y = ®g, U {¢o} und Modelle davon sind genau die
Gruppen. Damit ¥4 unendliche Modelle hat, miissen wir sicherstellen, dass im Schritt
V3 wir die Formel —¢s hinzunehmen und nicht die Formel ¢o. Sei also ¥ := —¢s.
Dann U5 := &g, U {¢g, ~¢2} und die Modelle sind genau die Gruppen mit mindestens 3
Elementen. Weiter ist U3 = Uou{—¢a} = Par U {do, —¢2} und die Modelle sind weiterhin
genau die Gruppen mit mindestens 3 Elementen. Sei nun 93 := —=——¢9, dann ist ¥, = Ug
und jede unendliche Gruppe ist ein Modell von Wy.

3. Wie bei (1) haben wir ¥3 = ®g, U {¢o, 91, P2} und die Modelle davon sind genau die
abelschen Gruppen mit hochstens 2 Elementen. Setzen wir

1/)3 = E'U()H"Ul Vo # V1,

dann ist Uy = ®g, U {¢o, ¢1, P2, 13} und die Modelle sind genau die abelschen Gruppen
mit genau 2 Elementen. Da es nur eine solche Gruppe gibt (bis auf Isomorphie) folgt, dass
U, kategorisch ist.



