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Aufgabe 1 (Eindeutige Lesbarkeit von Ausdriicken) (4 Punkte)

Sei S eine Symbolmenge. Zeigen Sie: Sind ¢ und ¢’ S-Ausdriicke, so ist ¢ kein echtes
Anfangsstiick von ¢'.

Daraus kann man folgern, dass Ausdriicke auf eine eindeutige Weise lesbar sind.

Aufgabe 2 (Ableitungen von Ausdriicken) (4 Punkte)

Wir arbeiten in der Sprache iiber der Symbolmenge S = {f,g,h,a,b,c, R}, wobei a,b,c
Konstantensymbole, f ein 2-stelliges, g ein 1-stelliges, h ein 3-stelliges Funktionssymbol und R
ein 3-stelliges Relationssymbol bezeichnen.

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Zeichenketten Ausdriicke sind. Falls ja, geben Sie die
Ableitung im Ausdruckskalkiil an; falls nein, beweisen Sie (mittels Induktion tiber die Formelkom-
plexitét), dass die Zeichenkette kein Ausdruck ist.

L. YugFvy (f (vo, g (v1)) = f (vo, f (vi,a)) = Fvr f (v, f (v1,a)) = v2)
2. R(f (0077}1)’9(01)71)3)
3. VvOVlelvlf ('U(), Ul) =wv3V E"Ug ("’Uo = '03)

4. VvOVvl (E"Ulf (’U(), 1)1) — V3 vV E"Ug_"l)o = '03)

Aufgabe 3 (Quantorenfreie Ausdriicke) (4 Punkte)

Wir arbeiten mit der Symbolmenge S = @) und betrachten S-Ausdriicke, wo die Zeichen V
und 3 nicht vorkommen, d.h. quantorenfreie S-Ausdriicke. Fiir ein Wort w = 21 ...z, € A% sei
J (w) die Anzahl der ¢ € {1,...,n} mit z; € {A,V, —, <>} (die Anzahl der 2-stelligen Junktoren)
und p (w) sei die Anzahl der i € {1,...,n} mit z; € {vg,v1,...} (die Anzahl der Variablen).

1. Definieren Sie die Funktionen j (w) und p (w) mittels Induktion iiber den Formelaufbau.

2. Beweisen Sie mittels Induktion {iber die Formelkomplexitat:

ist w ein S-Ausdruck, so gilt p (w) =2 (j (w) +1).

Gilt die Umkehrung dieses Satzes, d.h. folgt aus p (w) = 2 (j (w) + 1) fiir ein quantorenfreies
Wort w, dass w ein S-Ausdruck ist?



Aufgabe 4 (Direktes Produkt) (4 Punkte)
Fir S-Strukturen A = (A4, a) und B = (B, b) sei A x B, das direkte Produkt von 4 und B,
die S-Struktur mit Trager

Ax B:={(a,b) | la€ Abe B},

die durch die folgenden Festlegungen gegeben ist: fiir n-stelliges Relationssymbol R aus S und
(a1,b01),...,(an,by) € A X B gelte

R™MB ((ay,b1),...,(an,bn)) gdw. R* (ay,...,a,) und RB (by,....by,),
fiir n-stelliges Funktionssymbol f aus S und (a1,b1),..., (an,bn) € A X B sei

fAXB((alvbl)v"'v(anvbn)) = (fA(ala~'~7an)7f8(b1a~~~abn))7

fur ¢ € S Konstante sei

B = (et ).

Sei Sgy = {o,e} die Symbolmenge der Gruppen. Wir nennen eine Sg,-Struktur A eine
Gruppe, falls

o A E= VoV Vug vg o (v1 0 vg) = (vg 0 v1) 0 09
e AEVuy (eovyg=1wv9Avgoe=1y)
e AEVuyIv (vgovy =eAwvyovy =e)

Dabei benutzen wir die iibliche Schreibweise der Operation o als vg o vy statt o (vg, v1). Man
zeige: Sind Sg,-Strukturen A und B Gruppen, so ist auch A x B eine Gruppe.



