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1 Allgemeine Theorie

1.1

Grundlegende Definitionen, Beispiele

Definition 1.1.1.

FEine

Lie-Algebra tiber einem Korper k ist ein k—Vektorraum g mit einer

k—bilinearen Abbildung, der so genannten Lie-Klammer

gxg — ¢
(z,y) = [z,9]

derart, dass fir alle x,y,z € g gilt

Antisymmetrie: [x,z] =0

Jacobi-Identitdt: [z, [y, z]] + [z, [z, y]] + [y, [z, 2]] = 0

Bemerkungen 1.1.2.

(i)

(i)

(iii)

Aus der Identitdt [x,x] = 0 folgt

0 = [z+yo+yl=lra]+[zyl+y2]+ [y
= [zyl+ly2] Vazyeg
was den Namen Antisymmetrie rechifertigt. Ist char k # 2, so folgt
umgekehrt auch aus der Forderung
[l’,y]:—[y,l’] Vx7yEg
Antisymmetrie wie in Definition 1.1.1 formuliert.

Mat, (k), der n*-dimensionale Vektorraum aller n x n Matrizen mit
Eintrdagen in einem Korper k, wird durch den Kommutator beziiglich
der Matrixmultiplikation zu einer Lie-Algebra:

[z,y] = xy —yx V¥ x,y € Mat, (k)

Daher spricht man manchmal auch vom Kommutator statt von der Lie-
Klammer. Fiir etnen Kommutator ist die Jacobi-Identitdt trivialerweise
erfillt.

Man konnte die Definition auch fir den Fall erweitern, in dem k ein
kommutativer Ring mit Eins ist und g ein k—Modul. Wir wollen dies
in dieser Vorlesung nicht tun.

Definition 1.1.3.



(i) Eine k-Algebra ist ein k—Vektorraum A mit einer k—bilinearen Abbil-
dung
AxA— A,

der Multiplikation.
(i1) Eine Algebra heifit assoziativ, wenn gilt

(x-y)-z=x-(y-2) Va,yz€ A

(111) Eine Algebra heifst unitir oder auch unital, wenn es in A ein Fins-
element 1 € A fir die Multiplikation gibt, 1 -x = x -1 = x fir alle
r e A

(iv) Eine Algebra heifst kommutativ, wenn gilt xy = yz fir alle x,y € A.

Definition 1.1.4.
Seien A und B zwei k-Algebren.

(i) Ein k—Algebren—Homomorphismus von A nach B ist eine k-lineare Ab-
bildung ¢ : A — B derart, dass gilt

p(T)p(y) = p(zy)

(i1) Ist @ dberdies ein Isomorphismus von Vektorrdumen, so heifit ¢ auch
ein k—Algebren—Isomorphismus.

(i1i) Sind A, B unitir mit Eins-Elementen 14 € A und 1 € B, so heifit
ein Algebrenhomomorphismus

p:A— B
unitar genau dann, wenn ¢(1a) = 1p.

Bemerkungen 1.1.5.
(i) Ein Lie-Algebra-Homomorphismus ist also eine lineare Abbildung

p:g—4g

so dass o([z,y]) = [p(x), ¢(y)]

(i) Manchmal, wenn alle Algebren wunitir sind, vergisst man, explizit
unitiarer Algebrenhomomorphismus zu sagen.



(111) Eine unitire assoziative k—Algebra A ist nichts anderes als ein unitirer
Ring A mit einem unitdren Ring—Homomorphismus k — A, dessen Bild
im Zentrum von A liegt.

Beispiele 1.1.6.
1) Der Polynomring k[x1, ..., x,] iber einem Kdorper k ist eine assoziative,
kommutative, unitire k—Algebra.

2) Sei V' ein k—Vektorraum. Der Vektorraum A = End (V') der Endomor-
phismen ist beztiglich der Hintereinanderausfiihrung

(fig) = fog

eine assoziative unitire k—Algebra.

3) Der Vektorraum Mat,, (k) der n x n-Matrizen mit Fintrdgen im Kérper
k wird durch die Matrizenmultiplikation eine assoziative unitdre k—

Algebra.

4) Wie in Bemerkung 1.1.2 (ii) erklart wird Mat, (k) durch den Kom-
mutator zur Lie-Algebra. Diese Lie-Algebra wird auch mit gl(n, k) be-
zeichnet. Dies ist die Lie-Algebra der allgemeinen linearen Gruppe, auf
Englisch general linear group, daher die Abkiirzung.

Definition 1.1.7.
Sei A eine Algebra.

(i) Ein Untervektorraum U C A heifst eine Unteralgebra genau dann, wenn
mit x € U und y € U auch x -y € U liegen.

(i1) Ein Untervektorraum U C A heifit eine unitale Unteralgebra, (fir den
Fall, dass A selbst unital ist), wenn U 3 14.

(111) Ein Untervektorraum U C A heifit ein Linksideal genau dann, wenn fir
jedes x € A und jedes y € U das Produkt xy € U liegt. Entsprechend
definiert man Rechtsideale. Folgt aus v € A und y € U, dass sowohl
xy € U und yxr € U, so heifst U ein beidseitiges Ideal.

Bemerkungen 1.1.8.
1) FEine Unteralgebra einer (assoziativen, kommutativen, Lie-)Algebra
ist mit der induzierten Verknipfung eine (assoziative, kommutative,
Lie-)Algebra.



2) Der Schnitt von Unteralgebren ist wieder eine Unteralgebra. Achtung,
dies gilt nicht fiir die Vereinigung. Gegenbeispiel:

=) ={(5 1)} v={(s 1)}

Beispiele 1.1.9.
1) k[X] C k[X,Y] ist eine Unteralgebra.

2) Auf den quadratischen Matrizen A € Mat,, (k) betrachten wir die Spur
trA =" | Ay € k. Wir definieren

sl(n, k) = {A € gl(n, k)| trA = 0} .
Dies ist eine Lie-Unteralgebra von gl(n, k), da gilt
trlx,y] = tr (xy —yx) =0.

Man nennt sie die spezielle lineare Lie-Algebra sl(n, k). (Man beachte,
dass sl(n, k) keine Subalgebra der assoziativen Algebra Mat,, (k) ist!)

3) Sei' V' ein Vektorraum und
fVxV W
eine bilineare Abbildung in einen Vektorraum W. Dann ist
oV, f) = {z € gl(V)|f (zv,w) + f(v,2w) =0 Vv,w €V}
eine Lie-Unteralgebra von gl(V'):
f((zy —yz)v, w) = —f(yv, 2w) + f(zv, yw) = —f(v, (zy — yz)w) .

Lie-Algebren treten also auf, wenn man Abbildungen betrachtet, die ge-
wisse vorgegebene algebraische Strukturen erhalten, hier etwa eine Bi-
linearform auf einem Vektorraum.

4) Habe V' gerade Dimension, V = k*". Betrachte dann die antisymme-
trische Bilinearform f, die durch die Matrix

0 I,
-1, 0

gegeben ist. Man bezeichnet dann o(V, f) mit sp(2n, k) und nennt sie
die symplektische Lie-Algebra.




5)

6)

7)

Betrachte auf V. = k™ die Bilinearform f : V xV — k die durch
die Einheitsmatriz gegeben ist. Die zugehirige Lie-Algbera wird mit
so(n, k) bezeichnet und heifit orthogonale Lie-Algebra. Sie besteht aus
allen schief-symmetrischen Matrizen.

Sowohl die oberen Dreiecksmatrizen als auch die echten oberen
Dreiecksmatrizen, ebenso wie die Diagonalmatrizen bilden (Lie-
) Unteralgebren von gl(n, k).

Fine Lie-Algebra heifit abelsch, wenn gilt [x,y] = 0 fir alle x,y € g.
Offensichtlich kann jeder Vektorraum mit der Struktur einer abelschen
Lie-Algebra versehen werden. Die Diagonalmatrizen bilden eine abel-
sche Subalgebra von gl(n, k).

Definition 1.1.10.
FEine Lie-Algebra g heifit einfach, wenn sie micht abelsch ist und jeder von
Null verschiedene Lie-Algebren Homomorphismus von g in eine andere Lie-
Algebra injektiv ist.

Ein wesentliches Ziel der Vorlesung ist das Verstdndnis des folgenden
Klassifikationsresultats (cf. Theorem 3.4.6):

Satz 1.1.11 (Killing, Cartan).

Jede

einfache, endlich-dimensionale komplexe Lie-Algebra ist isomorph zu

genau einer der klassischen Lie-Algebren

slin+1,C) n>1
so(2n+1,C) n>2
sp(2n, C) n>3
so(2n,C) n>4

4 klassische Serien

oder einer der 5 exzeptionellen Lie-Algebren

eg, €7,€8,f4 oder go.

Bemerkung 1.1.12.

(i)

Die Werte von n im Satz 1.1.11 werden durch die folgenden Ausnahme—
Isomorphismen erkldrt, die wir nicht beweisen werden:

so(3,C) = sp(2,C) =sl(2,C)

sp(4,C) = so(5,C)

so(2,C) = C ist abelsch, also nicht einfach
so(4,C) = sl(2,C) xsl(2,C)

so(6,C) = sl(4,C)

b}



(11) Lie-Algebren treten in vielen physikalischen Theorien auf. Hier sind ei-
nige Beispiele: Im Standardmodell der Elementarteilchenphysik spielt
die komplexe Lie-Algebra sl(2,C) & sl(3,C) & C eine wichtige Rolle.
In Versuchen der vereinheitlichten Beschreibung der fundamentalen
Wechselwirkungen wurde die Lie-Algebra sl(5,C) benutzt. Im hetero-
tischen String in 4 Dimensionen spielt die Lie-Algebra eg @ eg eine
wichtige Rolle, in 10 Dimensionen es & eg und so(32,C).

Beispiel 1.1.13.
Wir wollen die Dimension von sp(2n, k) berechnen. Sei F' eine quadratische
Matrix, die eine Bilinearform auf k™ beschreibt durch

fla,y) =a'Fy.

Dann ist eine quadratische Matriz M € gl(n,k) genau dann in so(k™, f),
wenn gilt
" Mx)Fy=—2'FMy ¥V x,y € k",

also wenn gilt M'F = —F M.
Im Falle sp(2n, k) hat man

Man erhdlt dann explizit
tA tC 0 -1, Y A Ve A B
‘B 'D I, 0 - I, O C D
tc —tA B C D
tD —'B a —-A -B

woraus folgt C ='C,B ='B und —'A = D. Also sind die Untermatrizen B
und C' symmetrisch, A ist beliebig, legt aber D eindeutig fest. Damit hat man

dim; sp(2n,k) =n(n+1) +n® =2n* +n.

1.2 Hintergrund: Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Nurin diesem Abschnitt dieser Vorlesung wird eine gewisse Vertrautheit mit
dem Begriff einer Mannigfaltigkeit vorausgesetzt.

Definition 1.2.1.



(i) Eine Mannigfaltigkeit M ist ein Hausdor[fscher topologischer Raum mit

einer abzihlbaren Basis fir die Topologie. Er muss eine Uberdeckung
durch offene Mengen besitzen

M:Um

acl

mat injektiven Homeomorphismen
Yo :Uy— Vo CR"”
fiir festes n € N. n heifst Dimension von M. Die Abbildungen

030 0"t a(UaNUs) — pp(Us N Ug)

seien stetige Abbildungen von Untermengen des R™ mit stetigen Inver-
sen. Die so erhaltene Struktur ist die einer topologischen Manigfaltig-
keit. Fordert man mehr fir diese Abbildungen, so erhdlt man spezieller
Klassen von Mannigfaltigkeiten: sind sie p-fach differenzierbar, so liegt
eine CP-Mannigfaltigkeit vor; sind sie unendlich oft differenzierbar, ei-
ne C'®- oder glatte Mannigfaltigkeit, sind sie analytisch, so liegt eine
analytische Mannigfaltigkeit vor.

(Un, ©a) heifit auch Karte, v, Kartenabbildung. Die Gesamtheit aller
Karten heifst ein Atlas fiir M.

(ii) Eine stetige Abbildung
f:M—N

zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M mit Atlas {(Ua, o)} und N mat
Atlas {(Ua, pa)} heifit n-fach differenzierbare / differenzierbare / ana-
lytische Abbildung wenn fiir alle o € I, € I die Abbildung

Faofops' :Va CR" =5 Va CR™
n-fach differenzierbar / differenzierbar / analytisch ist.

Definition 1.2.2.
FEine Lie-Gruppe ist eine C*-Mannigfaltigkeit G mit einer Gruppenstruktur,
derart, dass die Multiplikation
GxG — G
(z,y) — x-y



und die Inversenabbildung

C>-Abbildungen sind.

Beispiel 1.2.3.

(i)

(i)

(iii)

()

R™, allgemeiner jeder endlich-dimensionale reelle Vektorraum, ist eine
Lie-Gruppe beziiglich der Addition.

Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonale
ist eine Lie-Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation.

Offene Teilmengen des R™ tragen in natirlicher Weise die Struktur
einer C™-Mannigfaltigkeit. Mit dieser Struktur ist GL(n,R) Cc R™
eine Lie-Gruppe, ebenso GL(n,C) C R2",

Die Sphiren S™ = {x € R"" | ||z|| = 1} sind C°°~Mannigfaltigkeiten.
Koordinatensystem kann man zum Beispiel durch stereographische Pro-
jektion angeben. S = {+1,—1} und S* = {z € C | |z| = 1} sind auch
Lie-Gruppen. Allerdings gilt dies nicht fiir Sphdren beliebiger Dimensi-
on, etwa S%. Um S® zu einer Lie-Gruppe zu machen, benutzen wir den
Schiefkorper der Quaternionen. Dies ist die vier-dimensionale reelle
Algebra H mit Basis 1,1, ],k und Relationen

?=7?=k*=-1  ik=-1.
Wir definieren eine Konjugation

H - H
g=a+ib+jc+kd — g=a—ib—jc—kd

Sie ist ein Antiautomorphismus der Algebra H, qw = wq. Ausserdem
qilt q7 = qq = a®> + b* + ¢ + d?, so dass man einen Betrag durch

lall = vqq

definieren kann. Wir identifizieren jetzt die 3-Sphdre mit der Lie-
Gruppe der Einheitsquaternionen

S lye H||z| =1}.



Fiir die weiteren Uberlequngen betrachten wir den drei-dimensionalen
Unterraum der rein-imagindren Quaternionen:

Q={¢eH|j=—-¢}=Ri®Rj Rk =R>.

Auf ihm definieren wir ein reelles Skalarprodukt durch (q1,q2) =
Pi(q1G2), wobei Py die Projektion auf das Basiselement 1 ist. Beziiglich
dieses Skalarprodukts ist die Basis {i,j,k} orthonormal. Nun operieren
die Einheitsquaternionen S3 auf den rein imagindren Quaternionen Q

durch
$BxQ — Q
(u,q) — uqu™' = uqi.

In der Tat gilt:

UqU = uqu = —uqu

firu € S* g € Q. Da diese Operation das Skalarprodukt erhilt, be-
kommen wir einen Gruppenhomomorphismus

S? — 0(3).

Da S? zusammenhingend ist, liegt das Bild in SO(3). Man kann zei-
gen, dass das Bild gleich SO(3) ist, und dass der Kern der Abbildung
die Gruppe {+1,—1} ist. Daher ist S* als Lie-Gruppe eine zweifache
Uberlagerung der Drehgruppe. Man nennt sie auch die Spingruppe.

(v) Auch GL(n, IH) ist eine Lie-Gruppe.
Man kann folgenden Satz zeigen:

Satz 1.2.4.
Sei G eine Lie-Gruppe. Bezeichne T,G den Tangentialraum von G im neu-
tralen Element e € G. So erhalten wir eine Bijektion

{C’ -Gruppenhomomorphzsmen} ~ T.G

p:R—=>G
0 = ¢(0)
Ein-Parameter- Untergruppe Geschwindigkeit zu t =0

Beispiel 1.2.5.
(i) Im Falle der Lie-Gruppe R™ ist alles ganz einfach

R — R» -
p:t — ot = Y

9



(i)

(iii)

(i)

Im Falle der Lie-Gruppe GL(n,R) liefert die Exponentialfunktion den
gesuchten Zusammenhang: die Fin-Parameter-Untergruppen sind

R — GL(n,R)

2 42
2!

Sie sind in Bijektion zu dem Geschwindigkeitsvektor, der nun die Ma-
triz A € Mat,(R) = T.GL(n,R) ist.

t — exp(tA)=1+tA+

+ ...

Im Falle von Sphdren hat man die folgende Situation. Fiir S* sind die
Ein-Parameter- Untergruppen

R — S
t — exp(iat) mita € R

In der Tat konnen wir den Tangentialraum im FEinselement identifi-

zieren mit den rein imagindren Zahlen, TiS' = iR, und die relevante
Abbildung schickt die obige Fin-Parameter-Untergruppe auf die Zahlia.

Im Falle S® sind die Ein-Parameter-Untergruppen

R — §°
t — exp(tq)

mit q rein imagindr, also ¢ = —q. In der Tat gilt dann:

I = exp(tq)exp(tq) = exp(tq) exp(tq)

= exp(tg)exp(—tq) =1,

| exp(tq)

also exp(tq) € S3.
Sei G nun eine beliebige Lie-Gruppe. Fir A € T.G bezeichne
YA - R—G

die Ein-Parameter-Untergruppe mit $4(0) = A. Diese Gruppe erlaubt
es uns, allgemein eine Exponentialabbildung zu definieren:

exp : .G — G

Dann kann man unter Benutzung der Kettenregel zeigen, dass @ia(s) =
wa(ts) gilt. Daraus folgt

exp(tA) = pia(l) = @al(t)

10



Definition 1.2.6.
Die Lie-Algebra LieG der Lie-Gruppe G ist der Vektorraum T,G mit der
Lie-Klammer

(4,8 = lim = {eald) " en() ealdhen(t) — e}

Dieser Ausdruck ist nur definiert in einer Karte, aber man kann dann zeigen,
dass er unabhdngig ist von der Wahl der Karte. In diesem Sinn ist also die
Lie-Klammer der “infinitesimaler Kommutator der Gruppenelemente”.

Beispiel 1.2.7.
Wir wollen dies noch konkret fir G = GL(n,R) ansehen und entwickeln
dafiir den folgenden Ausdruck bis zu Termen quadratisch in t:

exp(tA) exp(—tB) exp(tA) exp(tB)
= Hﬁ@A—B+A+m+%ﬂﬁ+B%HP+F

+2AB — 2A? —2AB — 2BA — 2B* + 2AB) + O(#%)
= 1+t*(AB—BA)+0O(t%).

1.3 Darstellungen von Lie-Algebren

Definition 1.3.1.
(i) Eine Darstellung einer Lie-Algebra g ist ein Paar (V,p) bestehend aus

einem Vektorraum V und einem Homomorphismus
p:g—glV)
von Lie-Algebren.

(i1) Ist p injektiv, so nennt man die Darstellung treu.

FEine dquivalente Definition des Begriffs der Darstellung ist die folgen-
de: Eine Darstellung einer Lie-Algebra g ist ein Vektorraum V mit
einer bilinearen Abbildung

gxV — V
(x,v) — av

so dass
r(yv) —y(wvv) = [r,ylv  Va,ycg, veV.

Der Zusammenhang zwischen beiden Definitionen folgt durch die Set-
2ung
p(x)v =zv.

11



Beispiel 1.3.2.

(1) Jeder Vektorraum V' trigt eine Darstellung von gl(V) x V. — V' durch
die offensichtliche Operation.

(i1) Jeder Vektorraum V' trigt eine Darstellung jeder Lie-Algebra durch die
triviale Operation xv = 0 fiir alle v € g und alle v € V.

(111) Der Grundkorper k selbst mit der trivialen Operation heifft auch die
triviale Darstellung von g.

Definition 1.3.3.

(i) Eine lineare Abbildung ¢ : V. — W zwischen zwei Darstellungen einer
Lie-Algebra g heifst Homomorphismus von Darstellungen (oder auch
Intertwiner), wenn gilt

o(zv) = zp(v) VoeV, zeg.

(11) Zwei Darstellungen heifsen isomorph, wenn es einen Homomorphismus
gibt, der ein Isomorphismus von Vektorrdiumen ist.

Beispiel 1.3.4.

Sei g eine Lie-Algebra iiber k. Fine Linearform X\ € g* ist eine Darstellung
von g genau dann, wenn A auf dem von allen Kommutatoren erzeugten Un-
tervektorraum |g, g| C g verschwindet. Wir haben also eine Bijektion

(6/lg,a]) © ein-dimensionale Darstellungen von g,
8/18-9 bis auf Isomorphismus

Die Elemente der linken Seite werden manchmal auch Charaktere auf g ge-
nannt.

Definition 1.3.5.

(i) Ein Untervektorraum U  einer Darstellung V wvon g heifit
Unterdarstellung genau dann, wenn xv € U fir alle € g und
vel.

Beispiel: Ist ¢ : V. — W ein Homomorphismus von Darstellungen, so
sind imp und ker ¢ Unterdarstellungen (Ubung).

(ii) Fine Darstellung V' einer Lie-Algebra g heifit einfach oder irreduzibel
genau dann, wenn ganz V' und der Nullvektor O die einzigen Unterdar-
stellungen von V' sind und V' selbst nicht Null ist.

12



(111) Ist U C'V eine Unterdarstellung einer Darstellung V', so gibt es genau
eine Darstellung von g auf V/U, so dass

can : V — V/U

ein Homomorphismus von Darstellungen wird. Man nennt V/U die
Quotientendarstellung.

(iv) Fir jede Lie-Algebra g definiert man die Abbildung

ad : g — Endg
r — ad, = [z,]

Ausgeschrieben heifst dies, dass ad,(y) = [x,y] gilt. Man sieht mit Hilfe
der Jacobi-Identitit, dass ad ein Homomorphismus von Lie-Algebren
18t:

ad: g — gl(g),

denn es gilt

(Cde © ady - ady © adw)(z) = [x[ya ZH - [yv [.CL’, Z“
[, 1y, 2]] + [y, [, 2]
= _[Zv [l’,y]] = ad[ﬂmy](z)
Man nennt die zugehdrige Darstellung die adjungierte Darstellung.

Man sieht leicht, dass die Ideale von g eindeutig den Unterdarstellungen
der adjungierten Darstellung entsprechen. Der Kern von ad st

ker ad ={z € gllz,y| =0 Vyeg}=2(g)
und heifst das Zentrum von g. Das Zentrum st ein Ideal von g.

Bemerkung 1.3.6.
(i) Fiihrt man eine k-Basis {t'}i—
Klammer

dimg VOn g ein, so fihrt die Lie-

-----

dim g

[t ] = it
k=1

auf einen Satz von Skalaren f,z] € k, genannt die Strukturkonstanten
von g. Sie hdangen natirlich von der Wahl der Basis von g ab.

13



(i1) Fihrt man auch fir den Vektorraum V', der eine Darstellung von g
trigt, eine Basis {b'}i—1._aimyv €in, so liefert die Darstellung eine Ab-

.....

bildung
R g — Matdimv(k’)
z — R(z)!
mil
' dim V' o
p(x)b' = Y R(z)it/
j=1
Offenbar gilt

R(z)R(y) — R(y)R(x) = R([z,y]),

wobet rechts das Produkt die Matrizenmultiplikation ist.

(111) Speziell fir die adjungierte Darstellung erhdlt man
Y =Y =) R,
k 2

also R(ti)i; = ,z] In der dlteren physikalischen Literatur heifst daher
die adjungierte Darstellung auch “Darstellung auf den Strukturkonstan-

”

ten”.

Die Fichbosonen einer Eichtheorie transformieren sich in der adjun-
gierten Darstellung.

1.4 Irreduzible endlich-dimensionale Darstellungen
von sl(2,C)

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes. Er ist ein zentrales
Hilfsmittel beim Studium von Lie-Algebren.

Satz 1.4.1.
Die Dimension liefert eine Bijektion

einfache endlich-dimensionale
dim : ¢ Darstellung von sl(2,C) ~ {1,2,3,...}.
bis auf Isomorphismus

l

Bemerkung 1.4.2.
SO(3) ist die Drehgruppe in 3—Dimensionen:

SO(3) = {R € End(R®)| (Rx, Ry) = (x,y) und det R =1} .

14



Die Komplexifizierung der Lie-Algebra von SO(3) ist gerade sl(2,C). In der
Physik heifit 3(dimV — 1) der Spin der irreduziblen Darstellung. Satz 1.4.1
rechtfertigt also insbesondere, warum man irreduzible Darstellungen durch
thren Spin klassifiziert.

Wir miissen Existenz und Eindeutigkeit der irreduziblen Darstellungen
zeigen und fangen mit der Existenz an. Sei k ein Korper und E;; € Mat,, (k)
die quadratische Matrix, deren Eintrage alle gleich 0 sind, aufler dem in der
1—ten Zeile und j—ten Spalte, der gleich 1 sein soll. Man rechnet leicht nach:

EijEn = 05 Ey (1)
|Eij, Eni] = 0ju B — 6By .
Lemma 1.4.3.

Die Abbildung

Eij — xiaj
ist eine Darstellung von gl(n, k) auf dem Polynomring k[X1,...,X,] in n
Variablen.
Beweis.

Fir p € k[z; ... x,] gilt nach der Produktregel
2;0;x,0,(p) = 0,,2:0/(p) + x;2,0;0,(p)
Daraus folgen genau die Kommutationsrelation (1):
[2:0;, X301 = 0520, — 0;x10; . O

Beweis. von Satz 1.4.1
Eine Basis fiir sl(2, C) bilden die drei Matrizen

0 1 1 0 0 0
=(00) =00 %) =(10)
fiir diese findet man die Lie-Klammern
[hae]:26 [haf]:_zf [67f]:h (2)
Nach Lemma 1.4.3 kénnen wir also die Lie-Algebra sl(2,C) auf dem
Polynomring k[z, y| folgendermafien darstellen:
ple) = 0,

p(f) = Yo
p(h) = x0, —y0,



Offensichtlich erhalten alle diese Abbildungen den Totalgrad, d.h. die
Summe der Grade in z und in y. Somit bildet der Unterraum V(m) =
klx,y]™ der Polynome vom Totalgrad m eine Unterdarstellung. Eine
Basis darin bilden die Polynome

v =y'2™" i=0,....,m
so dass dim V(m) =m+1 mit m = 0,1,2,.... Eine einfache Rechnung
zeigt A A A ‘
ev; = x&y(yzxm—z) — Z’yz—lxm—z+1 — Z"Ul;l
foi = (m—i)vin (3)

hv; = (m—2i)y;
mit der bequemen Konvention v_; = v,,11 = 0.
Daraus folgt aber, dass die Darstellung von sl(2,C) auf V' (m) einfach
ist: denn jede Unterdarstellung U muss einen Eigenvektor von h enthal-
ten, also ein v;, und damit nach den Relationen (3) alle v;. Damit folgt

U = V(m). Wir haben also fiir jede endliche Dimension eine irreduzible
Darstellung von sl(2, C) konstruiert.

Unser néchstes Ziel ist es nun zu zeigen, dass je zwei irreduzible Dar-
stellungen von sl(2, C) der gleichen endlichen Dimension isomorph sind.
Dazu brauchen wir drei Schritte:

(i) Sei p:sl(2,C) — gl(V) eine Darstellung von sl(2, C) und sei
Vi =ker(p(h) — )
der Eigenraum von p(h) zum Eigenwert u. Aus
hev = [h,eJv + ehv = (2 + plev fir veV,

folgt sofort
p(€)Vu C Viya Pf)Vi C Vi

(ii) Sei nun die Darstellung endlich-dimensional, dim V' < oco. Ist V #
0, so gibt es wenigstens einen Eigenwert A € C, den wir so wahlen
konnen, dass

V>\ 7& 0 und V>\+2 =0

Solch ein A heif3t ein héchstes Gewicht von V', wenn V' auch noch
irreduzibel ist.

Fiir jedes v € V), gilt:

ev=0 hv=M\v.
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Per Induktion folgt daraus
hf"v = (XA —2n)f v
denn man rechnet leicht nach:
hf'v = hf(f"" o) =[h 1" 0+ fR(f" )
= (24+X-2n—-1)f"v=(A—2n)f"v.
Ebenso zeigt man induktiv
effv=nA—n-+1)f""v
fir alle n € {0,1,...}. Es folgt, dass

U = spanc{v; = f'v}

eine Unterdarstellung von V' ist.

(iii) Ist V iiberdies eine einfache endlich-dimensionale Darstellung, so
gilt U = V. Die Menge aller v; # 0 ist als Menge von Eigenvek-
toren von h zu unterschiedlichen Eigenwerten linear unabhéngig.
Da V endlich-dimensional sein soll, gibt es d > 1 so dass f% = 0.
Wiéhle d minimal mit dieser Eigenschaft. Wir bekommen so eine
Basis {v, flv = vy, ... f¢ v} von V, was zeigt, dass dimV = d.
AuBerdem impliziert f%v = 0 auch

O=effv=dN—d+1)f" v,

mithin d = A + 1. Man zeigt schlieflich, dass die Darstellung zur
Unterdarstellung V() in k[z, y] isomorph ist.

1.5 Ideale, Quotienten, Radikal

Definition 1.5.1.
Sei A eine k—Algebra mit Verknipfung (z,y) — x - y. Fin Untervektorraum
I C A heifit Ideal von A genau dann, wenn gilt AI C I und IA C I.

Bemerkungen 1.5.2.

(i) Genauer heifst I ein beidseitiges Ideal. Gilt AI C I, so heifst I
Rechtsideal und gilt 1A C I, so heifst I Linksideal. Fir kommutati-
ve Algebren und fiir Lie-Algebren fallen die Begriffe zusammen.

(ii) Jedes Ideal ist auch eine Unteralgebra, mufS aber natirlich nicht unbe-
dingt die FEins von A enthalten, wenn es eine solche gibt.
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(i11) Die Unterrdume 0 und A sind immer Ideale von A.
(iv) Die Summe von Idealen ist wieder ein Ideal.
(v) Der Schnitt von Idealen ist ein Ideal.

(vi) Das von einer Teilmenge T erzeugte Ideal ist definiert als das klein-
ste Ideal, das T enthdlt. Es ist gleich dem Schnitt alle Ideale, die T
enthalten.

Lemma 1.5.3.

(i) Der Kern eines Algebrenhomomorphismus ist ein Ideal.

(11) Ist I C A ein Ideal, so gibt es auf dem Quotientenraum A/l genau eine
Algebrastruktur derart, dass die kanonische Surjektion

can : A— A/l

ein Homomorphismus von Algebren wird.

(i11) Ist ¢ : A — B ein Algebrenhomomorphismus und I C A ein Ideal mit
o(I) =0, so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus

p: A/l - B
mit o can = @
Beweis. Ubung

Lemma 1.5.4.
(i) Urbilder von Idealen sind Ideale.

(ii) Das Bild eines Ideales unter einem surjektiven Algebrenhomomorphis-
mus ist ein Ideal.

(111) Sei g eine Lie-Algebra und I, J Ideale. Dann sind
I+J={z+ylzelyecJ}

und I N J Ideale.
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(iv) Fiir zwei Unterrdume U,V einer Lie-Algebra bezeichne
U, V]Cg

den Untervektorraum, der von allen Kommutatoren [x,y] mit x € U
und y € V aufgespannt wird. Sind I, J Ideale in einer Lie-Algebra g,
so ist auch [I,J] ein Ideal. Achtung: Nicht alle Elemente von [U,V]
lassen sich als Kommutator eines Elementes aus U mit einem Element
aus V' schreiben.

Offenbar ist [I,J] C I N J. Im allgemeinen gilt aber keine Gleichheit:
sei zum Beispiel I = J = g # 0 abelsch, dann ist I N J = g, aber
[1,J] = 0.

(v) Es gelten die tiblichen Isomorphiesitze. Seien I,J Ideale von g und
I C J. Dann ist I ein Ideal von J und es gilt

g/J = (g/1)/(J/1).

Ferner gilt
I/InJ)y={I+J)/J.

(vi) Insbesondere ist [g,g] ein Ideal von g. Die Lie-Algebra [g,g] heifst die
derivierte Lie-Algebra von g.

(vii) Dies kann man in zweierlei Weise induktiv fortsetzen und erhdlt zwei
Ketten von Idealen von g:
die abgeleitete Reihe

(0)

g9 =g, gW=Jg0, g"=1[g" g"

und die absteigende Zentralreihe

0 i+1 __

=9, ¢ =[g,9, o =[50

Definition 1.5.5.
Sei g eine Lie-Algebra.

(i) Eine Lie-Algebra g heifst auflosbar, , wenn die abgeleitete Reihe fiir
hinreichend grofse Werte von i Null wird, g® = 0 fir i>> 0.

(i1) Eine Lie-Algebra g heifst nilpotent, , wenn die absteigende Zentralreihe
fiir hinreichend grofle Werte von i Null wird, g* = 0 fiir i > 0.

Folgerungen 1.5.6.
19



(i) Da offenbar g0 C g gilt, sind nilpotente Lie-Algebren insbesondere
auf lésbar. Die Umkehrung gilt nicht.

(i) Die oberen Dreiecksmatrizen bilden eine auflosbare Lie-Algebra. Die
echten oberen Dreiecksmatrizen bilden eine nilpotente Lie-Algebra.

(i1i) Jeder Quotient und jede Subalgebra einer nilpotenten Lie-Algebra sind
nilpotent.

(iv) Sei g — g — ¢ eine exakte Sequenz von Lie-Algebren. Dann ist g
genau dann auflosbar, wenn g’ und g" auflosbar sind. Man beachte,
dass diese Aussage tber Auflosbarkeit stirker ist als die in (iii) tiber

Nilpotenz. Betrachte zum Beispiel die zwei-dimensionale komplexe Lie-
Algebra
g = spang(X,Y)

mit einzigem nicht-trivialen Kommutator [ X,Y] = X. Diese Lie-
Algebra ist offensichtlich aufldsbar, aber nicht nilpotent. Betrachte die
beiden Unteralgebren g1 = spang(X) und go = spang(Y'), die als abel-
sche Lie-Algebren natirlich nilpotent sind. Es existiert dann die kurze
exakte Sequenz

0—=g—>9g—>g2—0

mit offensichtlichen Abbildungen, aus der man aber nicht schliessen
kann, dass g nilpotent sei.

(v) Sei g eine Lie-Algebra. Dann ist g genau dann auflosbar, wenn es eine
Folge von Idealen gubt

g2L25LD...01,=0

Y

so dass 1;11 Ideal in I; ist und 1;_1/1; abelsch ist fir alle i.

(vi) Seien I,J auflisbare Ideale einer Lie-Algebra g. Dann ist auch I+ J C
g ein auflosbares Ideal von g. Betrachte dazu die kurze exakte Sequenz

Jes T+ J = (I+J))J.

Denn wegen (I + J)/J = I/INJ ist (I +J)/J als Quotient von I
auf losbar, und somait ist auch auch I + J auflosbar.

Folgerungen 1.5.7.

(1) Istdimg < 0o, so gibt es in g ein grifites auflosbares Ideal, das Radikal
rad g von g. Es ist die Summe aller auflosbaren Ideale von g, die nach
Folgerung 1.5.6 (vi) selbst auf lGsbar ist.
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(11) Man nennt eine Lie-Algebra g halbeinfach , wenn ihr Radikal trivial ist,
rad g = 0. Wir werden sehen, dass einfache Lie-Algebren insbesondere
auch halbeinfach sind. Wir werden ferner sehen, dass halbeinfache Lie-
Algebren die direkte Summe ihrer einfachen Ideale sind.

(i1i) Offensichtlich gilt fir eine aufldsbare Lie-Algebra g die Gleichung
g/rad g = 0. Ist g nicht auflosbar, so ist g/rad g # 0 halbeinfach.
Dies sieht man so: sei I C g/rad g ein aufldsbares nicht-triviales Ide-
al. Betrachte die beiden exakten Sequenzen

0 — radg — g 7 g/radg — 0
I 1 T

0 = radg —» ') 7 I — 0.
Dann ist nach Folgerung 1.5.6 (iv) 7=Y(I) auflésbar, aber gleichzeitig
7 Y(I) D rad g echt enthalten, was ein Widerspruch zur Mazimalitit
des Radikals ist.

(111) Ferner gilt fir komplexe Lie-Algebren der Satz von Levi : die exakte
Sequenz
0—>radg—g—g/radg—0

spaltet, d.h. g schreibt sich als semi-direkte Summe der halbeinfachen
Lie-Algebra s := g/rad g und der auflosbaren Lie-Algebra rad g. Semi-
direkt heifit die Summe, weil [s,r] € rad g fir alle s € s und r € rad g.

(iv) Das Problem der Klassifikation aller Lie-Algebren kann somit in drei
Teile zerlegt werden:
a) die Klassifikation der einfachen Lie-Algebren, die ein Hauptziel die-
ser Vorlesung ist.
b) die Klassifikation aller auflosbaren Lie-Algebren, die in dieser Form
unmdoglich ist. Wir werden aber in Kapitel 2.1. eine gute Charakteri-
sierung auf losbarer Lie-Algebren herleiten.
c¢) die Klassifikation von Darstellungen halbeinfacher Lie-Algebren als
Derivationen von auflisbaren Lie-Algebren. Dieses Problem scheint
aussichtslos zu sein.

1.6 Die Sitze von Engel und von Lie

Satz 1.6.1.

Sei V' ein von Null verschiedener Vektorraum tber einem Korper k. Sei g C
gl(V') eine Unteralgebra, die aus nilpotenten Endomorphismen von V besteht.
Dann gibt es einen von Null verschiedenen Vektor v € V', der von allen
Elementen in g annihiliert wird, gv = 0.
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Beweis.

e Wir iiberlegen uns zunéchst: Ist € gl(V') nilpotent, so ist

ad, € End (gl(V))
nilpotent. Denn es gilt fiir alle y € gl(V)

=30 (1) et

Daher folgt aus 2" = 0 die Gleichung (ad,)*" = 0.

Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber dimg. Im Falle
dimg = 1, g = (v), haben wir nur einen nilpotenten Endomor-
phismus v von V' zu betrachten. Der Satz folgt dann aus dem Satz
iiber die Jordansche Normalform.

Sei also dim g > 2. Wir wihlen eine maximale echte Unteralgebra
h von g. Durch Einschriankung der adjungierten Darstellung von
g auf b erhalten wir mit

adj, : h — End(g)

eine Darstellung von h auf g, die natiirlich h selbst als Unterdar-
stellung hat. Wir gehen zur Quotientendarstellung

ad : h — End (g/h)

iiber: auch hier wirkt b durch nilpotente Endomorphismen auf g/b.
Daher kénnen wir die Induktionsannahme anwenden und finden
einen Vektor [ # 0 in g/h mit ad(h)] = 0. Anders gesagt, es gibt
einen Vektor [ € g\ b fiir den [h, ] C b gilt.

Wir betrachten nun die Subalgebra

goOoh+klDH.

Da h eine maximale Unteralgebra sein sollte, muss h + kl = g
gelten. Wir wenden nun ein weiteres Mal die Induktionsannahme
an und sehen, dass

W ={veV|hv=0}

nicht Null sein kann. Dariiber hinaus impliziert die Inklusion
[h,1] C b, dass IW C W gilt.

Da | € g ein nilpotenter Endomorphismus sein soll, gibt es we-
nigstens ein nicht-verschwindendes v € W, das von [ annihiliert
wird, v = 0. Aus h + kl = g folgt somit gv = 0. OJ
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Korollar 1.6.2.
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und g C gl(V') eine Unteralge-
bra aus nilpotenten Endomorphismen. So gilt:

(1) Es gibt eine Kette von Unterrdumen
0=1WCViClKhc  -CV,=V
mit dimV; =1 und gV; CV,_1 firi=1...n.
(i1) g ist nilpotent.

Beweis.

(i) Wir fithren den Beweis gleich allgemeiner fiir jede Darstellung

p:g—gl(V)

einer Lie-Algebra g durch nilpotente Endomorphismen eines Vek-
torraums V.

Mit Hilfe von 1.6.1 finden wir einen Vektor v € V', der von allen
Elementen in p(g) annihiliert wird, p(g)v = 0. Wir setzen V; = kv
und betrachten den Quotienten

Vi =V/V.
Per Induktion finden wir dort eine Kette
o=VycV/c---cV’

von Unterrdumen mit der gewiinschten Eigenschaft. Dann leisten
die Raume V; = can™'(V/ ;) das Gewiinschte.

(ii) Aus (i) folgt, dass V eine Basis hat, in der g durch echte obere
Dreiecksmatrizen dargestellt ist. Daraus folgt aber sofort, dass g
nilpotent ist. O

Definition 1.6.3.
Ein Element x einer Lie-Algebra g heifit ad-nilpotent, wenn ad, nilpotent ist
als Endomorphismus von g.

Korollar 1.6.4 (Satz von Engel).
Fiir eine endlich-dimensionale Lie-Algebra sind dquivalent:

(i) g ist nilpotent
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(i1) Jedes Element x € g ist ad-nilpotent.

Beweis.

(i)=(ii) folgt aus der Tatsache, dass ad, : g — g*! fiir die Ideale der
Zentralreihe gilt, woraus folgt, dass ad, nilpotent ist, da die Zen-
tralreihe Null erreicht.

(ii)=(i) Aus Korollar 1.6.2 folgt sofort, dass die Lie-Algebra ad(g) C
End(g) eine nilpotente Lie-Algebra ist. Wegen der exakten Se-
quenz

Z(g) = g — ad(g)

folgt aus (ad g)* = 0 die Inklusion g C Z(g). Dann ist aber
gt =0, 0

Bemerkung 1.6.5.

Aus dem Satz von Engel folgt nicht, dass eine Lie-Algebra g C gl(V') genau
dann nilpotent ist, wenn jedes x € g nilpotent als Endomorphismus von V' ist.
Sei namlich x ein halbeinfacher Endomorphismus von V und g die x erzeugte
ein-dimensionale Lie-Algebra. Diese ist als abelsche Lie-Algebra nilpotent,
aber x ist halbeinfacher Endomorphismus. Es gilt dann immer noch ad, = 0,
da g abelsch ist, also sind alle Elemente von g zwar ad-nilpotent, aber nicht
alle nilpotent.

Satz 1.6.6 (Satz von Lie).

Sei V' ein von Null verschiedener endlich-dimensionaler komplexer Vektor-
raum und g C gl(V') eine auflosbare Unteralgebra. So gibt es einen simulta-
nen Figenvektor v fiir alle Endomorphismen aus g.

Beweis: iibergangen.

Korollar 1.6.7.
Jede einfache endlich-dimensionale Darstellung einer komplexen auf losbaren
Lie-Algebra ist ein-dimensional.

Korollar 1.6.8.
Sei V' eine endlich-dimensionale Darstellung einer komplexen auflosbaren
Lie-Algebra g. So gibt es eine Folge von Unterdarstellungen

Voweviclhhe---CV,=V

mit dim V; = 1.

Der Beweis hierfir lduft analog wie in 1.6.2. Man kann das Resultat auch
so ausdriicken: es gibt eine Basis von V', in der g durch obere Dreiecksma-
trizen operiert.

24



Korollar 1.6.9.

Ist g endlich-dimensionale, auflisbare, komplexe Lie-Algebra, so ist [g,g]
nilpotent. Umgekehrt sind Lie-Algebren, deren derivierte Unteralgebra [g, g
nilpotent ist, auflosbar.

Beweis.
ad g besteht nach Satz 1.6.8 aus oberen Dreiecksmatrizen auf g,
[ad g,ad g] = ad ([g,g]) daher aus echten oberen Dreiecksmatrizen

und ist daher nilpotent. Daraus folgt
(ad g)' =0 fiir 7 grof§ genug .
Daher liegt g' C Z(g) und somit ist
gt =1g.g]=0.

Sei umgekehrt die derivierte Lie-Algebra b := [g, g] nilpotent. Es gilt
stets g@*t C b?; deswegen folgt aus der Nilpotenz von b die Auflosbar-
keit von g.

2 Komplexe halbeinfache Lie-Algebren

2.1 Das Auflosbarkeitskriterium von Cartan
Wir erinnern zunéchst an ein Resultat aus der linearen Algebra:

Lemma 2.1.1 (Jordan-Zerlegung).
Sei V' ein endlich-dimensionaler komplezer Vektorraum, x € End(V'). Dann
gibt es genau eine Zerlequng

T =25+ Ty,

wobei x4 ein diagonalisierbarer und x,, ein nilpotenter Endomorphismus ist
und beide vertauschen, x,x, = T,Ts.

Bemerkung 2.1.2.

(i) xs steht fir halbeinfach. Ein Endomorphismus ¢ eines k—Vektorraumes
V' heifit allgemeiner halbeinfach genau dann, wenn er iber einem alge-
braischen Abschluss k von k diagonalisierbar ist, d.h. wenn

¢: ke V = k& V
ARv = AR p(v)

diagonalisierbar ist.
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(i1) Man definiert xs dadurch, dass der Hauptraum von x zum Eigenwert A

Hau (x,\) = U ker(x — \)"

n>0
der Eigenraum von xs zum Figenwert \ ist.

(iii) In einer Basis von V hat f die Form

(iv) Gegeben ein kommutierendes Diagramm

v Low
¥ A
v Low,

so kommutieren auch die beiden Diagramme, in denen die Endomor-
phismen x und y durch ihren halbeinfachen bzw. nilpotenten Teil ersetzt

werden:
v o Low
\Lxs,n \Lys,n
—
v f W,

Denn f erhdlt die Hauptrdaume:

f(Hau (z,\)) C Hau(y, ).

(v) Es wird spiter sehr wichtig sein, dass der halbeinfache und der nilpo-
tente Teil eines Endomorphismus sich sehr einfach durch den FEndo-
morphismus ausdriicken lassen: Es gibt Polynome P, Q) € k[X] mit

und



(vi)

(vii)

Betrachte hierzu das charakteristische Polynom
Xo(t) = det(tid — z) = T (t — a;)™

des Endomorphismus x und wende den chinesischen Restsatz im Poly-
nomring k[t] an, um eine Losung von der Gleichungen

P(t) = a; mod (t — a;)™
P(t) = Omodt

zu finden. Setze dann
Q(t) =t —P(t).

Dann gilt

P(x)\Hau(x,A) =A id|HaU(z,A) )
woraus sofort folgt, dass x5 = P(z) halbeinfach ist. Auferdem folgt

Q(z) (Hau (x,))) C Hau(z, \)
Ferner gilt auf jedem Hauptraum

r— P(x)=2—a; mod (x—a;)"
mit m dem Maximum der m;, also
(z—P(x))" = (zr—a;)" =0 mod (z — a;)™,
also ist x, = x — P(x) nilpotent.
FEine weitere wichtige Relation betrifft die Zentralisatoren der Endo-
morphismen in End(V):
Z Bndvy (z) = Z Bndwv (z5) N Z Bndvy (zn) -

Aus © = x5 + x, folgt natirlich sofort die Inklusion Z(xs) N Z(x,) C
Z(x). Umgekehrt folgt, da xs = P(x) mit einem Polynom P ohne kon-
stantes Glied, Z(x5) 2 Z(x) und gleichermaflen Z(x,) 2 Z(x), woraus
die behauptete Gleichheit folgt.

Schlief$lich werden wir noch die folgende Betrachtung brauchen: seien
A C B C V Unterrdume mit x(B) C A, so gilt auch z4(B) C A und
z,(B) C A.

Denn offenbar gilt (x)'(B) C A fiir alle i > 1. Da P und Q keinen
konstanten Term haben, folgt die Behauptung. O
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Lemma 2.1.3.
Ist x = x4 + x,, die Jordan-Zerlegung eines Endomorphismus x € EndV, so
151
ad, = ad,, + ad,,,
die Jordan-Zerlequng von ad, € End(gl(V)):
(ady)s = ad,, und (ad;), = ady, .

Beweis.
Aus der Jacobi-Identitét folgt

[ad$s7 ad$n] = ad[x57xn] = 0

so dass die beiden Endomorphismen vertauschen. Im Beweis von Satz
1.6.1 sahen wir, dass ad,, nilpotent ist. Zu zeigen ist also nur noch,
dass ad,, diagonalisierbar ist. Dazu sei v; eine Eigenbasis von x:

TV = )\z (%
mit A\; € k. Die Basis
v; @U; 1 v v (V)
von End(gl(V)) ist dann Eigenbasis von ad,, denn fiir alle vy gilt
ad,, (v; ® v )y,
= x50 (v; QU] )vg — (v, @V]) 0 TV,
= 5ikl’5(7jj) — )\k(Uj & U;;k)vk
= dir(Aj — M)y,
= (A — M) (v; ® ] )k

Also ist
ad, (v; @) = (A — i) (v; ® 7).
|

Wir beweisen noch ein etwas technisches Lemma, das uns erlaubt, nilpo-
tente Endomorphismen zu identifizieren:

Lemma 2.1.4.
Sei V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum. Seien A C B C
End (V) Teilrdume und sei x € End (V') gegeben mit

[z,B] C A
Gilt tr(zz) = 0 fiir alle z € End(V') mit [z, B] C A, so ist x nilpotent.
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Beweis.
Sei x = z; + z, die Jordan-Zerlegung von z. Dann ist nach Lemma
2.1.3
ad, = ad,, + ad,,,

die Jordan-Zerlegung von ad,. Nach Bemerkung 2.1.2 (vii) folgt aus
ad,(B) C A auch

ad,,(B) C A ad,, (B) C A.

Daher liegen alle Eigenrdume von ad,_ zu Eigenwerten ungleich Null in

A.

Wihle nun in V eine Basis aus Eigenvektoren von z,. Definiere einen
halbeinfachen Endomorphismus z € End(V') durch die Bedingung, dass
seine Matrix in dieser Basis komplex konjugiert zur Matrix von x, ist.
Dann gilt auch

[z, B] C A,

denn in der Eigenbasis {v; ® v}} mit Eigenwerten \; — \; gilt
ad.(v; ® vf) = (A — X)v; @0},
also fiir die Eigenrdume:

Eig(ad., \) = Eig(ad,,, \) .

Aus tr x,z = 0 folgt aber sofort x, = 0. O

Wir konnen jetzt das Auflosbarkeitskriterium von Cartan beweisen:

Satz 2.1.5 (Cartansches Auflosbarkeitskriterium).
Sei V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und g C gl(V') eine
Unteralgebra. Dann sind dquivalent

(i) tray =0  Vaclgg, yco
(i1) g ist auflosbar.

Beweis.

(il)=(i) folgt aus Korollar 1.6.9, wonach die derivierte Subalgebra g, g]
einer auflosbaren Lie-Algebra nilpotent ist und somit aus echten
oberen Dreiecksmatrizen besteht.
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(i)=(ii) Da g genau dann auflosbar ist, wenn die derivierte Algebra nilpo-
tent ist, reicht es zu zeigen, dass [g, g] nilpotent ist. Nach Korollar
1.6.2 sollen wir also zeigen, dass alle Elemente x € [g, g] nilpotente
Endomorphismen von V' sind. Dies folgt aus Lemma 2.1.6, wenn
wir zeigen:

tr (zz) =0 VzeEnd (V) mit [z,9] Clgg].

Dafiir schreiben wir x = > "[¢;, d;] und rechnen

tr (zz) = Z tr ([c;, d;]z) = Z tr (c;[d;, 2]) =0,

wobei wir im letzten Schritt (i) benutzt haben. O

Definition 2.1.6.
(i) Sei g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iber einem Korper k. Die
Bilinearform

K=Ky @ gxXg—k
(z,y) — tr (ad, o ady)
heif$t die Killingform von g.

(ii) Eine Bilinearform
b: gxg—k

auf einer Lie-Algebra heifit invariant genau dann, wenn gilt
b([z,y], 2) = bz, [y, 2])
Die Killingform ist offenbar symmetrisch und invariant.

Satz 2.1.7. Sei g eine endlich-dimensionale komplexe Lie-Algebra. Ver-
schwindet die Killingform, so ist g auflosbar.

Beweis. Nach dem Cartanschen Auflosbarkeitskriterium 2.1.5 ist ad(g)
auflosbar. Aus der kurzen exakten Sequenz

0— Z(g) —g—ad(g) —0

folgt, dass auch g als Erweiterung zweier auflosbarer Lie-Algebren
auflosbar ist. O
Zur Umkehrung dieses Satzes werden wir spéter kommen.
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2.2 Halbeinfache Lie-Algebren

Lemma 2.2.1.
FEine Lie-Algebra g ist genau dann halbeinfach, wenn sie kein von Null ver-
schiedenes abelsches Ideal besitzt.

Beweis.
Nach Definition war g halbeinfach, wenn rad g = 0, also g kein auflosba-
res Ideal besitzt. Hat g ein abelsches Ideal, so ist dieses auflosbar. Also
kann g nicht halbeinfach sein.

Habe umgekehrt g kein abelsches Ideal. Wire rad g # (0), so séhe seine
abgeleitete Reihe so aus

radg=h2H" 2.2 D0

und h*®) wire ein abelsches Ideal in g. [

Dies motiviert die folgende Begriffsbildung:

Definition 2.2.2. FEine Lie-Algebra g heifit reduktiv, wenn sie endliche Di-
mension hat und jedes auflosbare Ideal zentral ist:

I Cg auflosbares Ideal = [g,1]=0.

e Halbeinfache Lie-Algebren sind insbesondere reduktiv.

e FEine von Null verschiedene abelsche Lie-Algebra ist reduktiv, aber nicht
halbeinfach.

Beispiele fiir reduktive und halbeinfache Lie-Algebren wird uns der fol-
gende Satz liefern:

Satz 2.2.3.

(i) Besitzt die komplexe Lie-Algebra g eine treue einfache endlich-
dimensionale Darstellung V', so ist g reduktiv und das Zentrum von
g ist hdochstens ein-dimensional.

(ii) Operiert aufferdem g auf V' durch Endomorphismen der Spur Null, so
ist g halbeinfach.

Beweis.
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e Sei [ auflosbares Ideal von g. Nach dem Satz von Lie 1.6.6 gibt
es einen nicht-verschwindenden Vektor v € V., der gemeinsamer
Eigenvektor fiir die Elemente von [ ist:

Xv=AX)v
fiir alle X € I mit einer Linearform \ € I*.
e Wir definieren nun eine aufsteigende Folge
V; =spang(Y; ... Yo mit Y; € g)

von Teilraumen von V.

Da V endlich-dimensional ist, muss diese Folge irgendwann einmal
stationdr werden. Die entsprechenden Folgenglieder wéren dann
eine Unterdarstellung von V| aber V' soll auch einfach sein. Also
gilt V; =V fiir 7 grof genug.

Durch Induktion nach ¢ zeigen wir nun: fiir w € V; und X € I gilt

Xw e MNX)w+ V4
Denn es gilt:
XYw = [X,Y]w+Y Xw € A\([X,Y)w+A(X)Yw+Y V.1 CAX)Yw+V,

fiir alle w € V;, wobei wir bei der Inklusion die Induktionsvor-
aussetzung angewandt haben. Wir schliessen daraus, dass es im
Darstellungsraum eine Basis gibt, in der alle X € I durch obe-

re Dreiecksmatrizen operieren, deren Diagonalelemente alle gleich
A(X) sind.

e Fir z € [g,]] ist tr p(z) = 0, da die Spur eines Kommutators
verschwindet. Daher ist

)‘|[9J] =0.

Wir koénnen jetzt unseren Induktionsbeweis im vorigen Schritt
verschérfen und behaupten

Xw=ANX)w.

Denn die Behauptung gilt fiir I = V[, dann rechnen wir mit Y € g
und w € V;

XYw=[X,Yw+YXw=AX, Y]+ MX)Y)w=ANX)Yw.
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e Bei einer einfachen Darstellung
p:g— EndcV

auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' liegt also p(I) in
den Diagonalmatrizen fiir jedes auflosbare Ideal I. Da die Darstel-
lung p treu sein soll, folgt dim I < 1, und ausserdem [I, g] = 0, so
dass g reduktiv ist. Gilt iberdies tryp(l) = 0, so ist sogar I = 0
und g halbeinfach. O

Korollar 2.2.4.

e gl(n,C) ist reduktiv. Die skalaren Vielfachen der Identitit bilden das
(ein-dimensionale) Zentrum.

e sl(n, C) ist halbeinfach. Spiter werden wir sehen, dass diese Lie-Algebra
sogar einfach ist.

Lemma 2.2.5.
Ist g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra und I C g ein Ideal, so ist die
Killingform der Lie-Algebra I genau die Einschrdinkung auf I der Killingform
von g:

K1 = Kql1-

Beweis.
Sind I C g irgendein Vektorrdum mit Untervektorraum und ist a : g —
g eine lineare Abbildung mit a(g) C I, so gilt

tra=tra.

Setze nun a = ad, o ad, fiir z,y € I. O

Satz 2.2.6.
Fiir eine endlich-dimensionale Lie-Algebra sind dquivalent

(i) g ist halbeinfach
(i1) g ist isomorph zu einem Produkt von einfachen Lie-Algebren
(111) g ist die direkte Summe seiner einfachen Ideale.

(iv) Die Killingform von g ist nicht entartet.
Beweis.
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()= (iv)

(i)= (iii)

Fiir eine komplexe, endlich-dimensionale Lie-Algebra g definieren
wir das Radikal der Killingform als

rad, = {z € g | k(z,y) =0 Vyeg}

Da k invariant ist, ist rad x ein Ideal: ist € rad x und y, z € g,
SO ist

K([$,y], Z) = '%(xv [yv Z]) =0.
Wegen Lemma 2.2.5 ist die Killingform von rad, Null, nach
dem Cartanschen Auflosbarkeitskriterium 2.1.5 ist daher rad,
auflosbar. Ist die Lie-Algebra g halbeinfach, so hat sie keine
auflosbaren Ideale, also folgt rad, = 0 und & ist nicht entartet.

Ist g nicht halbeinfach, so gibt es ein abelsches Ideal I # 0. Dann
gilt firzxeg,yel
(ad, o ad,)® =0,

d.h. ad, o ad, ist nilpotent. Es folgt
k(x,y) =tr (ad, oad,) =0
und somit
I C rad,,
d.h. k ist entartet.

Sei I C g ein Ideal. Da die Killingform invariant ist, ist auch

I-={yeglnlyI) =0}

ein Ideal. Wegen
RinrLt = 0

ist das Ideal NI+ auflsbar. Da g halbeinfach ist, folgt NI+ =0
und nach Lemma 1.5.4 (iv) erst recht

(1, 1] =0.

Eine Dimensionsbetrachtung mit der nach (iv) nicht-entarteten
Killingform zeigt, dass

g=II".

Jedes Ideal von I oder I+ ist daher Ideal von g, also sind auch
I und I+ halbeinfach. Wir kénnen daher das Argument iterieren
und finden eine Zerlegung

9=D1
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von g als Summe iiber einfache Ideale. (Dies ist eine direkte Sum-
me von Lie-Algebren, nicht nur von Vektorrdumen!)

Bemerkung: Ist [ ein weiteres einfaches Ideal von g, so ist

1=I.g] =PI 1]

und [/, ],] entweder gleich [, oder Null. Also tritt jedes einfache
Ideal von g in der Zerlegung auf, I = I; fiir ein 7.
(iii) = (ii) = (i) als Ubung. O

Bemerkungen 2.2.7.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Fine Lie-Algebra g ist reduktiv genau dann, wenn sie direkte Summe
einer abelschen und einer halbeinfachen Lie-Algebra ist.

Diese Zerlequng ist eindeutig.

g=1[g,0l®Z(g)
mit Z(g) dem Zentrum von g.

Insbesondere gilt fir jede halbeinfache Lie-Algebra g = |g,g]. Lie-
Algebren mit dieser Figenschaft werden auch perfekt genannt. Fin Bei-
spiel fiir eine perfekte Lie-Algebra, die nicht halbeinfach ist, und auch
nicht reduktiv, ist die Poincaré-Algebra der Translationen und Rotatio-
nen eines (pseudo-)euklidischen Vektorraums.

Das Radikal der Killingform v = radry ist nach Satz 2.2.6 ein
auf ldsbares Ideal. Man kann zeigen, dass fir jede Lie-Algebra die Kil-
lingform des Quotienten g/v nicht-ausgeartet ist, der Quotient also eine
halbeinfache Lie-Algebra ist. Sei can die kanonische Surjektion von g
auf g/t; wegen v C rad g ist das Bild can(radg) ein auflosbares Ideal
der halbeinfachen Lie-Algebra v, also Null. Es folgt v = rad g. Insbeson-
dere ist g genau dann auflésbar, wenn g = rad g = t, also wenn kg = 0
qgilt.

Beweis. als Ubung.

2.3

Der Satz von Weyl

Fiir Darstellungen V,W einer Lie-Algebra g bezeichne Homgy(V, W) den
Raum aller Homomorphismen von Darstellungen. Wir setzen Endy(V) =

Homgy(V, V).
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Lemma 2.3.1 (Schursches Lemma).
Ist V' eine einfache Darstellung endlicher Dimension einer komplexen Lie-
Algebra g, so gilt

End,V = C idy

(Diese Aussage gilt sogar dann noch, wenn V' oder g abzdhlbare Dimension
haben.)

Beweis.
Sei p € End V. Da V nicht der Nullraum ist, hat ¢ mindestens einen
Eigenwert A\. Aus ¢ € EndyV folgt, dass der Eigenraum V), eine Unter-
darstellung ist:

YU =AU = PTV = TPV = ATV

fiir alle x € g. Da V einfach ist, gibt es keine echten Unterdarstellungen,
also gilt V' =V,, also ¢ = Aidy. O

Bemerkung 2.3.2.

Das Schursche Lemma kann allgemeiner formuliert werden: seien V., W Dar-
stellungen einer Lie-Algebra tiber einem Korper k, der nicht notwendigerwei-
se algebraisch abgeschlossen ist. Sei ¢ € Homg(V, W) ein Morphismus von
Darstellungen.

(i) Ist V einfach, so ist ¢ injektiv oder null. Denn ker ¢ ist Unterdarstel-
lung von V.

(11) Ist W einfach, so ist ¢ surjektiv oder null. Denn imyp ist Unterdarstel-
lung von W.

(111) Endy(V') ist Divisionsalgebra tiber k. Denn ¢ € Endy(V') ist entweder
Null oder Isomorphismus, also hat jedes von Null verschiedene Element
ein Inverses.

Definition 2.3.3.
Fine Darstellung V' heifit halbeinfach genau dann, wenn V direkte Summe
einfacher Unterdarstellungen ist

V= @Vi mit V; einfach .

iel

Bemerkung: Die null-dimensionale Darstellung V' = 0 ist halbeinfach als die
“leere Summe”.

Satz 2.3.4.
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(i) Ist V' halbeinfach, so besitzt jede Unterdarstellung U ein Komplement
W, d.h. es gibt eine Unterdarstellung W C V' mit

UeW=V
(i1) Quotienten und Unterdarstellungen einfacher Darstellungen sind halb-
einfach.
Beweis.

(i) Sei V direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen, also V' =
@ieIVi mit V; einfach. Fiir jede Untermenge J C [ setze V; =
B, Vi. Die Menge

M={JCI|V,NnU=0}
ist dann durch Inklusion induktiv geordnet. Nach dem Zornschen
Lemma besitzt M ein maximales Element J. Wir behaupten, dass
dann V =U ¢ Vj.
Denn wére U + V) ; V', so gébe es einen Index ¢ mit der Ei-

genschaft, dass V; & U 4 V. Da V; einfache Darstellung ist, gilt
Vin (U + V;) = 0. Dann ist aber auch

(Vi+V;)NU =0,

im Widerspruch zur Maximalitdt von J.

(ii) Aus (i) folgt, dass der Quotient V/U = V; nach einer Unterdar-
stellung halbeinfach ist, und damit ist wegen U = V/W auch die
Unterdarstellung U halbeinfach.

Beispiel 2.3.5.
(i) Die zwei-dimensionale Darstellung

C — gl(C?

0 1
1 - ( 0 0 )
der abelschen Lie-Algebra C ist nicht halbeinfach.

(ii) Allgemeiner sei g = k die ein-dimensionale abelsche Lie-Algebra tiber
den Korper k und V' ein k—Vektorraum. Die Darstellung

E— gl(V)
1 = a

i1st halbeinfach genau dann, wenn der Endomorphismus a halbeinfach
ist im Sinne von Bemerkung 2.1.2(i).
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Wir wollen nun den folgenden Satz zeigen:

Satz 2.3.6 (Satz von Weyl).
Jede endlich-dimensionale Darstellung einer komplexen, halbeinfachen Lie-
Algebra ist halbeinfach.

Dieser Satz reduziert das Studium der endlich-dimensionalen Darstellun-
gen komplexer halbeinfacher Lie-Algebren auf das Studium der einfachen
Darstellungen. Deren Klassifikation wird in Kapitel 4 skizziert werden.

Unser Beweis braucht einige Hilfsmittel. Wir werden nicht den ur-
spriinglichen Beweis von Weyl vorstellen, der die zugehorigen kompak-
ten Lie-Gruppen benutzt. Die Beweistechnik von Weyl, der sogenannte
Unitaritétstrick hat aber den Vorteil, folgendes fiir Physiker interessante Re-
sultat zu zeigen:

Satz 2.3.7.
Sei V' eine Darstellung einer komplexen, halbeinfachen Lie-Algebra auf einem
Hilbert Raum V' durch unitire Operatoren. Dann ist V' halbeinfach und die

Zerlegung
V=@V

orthogonal.

Definition 2.3.8.
(i) Fir eine Darstellung V' einer Lie-Algebra g setzen wir

Vi={veV |zv=0 Vuzeg}

Die Elemente von V? heiflen invariante Vektoren von V. Invariante
Vektoren werden in der physikalischen Literatur auch Singletts genannt.

(ii) Die Elemente des Quotientenraums
Vg = V/im(g)V

heiffen Koinvarianten von V beziiglich g. Der Quotientenraum der Ko-
invarianten ist natirlich eine g-Darstellung mat trivialer Wirkung.

Lemma 2.3.9.
Seien V. W Darstellungen einer Lie-Algebra g.

(i) Der Raum aller linearen Abbildunge Hom(V, W) wird eine Darstellung
durch die Vorschrift

zf(v)=xf(v) - flzv) VazeguveV [fe Home(V,W)
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(i1) Mit dieser Operation von g auf dem Homomorphismenraum gilt

Homy(V, W) = Homg(V,W)*?

Beweis.
(i) folgt durch Nachrechnen.

(ii) Beide Réume sind gleich dem Vektorraum

{f € Hom¢(V,W) | 2f(v) = f(av) Vzeg, veV}.

Bemerkung 2.3.10.

(i) Waihlt man speziell fir W die triviale Darstellung, W = C, so erhilt
man eine g-Darstellung auf dem Dualraum

V* = Home(V,C)

die kontragrediente Darstellung.

(11) Wihlt man speziell fir V die triviale Darstellung, V = C, so liefert die
offensichtliche Abbildung

W — Homc(C, W)
w = (A Aw)

einen Isomorphismus von Darstellungen.

(i1i) Sei X : g — k eine ein-dimensionale Darstellung. So ist die kontragre-
diente Darstellung gegeben durch —\.

(iv) Alle endlich-dimensionalen Darstellungen von sl(2,C) sind selbstdual,
d.h. isomorph zu threr kontragredienten Darstellung.

Sei nun g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra und
b:gxg—k

eine nicht-ausgeartete invariante Bilinearform. Fiir jede Darstellung V' von g
definieren wir eine lineare Selbstabbildung

Co=Cy : V-V
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wie folgt: withle eine Basis {z1,...x,} von g, sei {z!,...2"} die beziiglich
der Bilinearform b duale Basis,

b(mi,xj) = 5?,

und setze

Cy(v) = inxiv
i=1

Lemma 2.3.11.

(i) Die Abbildung Cy hdngt nicht von der Wahl der Basis von g ab.
Wenn die Lie-Algebra g halbeinfach ist und b = ry die Killingform ist,
so heifit C\, auch der (quadratische) Casimir-Operator.

(ii) Der Vektorraum-Endomorphismus Cy vertauscht mit der Wirkung von
g, in Formeln Cy, € Endy (V).

Beweis.
(i) durch Nachrechnen.

(ii) Rechnen wir in Koordinaten nach: fiir y € g entwickeln wir die
folgenden Lie-Klammern in den entsprechenden Basen:

[zi,y] = Zaijxj [y,xj] = Zbﬁxi.
j i
Aus der Invarianz der Bilinearform b folgt
ai; = b([zi, 9], 27) = b, [y, 27]) = bji.

Diese Identitdt benutzen wir im letzten Schritt der folgenden
Rechnung:

yCyv — Chyv = Z[y, xi]ztv + Z ziy, 2']v

% 7
= g —aijxjxlvjtg bijrix’v
0
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Problem 2.3.12.
Seien V und W zwei Darstellungen einer Lie-Algebra g. Durch die Vorschrift

z(v@w) = (xv) w + v (zw)

fir x € g wird, wie man leicht nachrechnet, das Tensorprodukt V @ W zu
einer g-Darstellung, der Tensorproduktdarstellung. Sei nun V' ein endlich-
dimensionaler Vektorraum. Auf der Lie-Algebra End(V') ist

(2, y, = tr (2y)
eine invariante nicht-entartete Bilinearform. Sei
Q€ End(V)® End(V) 2 End(V @ V)

der zugehorige Casimir-Operator. Man zeige, dass er als Endomorphismus
von V @V durch Vertauschung der Faktoren wirkt.

Lemma 2.3.13.

(1) Ist V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und g C gl(V') eine hal-
beinfache Unteralgebra, so ist

(z,y) = tryay
eine nicht ausgeartete invariante symmetrische Bilinearform b = by
auf g.

(i1) Fir den zugehérigen Endomorphismus gilt

tr Cy, =dimg.

Beweis.

(i) Die zyklische Invarianz der Spur impliziert, dass die Bilinearform
b symmetrisch und invariant ist. Daraus folgt, dass das Radikal
rad (by) ein Ideal ist. Nach den Auflésbarkeitskriterium von Car-
tan 2.1.5 ist dieses Ideal sogar auflosbar, also Null, da g halbein-
fach sein soll. Also ist die Bilinearform auch nicht ausgeartet.

(i) Die Spur von C} berechnen wir mit Hilfe einer Basis {z'} von g:

dimg

tr C = Z tr (z;2') = dimg.
i=1
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Lemma 2.3.14.
Sei (V, p) eine endlich-dimensionale Darstellung einer komplezen halbeinfa-
chen Lie-Algebra g. Dann gilt

V=ViggV.

Das heif$t, dass in diesem Fall wegen V/gV = V9 Invarianten und Koinva-
rianten identifiziert werden kénnen.

Beweis.
durch Induktion nach dim V. Der Induktionsanfang dimV = 1 wird
durch die Aussage geliefert, dass eine halbeinfache Lie-Algebra nur ei-
ne ein-dimensionale Darstellung besitzt, ndmlich die triviale Darstel-
lung: nach Beispiel 1.3.4 sind die ein-dimensionalen Darstellungen in
Bijektion zu (g/[g, g])*, wegen Bemerkung 2.2.7 ist aber dieser Raum
null-dimensional.

Zum Induktionsschritt: da im Falle V' = V¥ nichts mehr zu beweisen
ist, nehmen wir V' 2 V9 an. Das Bild p(g) von g unter der Darstel-
lungsabbildung

p:g—gl(V)
ist also eine nicht-triviale halbeinfache Unteralgebra von gl(V). Wir
betrachten daher die Bilinearform und die lineare Selbstabbildung C,
von V wie in Lemma 2.3.13:

Cbi V—-V.

Der Vektorraum V' zerfillt dann in die direkte Summe der Hauptriume
von Cj, die wegen [g,(Cy] = 0 Unterdarstellungen von V' sind. Wir
stehen nun vor der folgenden Alternative:

e (), hat mehr als einen Eigenwert. Dann aber lidsst sich V' als di-
rekte Summe von Unterdarstellungen schreiben, auf die wir die
Induktionsannahme anwenden kénnen.

e (), hat einen einzigen Eigenwert. Wegen 2.3.13 (ii) gilt

try C, = dimp(g) #0.

Also ist dieser Eigenwert ungleich Null, es gilt V = 3V, und
damit gilt erst recht V = gV'. 0J
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Wir konnen jetzt den Satz 2.3.6 von Weyl zeigen, ndmlich dass je-
de endlich-dimensionale Darstellung V' einer komplexen halbeinfachen Lie-
Algebra halbeinfach ist.

Beweis. Sei U € V Unterdarstellung. Die Restriktion liefert eine Surjektion
von Darstellungen

Hom(V,U) - Hom(U, U)

Wegen Lemma 2.3.14 gibt dies durch Einschrankung eine Surjektion
auf den invarianten Vektoren der beiden Darstellungen

Hom(V,U)? - Hom(U,U)*.

Die Tatsache, dass dies ein Surjektion ist, erlaubt es, ein Urbild f €
Hom(V, U)? der Identitét idy € Hom(U, U)® zu finden.

Damit gilt dann aber die folgende Zerlegung als direkte Summe von
Darstellungen: V' = U & ker f.

— Offenbar ist ker f eine Unterdarstellung von V.
— Unkerf=0,denn v € UNker f impliziert 0 = fv = v.

— Die Summe von U und ker f ist V: Schreibe v € V' als Summe
v=(v— fv)+ fv. Dann ist fv € U und

flw—fv) = fo—fo=0.
Nun zerlegt man induktiv die Darstellung V' weiter, bis man irre-

duzible Darstellungen erreicht. Il

2.4 Die Jordan-Zerlegung einer halbeinfachen Lie-
Algebra

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der folgenden Aussage iiber halbeinfache
Lie-Algebren, der zentral fiir das Verstédndnis ihrer Struktur sein wird.

Satz 2.4.1.
Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra tiber C.

(i) Jedes Element x € g besitzt genau eine Zerlegung als Summe

r=s+n,
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so dass adg ein diagonalisierbarer Endomorphismus von g ist, ad, ein
nilpotenter Endomorphismus von g ist und [s,n] = 0 gilt.

Diese Zerlegung heifit die absolute Jordan-Zerlequng eines Elements
einer halbeinfachen Lie-Algebra, im Gegensatz zur konkreten Jordan—
Zerlegung eines Endomorphismus eines Vektorraums aus Lemma 2.1.1.

(11) Sei p =g — gl(V) eine endlich-dimensionale Darstellung der halbein-
fachen Lie-Algebra g und sei x = s + n die absolute Jordan-Zerlegung
eines Elements x von g. Dann ist

p(x) = p(s) + p(n)
die konkrete Jordan-Zerlequng des Endomorphismus p(z) in End (V).

(111) Sei¢: g — g ein Homomorphismus von der halbeinfachen Lie-Algebra
g in eine andere halbeinfache Lie-Algebra g'. Ist x = s +n die absolute
Jordan-Zerleqgung von x in g, so ist

o(x) = d(s) + o(n)
die absolute Jordan-Zerlegung von ¢(z) in g¢'.
Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir zwei Lemmata:

Lemma 2.4.2.

Sei D eine endlich-dimensionale komplexe Lie-Algebra und g C D ein hal-
beinfaches Ideal von D. Dann gibt es ein Ideal I C D, so dass sich D als
direkte Summe schreiben lisst, D =g & 1.

Beweis.
Sei I das orthogonale Komplement von g beziiglich der Killingform.
I ist ein Ideal von D. Die Killingform verschwindet identisch auf dem
Ideal gN1I von g; aus der Halbeinfachheit von g folgt daher, dass gNI =
0.

Aus der allgemeinen Dimensionsformel fiir orthogonale Komplemente
(vgl. etwa Lorenz, Lineare Algebra II, p.26) folgt

dimg+dim/ > dimD,

sodass D =g & I. O
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Lemma 2.4.3.
Sei V' ein endlich-dimensionaler komplezer Vektorraum und g C gl(V') eine
halbeinfache Unteralgebra. Sei

T =25+ Ty

die konkrete Jordan-Zerleqgung von x € End (V). Dann folgt aus x € g auch
Ts, Tn € -

Bemerkung: die Aussage ist im allgemeinen falsch, wenn g nicht halbein-
fach ist: betrachte die folgende ein-dimensionale Lie-Algebra

210 0
g=<xz=| 0|0 z | €gl3,C), z€C
0/0 0

Dann ist die (konkrete) Jordan-Zerlegung

z 0 0
zs=1 0 0 O Ty =
000

o O O
o O O
o O

weder x, noch x,, sind in

©

Beweis.
e Ein wichtiger Schritt ist es, eine gute Charakterisierung von g in
gl(V') zu finden. Wir zeigen daher zunéichst zunéchst, dass g gleich
der Lie-Algebra

N:=Nay(9)N () SNa)(W)

wcv
g—Submodul

ist, wobei wir definieren

Naw)(9) = {yeg(V)lly.g] € g}
SNaoy(W) = {yeglV)|lyW)<CW und tryy =0}

Dazu zeigen wir zwei Inklusionen:

“C" g C Ngv)(g) ist eine offensichtliche Folge der Tatsache, dass g eine
Lie-Algebra ist. Ebenso folgt fiir y € g die Inklusion yW C W aus
der Tatsache, dass W eine g-Unterdarstellung ist. Wegen 2.2.7 (ii)
gilt g = [g, 9], also kann y € g man schreiben als Summe von
Lie-Klammern:

Yy = Z[:p;,xﬂ mit ),z €g.

%

Dabher gilt auch try,, = 0.
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“D” Finde mit Lemma 2.4.2 ein Ideal I, so dass
N=1&g

gilt. Insbesondere gilt
9. 1] =0,

also operiert jedes y € I auf jedem g-Untermodul W durch einen
g-Endomorphismus y,,. Fiir einen einfachen Untermodul W ope-
riert y also als Skalar und wegen tr y|y = 0 folgt y|w = 0. Da
V wegen des Satzes 2.3.6 von Weyl direkte Summe einfacher g-
Darstellungen ist, folgt y = 0, also I = 0.

e Wir zeigen als néchstes, dass mit © € Ng)(g) auch der hal-
beinfache und der nilpotente Anteil von x in Ny (g) liegen,
Ts,Tn € Nga(g). In der Tat ist x € Ny)(g) dquivalent zu
ad,(g) C (g). Bemerkung 2.1.2 (vii) impliziert, dass dann auch
gilt

(ads)sn(0) € @
Nach Lemma 2.1.3 gilt aber

(ad,)s = ad,, ,

also gilt (ad,)s(g) € g, und daher z, € Ng()(g). Der Beweis fiir
den nilpotenten Anteil x,, ist parallel.

e Schliellich zeigen wir noch, dass aus x € SNy (W) folgt, dass
Ts, Tn € SNgvy(g). Denn z, und z,, lassen sich als Polynom ohne
konstantes Glied in x schreiben, also gilt x;,, (W) C W. Ferner ist
tr z,, = 0, und somit folgt auch tr x5 = tr (x — z,,) = 0. Also gilt
Ts, Ty €0 O .

Beweis. von Satz 2.4.1

(i) Wir betrachten zunéchst die konkrete Jordan-Zerlegung des En-
domorphismus ad, auf dem Vektorraum g:

ad, = (ad;)s + (ad;), in Endg.

Wir kénnen jetzt Lemma 2.4.2 auf die Unteralgebra ad g von gl(g)
anwenden: demnach gibt es Elemente s, n € g mit

ads = (ad,)s ad, = (ady), .

Nun ist aber z = n + s, denn © — n — s hétte triviale adjungierte
Wirkung, wére also im Zentrum von g, was aber trivial ist, da
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g halbeinfach ist. Damit ist die Existenz einer absoluten Jordan-
Zerlegung gezeigt.

Die Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung ist auch klar, da fiir jede
absolute Jordan-Zerlegung x = s + n, die Zerlegung

ad, = ad; + ad,

eine konkrete Jordan-Zerlegung von ad, in End(g) ist, und diese
eindeutig ist.

Sei nun p : g — gl(V) eine endlich-dimensionale g-Darstellung.
Betrachte das kommutierende Diagramm

g - p(g) — gl(V)
b oad, b ady() b ady()
g - p(g) — gl(V)

wobei am linken senkrechten Pfeil die adjungierte Wirkung in der
Lie-Algebra g gemeint ist, am mittleren die in der Lie-Algebra
p(g) und rechts die in gl(V).

Nach 2.1.2 (iv) kommutiert dann auch das Diagramm mit den
halbeinfachen Anteilen. Nach Definition von s ist (adf)s = ad?
und nach Lemma 2.1.3 gilt

gl sl
ad, ) = ady),

Also erhalten wir ein kommutierendes Diagramm
g — plg) = gl(V)
gl
gL L L )
g — plg) = gl(V)
Da die beiden Quadrate kommutieren, steht am mittleren Pfeil

o) = a8
Nun ist aber
ad”? : p(g) = gl(p(g))
injektiv, also gilt
p(s) = p(x)s.
Ahnlich folgt p(n) = p(z),.
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(iii) Sei nun ¢ : g — ¢ ein Homomorphismus von halbeinfachen Lie-
Algebren und = € g ein Element mit absoluter Jordan-Zerlegung

r=s+n.
Betrachte die adjungierte Darstellung
ad’: g’ — gl(g)
und wende (ii) auf die Darstellung
p=ad o¢

von g an: es folgt, dass adg(,) halbeinfach ist und adg,) nilpotent
ist. Die beiden anderen Bedingungen fiir eine Jordan-Zerlegung

o) = o(s)+o(n)
[6(s), ¢(n)] = 0

folgen unmittelbar aus der Tatsache, dass ¢ ein Homomorphismus
von Lie-Algebren ist.

Definition 2.4.4.

(i) Fin FElement x einer Lie-Algebra g heifit ad-halbeinfach bzw.
ad-nilpotent, wenn der Endomorphismus ad, € End (g) halbeinfach
bzw. nilpotent ist.

(ii) Bei halbeinfachen Lie-Algebren nennen wir diese Elemente auch kiirzer
halbeinfach oder nilpotent.

Bei der absoluten Jordan-Zerlequng einer halbeinfachen Lie-Algebra
nennt man s bzw. n den halbeinfachen bzw. den nilpotenten Anteil von
x.

Bemerkung 2.4.5.
Die nilpotenten Elemente einer halbeinfachen Lie-Algebra bilden eine abge-
schlossene Teilmenge hoher Kodimension, den nilpotenten Kegel.

2.5 Wurzelraumzerlegung

Wir erinnern an den folgenden Sachverhalt aus der linearen Algebra:
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Lemma 2.5.1.

Sei V' ein Vektorraum und T C End (V) ein endlich-dimensionaler Unter-
raum, der aus diagonalisierbaren und paarweise kommutierenden Abbildun-
gen besteht. So besitzt V' eine simultane Figenraumzerlequng

mit Vi={av e V]zv=ANz)v, VxeT}

Beweis.
Sei {x;}iz1,. ., eine Basis von T'. Da z; diagonalisierbar ist, zerféllt V'
in Eigenrdume von z;. Die Endomorphismen z; fiir ¢« > 2 stabilisieren
dann diese Eigenrdume. Wende dann Induktion nach der Dimension
von T an. O

Die Menge P(V) = {\ € T* |V # 0} C T* heifit die Menge der Gewichte
von V. (Die Abkiirzung P ist iiblich und kommt vom franzosischen Wort
poids fiir Gewichte.)

Definition 2.5.2.
Fine Unteralgebra b C g einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra g heifst
Cartan-Unteralgebra, wenn gilt:

(i) b ist abelsch und alle Elemente von § sind halbeinfach.

(11) b ist mazimal beziiglich Inklusion unter allen Unteralgebren, von g, die
(i) erfillen.

Bemerkungen 2.5.3.

(i) Die Elemente einer Cartan-Subalgebra sind nach Lemma 2.4.1 in je-
der Darstellung diagonalisierbar. Stellt man sich die Elemente der Lie-
Algebra als Observablen einer Quantentheorie vor, so hat man eine
maximale Zahl kommutierender Observablen gewdhlt, fir die man in
jeder Darstellung eine Eigenbasis finden kann.

(i) Manchmal will man den Begriff der Cartan-Subalgebra nicht nur fir
halbeinfache Lie-Algebren einfiihren. Dann sollte man die Cartan-
Subalgebra definieren als eine nilpotente Subalgebra, die ihr eigener
Normalisator ist. Fiir g halbeinfach kann man zeigen, dass dies dqui-
valent zu unserer Definition ist.
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(111) Die ad-nilpotenten Elemente sind fiir die Struktur halbeinfacher Lie-
Algebren wesentlich, wie das folgende Argument zeigt: eine Lie-Algebra,
die nur aus ad-halbeinfachen Elementen besteht, ist abelsch. Nehmen
wir an, die Lie-Algebra wdre nicht abelsch. Dann gdbe es x mit ad, # 0,
also gibe es y # 0 und X\ # 0 mit

ad,(y) = Ay
Daraus folgt aber fiir ad,
ady(z) #0,  (ad,)*(z) =0,
also ist das Element y nicht halbeinfach.

Sei g eine komplexe, halbeinfache Lie-Algebra und h C g eine Cartan-
Subalgebra von g. Wir fithren als Notation fiir die Evaluation eines Elementes
A € b* aus dem Dualraum auf h € b ein:

AR) = (A B .

Lemma 2.5.1 impliziert nun eine Zerlegung der halbeinfachen Lie-Algebra:

g= (EE} gx

Aeh*
mit
gan={zxeg|lhz]=\hx Vhebh}
Insbesondere ist
go={r€g|[h,r]=0 Vhebh}= Zybh)

der Zentralisator von f in g. Wir setzen

R =R(g,h) ={ee€ b |a#0und g, # 0}

und  finden  somit die sogenannte Cartan-Zerlegung  oder
Wurzelraumzerlegung einer halbeinfachen Lie-Algebra

g=100 0P ga

aER

Definition 2.5.4.

Die endliche Teilmenge R = R(g,bh) C b* heifit das Wurzelsystem von g
beziiglich . Die Elemente von R heiffen Wurzeln, die Unterriume g, heiffen
Wurzelraume.
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Wir werden jetzt die Wurzelraumzerlegung nidher untersuchen.

Lemma 2.5.5.
(i) Es gilt [gx, 9, C garp fiir alle A, € g*.

(it) Es gilt k(gx,0,) = 0 fir A # —p

(11i) Die Einschrinkung von k auf gqo ist nicht entartet.

Beweis.
(i) Aus [h,z] = A(h)z und [h,y] = wp(h)y folgt mit der Jacobi-
Identitat
7, [, y]] = A(R) [, y] + p(h) [z, y] -

(ii) Mit Hilfe der Invarianz der Killingform folgt

—Ah)k(x,y) = K[z, hl,y) = w2, [h,y]) = p(h)k(z, y)

fiir alle h € b.

(iii) Fiir jedes Element z € go gilt x(z, go) = 0 fiir alle Wurzeln o € R.
Gélte auch noch k(z, go) = 0, so wire die Killingform ausgeartet,
im Widerspruch zu Satz 2.2.6.

Satz 2.5.6.
Fine Cartansche Unteralgebra einer halbeinfachen Lie-Algebra ist ihr eigener
Zentralisator:

h= Zg(b) =9go-

Beweis.
e Da h kommutativ ist, gilt h C Z := Z,(h)
e Sei x € Z und z = s + n seine absolute Jordan—Zerlegung. Wir
behaupten nun, dass auch s und n in Z liegen. Da b eine maximale

kommutierende Subalgebra aus halbeinfachen Elementen ist, muss
dann s sogar in h liegen.

In der Tat liegt  genau dann in Z, wenn b im Kern von ad, liegt.
Aus b C ker ad, folgt aber wegen

ker ad, C ker ads, = ker(ad,)sn

auch b C ker ad,,, also s,n € Z.
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e Als néchstes iiberlegen wir uns, dass Z nilpotent ist: Fir x =
s+ n € Z ist die adjungierte Wirkung auf Z

ad? = ad? + ad/ = ad”
da s € b, also adSZ = 0. Damit ist aber adf fiir alle z € Z nilpotent,
und nach dem Satz von Engel 1.6.4 ist somit Z nilpotent.

e Nach dem Korollar 1.6.8 aus dem Satz von Lie gibt es eine Basis
von g, so dass alle ad? fiir x € Z obere Dreiecksmatrizen sind.

Ist also ein z € Z mit nilpotenter adjungierter Wirkung ad}, ge-
geben, so muss ady sogar echte obere Dreiecksmatrix sein. Also

k(z,Z) =0;

wegen Lemma 2.5.5 (iii) folgt z = 0.

Also besteht Z nur aus halbeinfachen Elementen von g. Die aber
liegen, wie im zweiten Punkt gesehen, schon in §, also haben wir
auch die umgekehrte Inklusion Z C h bewiesen. 0

Lemma 2.5.7.
Fiir jede Wurzel a € R ist [ga,9-a €in ein-dimensionaler Unterraum von
g0, auf dem « nicht verschuindet.

Beweis.
e Seien £F* € g, und £~ € g_, und h € b. So gilt

K'<h> [Ea’ E_QD = "’i([}% Ea]ﬂ E_a) = O‘<h)/€(Ea>y) (4)

hieraus folgt sofort, dass ker o C [ga, §_a "

Der Kern einer nicht-verschwindenden Linearform hat Kodimen-
sion eins, also gilt dim ker a = dim gy — 1. Daraus folgt

dimk[gav gfa] S 1.
Da die bilineare Paarung
Kg: fa X g-a — k

nicht ausgeartet ist, gibt es £E* € g, und E=* € g_, so dass
k(E*, E~%) # 0. Betrachtet man Gleichung (4) fiir ein A € b mit
a(h) # 0, so folgt

[E*, E7] #0

und somit [ga, §_o] # 0. Damit ist der Vektorraum [g,, g_,] ein-
dimensional.
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e Es bleibt zu zeigen, dass die Wurzel o auf dem ein-dimensionalen
Unterraum [gs, g_o] nicht verschwindet. Seien nun E® € g¢,,
E~* € g_, gegeben mit

h:=[E* E~%#0, aber «a(h)=0.

Dann ist

h,E*] = a(h)E* = 0

h,E=%] = —a(h)E~* = 0
Wir betrachten die absteigende Zentralreihe der drei-
dimensionalen Lie-Algebra g = spang(E®, E~* h) und finden
g' = spanch, g% = 0. Also ist g eine nilpotente Subalgebra.
Insbesondere wire g auflosbar, also wiirden adge, adg-« und ady,
in einer geeigneten Basis durch obere Dreiecksmatrizen darge-
stellt werden. Es miisste dann ad, = ad|ge g-«) nilpotent sein,

im Widerspruch zu den definierenden Eigenschaften der Cartan-
Unteralgebra b. 0

Definition 2.5.8.
Wir definieren fiir jede Wurzel a € R die Kowurzel o € b durch die Bedin-
gungen

a’ € [ga, 0-a) und (a,a”) = 2.

Es folgt sofort (—a)¥ = —aV.

Satz 2.5.9.
Fiir jede Wurzel o € R gibt es eine Einbettung von Lie-Algebren

sl(2,C) — g

die die Unterrdume von sl(2,C) folgendermafen abbildet:

01

C(o 0) 7 fa
0 0

C<1 0) —>ng
1

C(o _01) — [as 0-a)

Beweis.
Wir finden stets E* € g,, E~% € g_, mit

[Ea’E—a] — a\/
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Also finden wir die gleichen Kommutationsregelen wie in sl(2,C), cf.
Gleichung (2):

@, EY] = (a,a")E*=2E"
[V, B = —2E° O

Dieses Resultat erlaubt es uns, die in Kapitel 1.4 entwickelte Darstel-
lungstheorie von sl(2, C) zum Studium von Wurzelsystemen heranzuziehen.

Satz 2.5.10.

(i) Aufser dem Negativen ist kein Vielfaches einer Wurzel wieder eine Wur-

zel,
CanR={a,—a} VacR.

(11) Alle Wurzelrdume sind ein-dimensional,
dimg, =1 fiir alle o € R.
Die Abbildungen aus Satz 2.5.9 sind also Isomorphismen.

Beweis.
Sei s1(2,C),, = spang(EY, B~ o) = sl(2,C) wie oben. Da es nur end-
lich viele Wurzeln gibt, diirfen wir annehmen, dass « so gewéahlt wurde,
dass %04 keine Wurzel ist. Nun definiert die Restriktion der adjungierten
Darstellung auf die Unteralgebra sl(2,C), eine endlich-dimensionale
Darstellung von sl(2, C),, auf g. Diese besitzt

U = CO&V @ @ gta
t#0

als eine Unterdarstellung, die wiederum sl(2,C), als Unterdarstellung
enthalt.

Nach dem Satz von Weyl 2.3.6 ist die Unterdarstellung U halbeinfach.
Sei daher K ein Komplement von sl(2,C), in U. Wiare K # 0, so
gibe es sicher eine endlich-dimensionale irreduzible Unterdarstellung
R C K. Nach Kapitel 1.4 tritt dann aber in dieser Unterdarstellung
entweder das Gewicht § oder das Gewicht a auf. In unserer Situation
miisste es das Gewicht § sein, da R nicht go schneidet. Also ist auch
5 eine Wurzel, im Widerspruch zu unserer Annahme. Es folgt K = 0,
woraus die Behauptungen (i) und (ii) folgen. O
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Satz 2.5.11.

Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra, b C g eine Cartan-Subalgebra von g. Sei
R = R(g,h) C b* das zugehorige Wurzelsystem und o¥ € b die Kowurzel zur
Wurzel « € R. Dann gilt:

(i) Fir alle a, f € R gilt (5,a") € Z und f — {B,a") € R.

(i) Die Menge aller Wurzeln spannt b* auf.

Beweis.

e Wegen Satz 2.5.10 miissen wir nur noch den Fall 8 # £+« betrach-

ten. Der Unterraum

T = @ 98+ia

i€z
von g ist eine sl(2,C), Unterdarstellung. Alle Gewichtsrdume

05+i0 sind nach Satz 2.5.10 hochstens ein-dimensional und o¥ € b
operiert auf gy, mit Eigenwert

(B,a") + 2i

Aus Kapitel 1.4 wissen wir, dass die Eigenwerte von oV ganz sein
miissen und mit n auch —n ein Eigenwert ist. Also ist (5, a") € Z.
Da gg_(s,av)a der Eigenraum von a" zum Eigenwert

(B —(B,0")a,a”) = (B,a") = (,0") - 2= —(B,a")

ist, ist auch 5 — (8, ") € R. Dies zeigt (i).

Alle Eigenrdume von T sind ein-dimensional und die Eigenwerte
haben gleichen Werte modulo 2. Also ist T" sogar eine einfache
sl(2, C),, Darstellung, wie wir sie in 1.4 explizit beschrieben haben.
Aus dieser Beschreibung folgt sofort die Gleichung

[gom gﬁ] = Ba+53>

falls a, 8 und « + 3 alle Wurzeln sind.

ﬂkera:O

gilt. Hieraus folgt natiirlich, dass spanc{a} = b* denn wire
spanc{a}acr S b*, so finden wir ein b > = # 0 mit a(z) = 0
fiir alle a € R.

Wir zeigen nun, dass
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Sei also h € h mit a(h) = 0 fiir alle « € R. Dann gilt [h,g.] =0
fiir alle Wurzeln o € R, und sowieso gilt [k, go] = 0. Also muss h
im Zentrum Z(g) von g liegen; da aber g halbeinfach ist, ist das
Zentrum trivial, und es folgt h = 0. L.

Bemerkungen 2.5.12.
(i) Die Kowurzeln o fir « € R spannen die Cartan-Unteralgebra b auf.

(ii) Betrachte den Vektorraum

ho = spang(a”)aer

tiber den rationalen Zahlen. Dann ist fir ti,t, € hg der Wert der Kil-
lingform kg(ty,t2) rational. Ferner ist die Bilinearform kly, positiv defi-
nit. Analoge Aussagen gelten, wenn man den Kéorper Q durch die reellen
Zahlen R ersetzt.

Beweis.
(i) Sei h im orthogonalen Komplement von spans{a"},cr in b.
Dann ist fiir alle Wurzeln o € R und E*° € g.,.

0 = k(h,a")=rk(h,[EY E"%])
= k([h, E*], E=%) = a(h)k(E*, E~%)
Da r nicht entartet ist, gilt fiir E£* # 0 sicher x(E%, E~%) # 0.

Es folgt also a(h) = 0 fiir alle Wurzeln o € R. Damit muss h im
Zentrum der halbeinfachen Lie-Algebra g liegen, also ist h = 0.

(ii) Man rechnet fiir h, h' € b:
kg(h, h') = tryady, o ady = Z a(h)a(h'),
aER

woraus die Behauptungen in (ii) folgen.

Die Struktur, die wir gerade untersucht haben, fithrt uns auf die folgende

Definition 2.5.13.

Sei (E,(,)) endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. (Das heifit ins-
besondere, dass E ein reeller Vektorraum sein soll.) Ein Wurzelsystem in E
ist eine Teilmenge ® C E mit den folgenden Eigenschaften

(1) © ist endlich, 0 € ® und spang® = E.
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(ii)) o € = RanNd={+a}

(i1i) Seien «, 5 € @, dann gilt

und

Manchmal fordert man auch nur (i) und (i) fir ein Wurzelsystem und nennt
dann das Wurzelsystem reduziert, wenn auch noch (ii) erfillt ist.

Wir haben also jedem Paar (g,bh) bestehend aus einer einfachen Lie-
Algebra und einer Cartan-Subalgebra f von g ein Wurzelsystem zugeordnet:
die Wurzeln a € R in h*. Dieses Wurzelsystem héngt nicht von der Wahl der
Cartan-Subalgebra ab, denn es gilt:

Satz 2.5.14.

(i) Seien b und B Cartan-Unteralgebren einer halbeinfachen Lie-Algebra
g. Dann gibt es einen Automorphismus

v:g—9
s0 dass
p(h) =0
(i) Der Automorphismus kann sogar als innerer Automorphismus gewdhlt
werden.

(111) Fiir die Wurzelsysteme gilt ® = ¢*(9').

Beweis: iibergangen.
Auflerdem kann man zeigen, dass man die halbeinfache Lie-Algebra g aus
dem Wurzelsystem (b, ®) eindeutig bis auf Isomorphie rekonstruieren kann
und dass jedem Wurzelsystem eine halbeinfache Lie-Algebra entspricht. Dies
wird durch die Konstruktion von Chevalley-Serre gezeigt, auf die wir im
Rahmen dieser Vorlesung nicht eingehen.

Wir haben jetzt geniigend Motivation zum Studium von Spiegelungsgrup-
pen und Wurzelsystemen.
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3

3.1

Spiegelungsgruppen und Wurzelsysteme

Endliche Spiegelungsgruppen

Definition 3.1.1.
(1) Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum dber einem Kérper k der

Charakteristik 0. Eine Spiegelung ist eine lineare Abbildung
s: V=V

deren Fizpunktmenge V?° eine Hyperebene ist, dimg V°® = dim; V' — 1,
und fiir die s* = idy gilt.

(i1) Eine endliche Spiegelungsgruppe ist eine endliche Untergruppe W C

GL(V), die von Spiegelungen erzeugt wird.

Die Theorie wird nur fir angeordnete Korper k, etwa k = Q oder k = R,
entwickelt. Skalarprodukte sollen immer positiv definit sein. (In der Theorie
unendlich-dimensionaler Lie-Algebren muss man sich von dieser Vorausset-
zung freimachen.)

Bemerkung 3.1.2.
(i) V* heifit Spiegelebene der Spiegelung s. Spiegelungen mit gleicher Spie-

(i)

(iii)

gelebene stimmen tiberein.

Der Eigenraum von s zum Eigenwert —1 ist ein-dimensional. Set v € V
ein Eigenvektor zum FEigenwert —1. Sei oY € V* die Gleichung der
Spiegelebene, d.h. die Spiegelebene bestehe aus den Punkten h € V' fiir
die ¥ (h) = 0 gilt. Wihle o so, dass gilt

(a,aV)y =2.
Dann ldsst sich die Spiegelung in der Form
sA)=X—\a") a (5)

schreiben. Umgekehrt gibt jedes Paar von Vektoren o € V und oV € V*
mit (o, ) = 2 durch Gleichung (5) eine Spiegelung.

Sei W nun eine endliche Spiegelungsgruppe auf V. Dann kann V' mit
einem W —invarianten Skalarprodukt i versehen werden, d.h. es gilt
i(gv, gw) = i(v,w) fir alle v,w € V und fir alle g € W. Denn sei
b:V xV — k irgend ein Skalarprodukt auf V', so setze

i(v,w) = Zb(gv,gw) .

geqG
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Definition 3.1.3.
Sei V' ein Vektorraum und W C GL(V') eine endliche Spiegelungsgruppe. Die
mazximalen konvexen Teilmengen in

Vo U 1%

seW

ist Spiegelung
d.h. im Komplement aller Spiegelebenen, heiflen Weylkammern oder Alkoven.
Beispiel 3.1.4.
(i) Ist'V eindimensional, so gibt es nur eine einzige nicht-triviale endliche

Spiegelungsgruppe, die von der Reflektion am Ursprung erzeugt wird.
Sie ist isomorph zu Zs.

(11) Ist V' zweidimensional, so gibt es vier nicht-triviale endliche Spiege-
lungsgruppen. Man betrachte dazu ein requldres n-Eck mit Schwer-
punkt im Ursprung. Die Spiegelebenen sind Geraden und gehen durch
den Ursprung und zwei gegeniiberliegende Punktes des n-Ecks. Fiir
n = 4 erhdlt man als Spiegelungsgruppe die Kleinsche Vierergruppe
W 2 7o X Zs, fiir n =6 die symmetrische Gruppe Ss3, fir n = 8 eine
Erweiterung der Kleinschen Vierergruppe und fir n = 12 die dihedrale
Gruppe mit 12 Elementen, W = Dg.

Satz 3.1.5.

Sei V' ein euklidischer Raum, W C GL(V') eine endliche Spiegelungsgruppe.
Wir betrachten die Menge aller Spiegelebenen zu Spiegelungen aus W und
die Menge der zugehorigen Alkoven.

(i) Fir jeden einzelnen Alkoven erzeugen die Spiegelungen an seinen
Winden schon die ganze Spiegelungsgruppe.

(i1) Ist w = $185...s, die kiirzest mogliche Darstellung von w € W als
Produkt von Spiegelungen, eine sogenannte reduzierte Darstellung von
w, so gibt es genau r Spiegelebenen, die A von wA trennen. r = [4(w) =
[(w) hdngt nicht von der Wahl des Alkoven ab und heifit Linge des
Elements w.

(i1i) Die Spiegelungsgruppe operiert transitiv und frei auf der Menge der
Alkoven.

(iv) Ist S C W eine Menge von Spiegelungen, die W erzeugt, so ist jede
Spiegelung o € W konjugiert zu einem Element von S. Fs gibt also
weW und s € S so dass

o=wsw .
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Der Satz wird in dieser Vorlesung nicht bewiesen. Er gilt aber sogar noch
fiir den Fall, wenn V ein affiner Raum ist und W eine affine Spiegelungsgrup-
pe ist. (Bei affinen Spiegelungen enthiilt die Spiegelebene nicht unbedingt den
Ursprung, in einem affinen Raum gibt es bekanntlich keinen Ursprung.) Affine
Spiegelungsgruppen spielen eine grosse Rolle in der Theorie der unendlich-
dimensionalen Lie-Algebren und der Quantengruppen, die eine Deformation
von (universellen einhiillenden Algebren von) Lie-Algebren sind.

Lemma 3.1.6.
Wir bezeichnen die Hyperebene senkrecht zu einem mnicht-verschwindenden
Vektor v mit v*. Liegen Vektoren oy, ..., eines euklidischen Vektorraums

auf der gleichen Seite einer Hyperebene v+, d.h. (a;, ) > 0 fiir alle i, und
schlieffen sie paarweise stumpfe Winkel ein, also (a;, ;) < 0 fir i # j, so
sind sie linear unabhdngig.

Beweis.
Sei > ¢y = 0. Setze I = {i|¢; > 0} und I = {i|¢; < 0}, so gilt

n = Z oy = Z(—ci)ai

i€l iel_

Offenbar gilt
(n,n) =Y ei(—¢;)(ai, ;) <0,
iEIJr
Jel_
also ist n = 0. Damit gilt insbesondere
0= Z Ci(CYZ‘, 7’L)

el

also verschwinden alle ¢; mit ¢ € I,. Ein analoges Argument zeigt,
dass I_ leer ist. OJ

Satz 3.1.7.

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem angeordneten
Korper. Sei W C GL(V) eine endliche Spiegelungsgruppe, A C V' ein Alho-
ven, Hy, ..., H, die Winde des Alkovens A und

sicvv— (v, o))y

die Spiegelungen an diesen Winden. So gilt:

60



(i) Die Familien o; und die o sind jeweils linear unabhdngig.

(ii) Liegt o; auf der gleichen Seite der Hyperebene H; wie der Alkoven A,
s0 gilt (o, af) <0, falls i # j.

Beweis.

e Die o; stehen senkrecht auf den Wéanden. Da das Skalarprodukt
invariant ist, gilt

(g, 00) = (si(ay), si(aq)) = (o — <04j>04iv>0% —a;)

= —(aj,q;) + (o, ) ) (e, ;)

Also gilt
2(0y, o)

(v, )

<aj7 Oél\-/ > = (6)

e Wir konnen schon fiir den Beweis von (i) annehmen, das alle a; so
gewdhlt sind, dass sie in den Alkoven A zeigen. Wir behaupten,
dass dann gilt

(o, 5) <0, (7)

womit dann, wegen Lemma 3.1.6 und Gleichung (6) alles gezeigt
ist. Denn wegen Gleichung (6) geht unter dem von Skalarprodukt
induzierten Isomorphismus
Ve =V
Vv

Qs

i 7 Tae?

j .

Um (7) zu zeigen, wéhlen wir v € H;, so dass (oj,v) < 0. Aus
der Invarianz des Skalarprodukts folgt dann (o, s;v) > 0 Gélte
(i, af) >0, so wiire

(i, s;0) = (s504,0) = (o,v) — (o, af ) (a;,v)
= —(ai,q))(aj,v) >0,

wobei wir ausgenutzt haben, dass wegen v € H; das Skalarprodukt
(o, v) verschwindet. Somit liegt s;v einerseits auf der Hyperebene
sjH;, andererseits gilt

(g, 8;0) >0 und (aj,s5v) > 0.

Da man zeigen kann, dass s; und s; die Spiegelungsgruppe W
erzeugen, liegt s;v auch im Alkoven A, Widerspruch.
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3.2 Waurzelsysteme
Wir konnen jetzt die Wurzelsysteme knapper beschreiben und untersuchen.

Definition 3.2.1.
Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper k der Charakteristik Null. Eine
Teilmenge R C V' heifst (reduziertes) Wurzelsystem, wenn gilt

(i) R ist endlich und erzeugt V'
(ii) Fir jedes a € R gilt ka N R = {+a}
(111) Fiir jedes a € R gibt es eine Spiegelung s, =V — V', so dass
Se(@) = —a sa(R) =R
sa(f)—f€Za VBER.

Bemerkung 3.2.2.

Wir erkliren die Beziehung zu Definition 2.5.13: gegeben ein Wurzelsystem
wie in Definition 3.2.1, ist die von alle Reflektionen s, erzeugte Spiegelungs-
gruppe W als Untergruppe der Permutationen von R endlich. Finde deshalb
nach Lemma 3.1.2 (iii) ein W -invariantes Skalarprodukt auf V. Jede Reflek-
tion s, ist von der Form s,(\) = A — (A, a¥)a mit oY € V*. Damit ist die
Forderung

sa(B) — B =\ a")a € Za

dquivalent zur Forderung in Definition 2.5.13

_2(p.a)

(f) S/

(8, a”)

Satz 3.2.3.

(i) Sei R CV ein Wurzelsystem und o € R eine Wurzel. So gibt es genau
eine Spiegelung s, -V — V', so dass

Das Element oV € V* mit
S5a(M)=A—=(N\aYa VAEV

heifit dann die Kowurzel oder duale Wurzel zu o.

(1) Die Menge RY = {a¥|a € R} aller Kowurzeln ist ein Wurzelsystem in
V*. Unter der kanonischen Identifikation V- — V** geht o in (V).
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(i11) Ist an, ..., qy eine Basis von V. aus Wurzeln, so liegt jede Wurzel 3
bereits im Q—Spann der «;.

Beweis.

e Zunéchst sei k = Q. Wir wahlen wieder ein W—invariantes Ska-

larprodukt auf V', wobei W die von allen s, erzeugte Spiegelungs-
gruppe ist.
Aus s,(A) = A folgt

(a0, \) = (@, SoA) = (S0, A) = —(a, A),

also A € at. Damit ist die Spiegelebene V** in der Hyperebene

a* enthalten. Also ist die Spiegelung s, eindeutig bestimmt als
L

Reflektion an der Hyperebene a—.
Es gilt

2(A
<)‘7 a\/) = ( 7a)

(,a)

denn beide Linearformen in \ stimmen auf o und auf o iiberein.

Unter der Abbildung
|
v ('71})
geht
2a

— a
(o, @)

Also wird der Dualraum V* von den Kowurzeln o erzeugt. Die
Axiome (i) und (ii) aus der Definition 3.2.1 fiir Wurzelsysteme
sind somit fiir die Kowurzeln RY erfiillt.

Wir miissen noch fiir alle «, 8 € R nachpriifen, dass
sa(B)" = B —(a,B")a’ € R
Nach Anwendung des Isomorphismus V — V* heifit dies, dass

25,(8) 2P 2(a, B) 2«

(safB,508)  (B,8)  (8.8) (a,q)

gelten muss, was aber offensichtlich gilt. Wir haben nun die Aussa-
gen (i) und (ii) fiir den Fall eines rationalen Grundkérpers k = Q
gezeigt.
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e Sei nun der Grundkdrper k beliebig und Vg der von den Wur-
zeln aufgespannte Q-Untervektorraum von V. R C Vp ist ein
Wurzelsystem, die duale Wurzel a(\é im rationalen Dualraum Vg
ist die Einschrankung auf Vg von jeder moglichen dualen Wurzel
¥ € V*. Eine Linearform liegt aber schon durch ihre Werte auf
dem Erzeugendensystem R von V fest, erst recht also durch ihre
Werte auf Vg. Dies zeigt die Aussage (i) fiir beliebiges k.

e Offenbar gilt dimg Vg > dim, V', da jede Q-Basis von Vg sicher
ein k-Erzeugendensystem von V ist. Sei a,...,«, eine Q—Basis
von Vg aus Wurzeln, 3y ..., 3, eine Q-Basis von Vj aus (Restrik-
tionen von) Kowurzeln.

Die Matrix (a;, 3)) mit Eintrdgen in Z ist iiber Q invertierbar,
also auch iiber k invertierbar. Also sind die beiden Familien {a;}
und {5;} auch k-linear unabhéngig. Wir erhalten die Gleichheit

Damit gilt aber span, {3/} = V*, was (ii) fiir einen beliebigen
Grundkorper k zeigt. Ebenso gilt span,{a;} = V, woraus (iii)
folgt, da jede Wurzel 3 schon in Vj liegt.

Definition 3.2.4.
Sei R C'V ein Wurzelsystem. Die von den Spiegelungen
So i A A — (N, a)a
erzeugte Spiegelungsgruppe W = W(R) C GL(V) heiffit Weylgruppe des
Wurzelsystems. Die Alkoven in Vi heiffen Weylkammern.

Lemma 3.2.5.
(i) Die Spiegelung sov : V* — V* ist die zu s, transponierte Abbildung.

(ii) Sei R ein Wurzelsystem mit Weylgruppe W. Jede Spiegelung in W ist
von der Form s, fir eine Wurzel o € R.

Beweis.

(i) folgt aus der Identitét (s,V,A) = (V, sqv ), die fiir alle v € V und
A € V* gilt. Wir fithren die abkiirzende Schreibweise s, = s,v ein.

(ii) Nach Satz 3.1.5 (iv) ist jede Spiegelung in der Weylgruppe W
konjugiert zu einem s,,a € R. Mit w € W gilt aber

WSuW ' = Spa

wobeil wa € R in R liegt. O
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Zur Klassifikation der Wurzelsysteme in zwei-dimensionalen Vektorrdum-
en (cf. Beispiel 3.1.4) braucht man nur das folgende Lemma:

Lemma 3.2.6.
Fiir zwei nicht-proportionale Wurzeln o, 5 eines Wurzelsystems ist

0<(a,8Y) (B,a") <4 ganzzahlig
und fiir den Winkel @, 3 zwischen zwei Wurzeln o und B gilt
dcos® (pap) = (a, ) (B,a")

Fiir (o, B) # 0 gilt:

ol _ (08"
1817 (8, aY)
Beweis.
Alle Gleichungen folgen sofort aus der Beziehung (o, ) = 2((556)) €eZ.
Ul

Beispiel 3.2.7.
Die Menge R = {e; —e; |i # j} ist ein Wurzelsystem im reellen Vektorraum

V={(ar,...,a,) ER" | Y a;=0}.
=1

Sei die Linearform ¢; auf V' definiert durch €;(ay, ..., a,) = a;. Dann ist fir
die Wurzel

Oc:el-—ej

die Kowurzel €; — ;. Die Spiegelung s, vertauscht die i-te und j-te Koordina-
te. Also ist die Weylgruppe isomorph zu einer Permuationsgruppe, W = S,,,
ndmlich der Permutation von Koordinaten.

3.3 Basen und Systeme positiver Wurzeln

Definition 3.3.1.

(i) Sei R C V ein Wurzelsystem. Fine Teilmenge I C R heifft Basis von
R, wenn gilt

(a) 11 ist eine Vektorraumbasis von V
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(b) Schreiben wir B € R als Linearkombination, f = > naq, so
acll
liegen entweder alle Koeffizienten n, € Zso oder es liegen alle

Koeffizienten n, € Z>y.

(i1) Jede Basis eines Wurzelsystems bestimmt so eine Zerleqgung von R in
positive und negative Wurzeln:

R=R"(I)U R (IT),
wobei die positiven Wurzeln definiert sind durch

RT(I)={BeR| B:Znaa mit ne € Zso} -

aell

Der folgende Satz beschreibt die Basen eines Wurzelsystems und garan-
tiert nebenbei auch deren Existenz:

Satz 3.3.2.
Es gibt eine Bijektion zwischen den Basen eines Wurzelsystems R und seinen
Weylkammern in Vo = QR:

{ Weylkammer } <+— { Basen von R}
Die Bijektion wird geliefert durch

v
A s TI(A) = {aER ker oY st V[/cmdenA}7

(A,a¥) >0

das Inverse ist gegeben durch

= A = {AEVQ fiir alle o € 11

O a¥) >0 }

Wiahit man ein W —invariantes Skalarprodukt auf Vg, so ist II(A) also die
Menge aller Wurzeln, die auf einer Wand von A senkrecht stehen und ins
Innere des Alkoven A zeigen.

Beweis.

e Fiir jede Basis I des Wurzelsystems ist A(II) eine Weylkammer:
offenbar ist (A(II),3Y) > 0 fiir alle 5 € R*(II), also wird A(II)
von keiner Spiegelebene getroffen. Andererseits ist A Schnitt von
Halbriumen zu Spiegelebenen, also konvex. Somit ist A Weylkam-
mer.
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e Sei umgekehrt A eine Weylkammer, wir wollen zeigen, dass die
Menge TI(A) eine Basis des Wurzelsystems ist. Wegen Satz 3.1.7
sind die Wurzeln in II(A) schon einmal linear unabhéngig. Nach
Satz 3.1.5 (i) erzeugen die Spiegelungen s, mit o € II(A) die
Weylgruppe. Damit gilt fiir alle v € IT* und alle Wurzeln o« € R
die Gleichung

Sq =v — {a’, v)a =

woraus (", v) = 0 folgt. Da die Kowurzeln nach Satz 3.2.3 (ii) V*
aufspannen, folgt v = 0. Damit ist II(A) ein Erzeugendensystem
des Vektorraums V.

e Betrachte die zu IIY = {a'|a € II(A)} duale Basis {Ag}aen von
V. Fiir die Elemente dieser Basis gilt

(Ao, BY) = bap fiir a, B €TI(A).

Die Elemente A, € V heiflen fundamentale (dominante) Gewichte.

Mit diesen Gewichten konnen wir den Alkoven schreiben als

A=) Qsoha.

a€ll(A)

Sei f € R; da II(A) eine Basis ist, konnen wir schreiben

ﬂ:anxﬁ)a.

a€ll

Wir miissen zeigen, dass alle Koeffizienten n) das gleiche Vorzei-
chen haben. Dazu setzen wir

I={an®® >0}

A= Aa A=) A,

acl a¢l

und

Dann liegen Ay im Abschluss des Alkovens A und das Intervall
A2 ={tA,+(1—-t)A_,0<t < 1}

sogar im Alkoven A. Héatten nicht alle n) das gleiche Vorzeichen,
SO wéare

A, 8y >0 und (\_,BY)<0.
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Daher nimmt die Funktion (-, V) auf dem Intervall (A_, A, ), also
im Innern von A, irgendwo den Wert Null an, was nur auf einer
Spiegelebene moglich ist, also im Innern des Alkovens unmdoglich
ist. Also haben alle Koeffizienten das gleiche Vorzeichen.

Wir wollen nun zeigen, dass diese Koeffizienten sogar ganzzahlig
sind. Nach Satz 3.1.5 (iii) ist jeder Alkoven konjugiert zu A unter
einem Element von W. Also ist jede Wurzel in R konjugiert zu
einer Wurzel aus II. Das Gitter ZII ist stabil unter der Wirkung
von W, also R C ZII. Die Koeffizienten sind also ganzzahlig.

Schliellich iiberlegen wir uns noch, dass die Abbildungen zuein-
ander invers sind.

Da jeder Alkoven A der Schnitt aller A umfassenden Halbriume
zu Winden von A ist, ist

A(II(B)) = B.
Ist umgekehrt ® C R eine Basis mit Alkoven A = A(®), so ist
R*(®) ={a € R|(A,a") > 0}

also
[I(A(®)) C RT(®).

Aber @ ist die einzige Teilmenge von R*(®), die auch Basis von
R ist. Also
II(A(P)) =D.

Lemma 3.3.3.
Ist R Wurzelsystem, I1 C R eine Basis von R und Rt = R*(II) das System
positiver Wurzeln, so gilt fiir jedes FElement o in der Basis 11

salt” = (R"\{a}) U{—a}

Offenbar gilt s,(a) = —a. Sei § € RT und § # «. Dann liegt die
Wurzel

sa(B) =B —(B,a")a

wieder in den positiven Wurzeln R, da alle Koeffizienten der Wurzel
So(B) entweder nicht-positiv oder nicht-negativ sein miissen. /3 enthélt
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aber wenigstens eine von « verschiedene Wurzel in II, damit ist
wenigstens ein Koeffizient in der Enwicklung von s,(3) beziiglich der
Basis II positiv und somit die ganze Wurzel positiv. 0

Lemma 3.3.4.
Gegeben ein Wurzelsystem R C V', betrachte den folgenden Vektor

Der Vektor p € V' heifst Weylvektor. Dann gilt fir alle Wurzeln o € 11, dass
Sap = p — . Daraus folgt (p,a”) =1 fir o € 1.

Beweis.
Aus Lemma 3.3.3 folgt unmittelbar s,p = p — a fiir a € II. Dies
vergleichen wir mit der iiblichen Gleichung

Sa(p) =p— <Oé\/,p>0é )
woraus auch (p, ") =1 fiir a € II folgt.

Definition 3.3.5.
Fine Teilmenge Rt eines Wurzelsystems heifst ein System positiver Wurzeln,
wenn sie die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

(a) Fiir jede Wurzel « € R gilt: « € Rt <= (—a) € R*.
(b) Aus o, € Rt und o+ 3 € R folgt «+ 3 € RT.

Satz 3.3.6.
Sei R ein Wurzelsystem. Die Abbildung

I — R*(II)

definiert eine Bijektion zwischen der Menge aller Basen und der Menge aller
Systeme positiver Wurzeln in R.

Beweis.

e Die Abbildung ist injektiv, denn IT C R*(II) sind genau die Ele-
mente, nicht Summe von zwei Elementen in RT(II) sind. Dies
sieht man so: sicher kann man kein o € II als nicht-triviale Sum-
me zweier Elemente in R (II) schreiben, denn diese Elemente sind
ja nicht-negativ ganzzahlige Linearkombinationen von Elementen
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vin IT. Sei umgekehrt 5 € R*(IT) \ II. Dann gilt nach Lemma 3.3.3
fir alle o € II

sa(B) =B —(B,a")a € RT(II).

Da (B,a") nicht fir alle @ € II verschwinden kann und nicht-
negativ ist, ist

B=(B,a")a+ sa(f)
tatséchlich nicht-triviale Summe zweier Elemente in R™(II).

e Die Abbildung ist surjektiv: sei R* ein System positiver Wurzeln
und IT eine Basis von R, fiir die R N R*(II) maximal ist. Wére
R* # RT(II), so gibe es a € Il mit a ¢ R". Dann hétte aber
R*(s,II) N RT nach Lemma 3.3.3 noch mehr Elemente als Rt N
R*(II), im Widerspruch zur Wahl von II.

Korollar 3.3.7.

(i) Jede Wurzel eines Wurzelsystems R gehort zu mindestens einer Basis
von R, denn jede Spiegelebene ist Wand von wenigstens einer Weyl-
kammer.

(11) Sind 11,1 zwei Basen eines Wurzelsystems R, so gilt es genau ein Ele-
ment der Weylgruppe w € W(R) mit wIl = II'. Denn die Weylgruppe
operiert nach Satz 3.1.5 (iii) transitiv und frei auf ihren Weylkammern.

Ist eine DBasis 11 eines Wurzelsystems fest gewdhlt, so mnennt
man die FElemente wvon 11 auch einfache Wurzeln, die zugehéri-
gen  Kowurzeln einfache Kowurzeln, die  zugehdrigen  Spiege-
lungen  einfache Spiegelungen und die Weylkammer A(Il) die
dominante Weylkammer.

3.4 Kilassifikation von Wurzelsystemen

Definition 3.4.1.
Gegeben ein Wurzelsystem R mit Basis 11, definiert man seine Cartan-Matriz
als die 11 x II-Matriz

C(R) = ({, B"))apen

Wegen Korollar 8.3.7 (ii) hingt diese Matrixz nicht von der Wahl der Basis
ab.

Bemerkung 3.4.2.
(i) Eine Cartan-Matriz hat die folgenden Eigenschaften:
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(a) Alle Diagonalelemente sind gleich zwei, da {a, ) = 2 gilt.
(b) Nach Satz 3.1.7 (ii) sind die Eintrdge aufferhalb der Diagonalen
nicht-positiv und nach Bemerkung 3.2.2 ganzzahlig.

c) Wegen {(a;, o) = 2000 o
g 3r @ g

(c,a8) 7

(@,87) =0 < (B,0") =0.
(d) DaV ein Euklidischer Vektorraum ist, ist det C(R) > 0.

(i1) Graphisch stellt man Cartan-Matrizen durch Dynkin-Diagramme dar:
Elemente von 11 entsprechen Punkten, die durch {a, f¥){(5,a")-viele
Striche verbunden werden. Ein Pfeil zeigt auf die kiirzere Wurzel
(beziiglich eines W —invarianten Skalarprodukts).

Beispiel 3.4.3.
(1) Fir die Cartan-Matriz [2] hat man das Dynkin-Diagramm o. Dies gibt
das Wurzelsystem fiir sl(2, C) (cf. Beispiel 3.1.4 (i)).

(i1) Fir das Wurzelsystem aus Beispiel 3.2.7 kann man als einfache Wur-

zeln wahlen:
H:{ei—eiﬂ,i:l,...,n—l}

Wir geben auch Cartan-Matrixz und Dynkin-Diagramm an:

Cartan-Matrix Dynkin-Diagramm
sy -

-1 2 -1

0 0—0—0—...—0—0
-1 2 -1
-1 2
n —1 Knoten

0

— 2 -
(111) Insbesondere fiir n = 2 die Cartan-Matriz gleich [ _21 _21 , was das

zweite Wurzelsystem in Beispiel 3.1.4 (ii) beschreibt. Fir das letzte
dort gegebene Beispiel haben wir die folgende Cartan-Matriz und das
folgende Dynkin-Diagramm.:

2 -3
[_1 2} 0=0.

Das Wurzelsystem wird auch mit Gy bezeichnet.
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Definition 3.4.4.

(1) Zwei Wurzelsysteme R C 'V und R C V' dber einem Korper k heiffen
1somorph, wenn es einen Isomorphismus

o: V=V
von Vektorrdiumen gibt mit (R) = R'.

(i1) Sind Ry C Vi und Ry C Vo Wurzelsysteme iiber demselben Kdrper, so
definieren wir ithre Summe als

Ry @ Ry = (R x {0},{0} x Ry) Vi@ V3.
Sie ist wieder ein Wurzelsystem.

(111) Ein Wurzelsystem heif$t unzerlegbar, falls es nicht leer ist und nicht iso-
morph zu einer Summe nicht-leerer Wurzelsysteme. Andernfalls heif$t
es zerlegbar.

Satz 3.4.5.
Ist R C V ein Wurzelsystem, so gibt es genau eine Zerlegung R =
RyU...UR,, derart, dass R; ein unzerlegbares Wurzelsystem in Span (R;)
15t und dass gilt

R=E=Ri®---OR,.

Diese Zerlequng entspricht der Zerlegung des Dynkin-Diagramms in Zusam-
menhangskomponenten.

Beweis. )
Definiere auf R die kleinste Aquivalenzrelation, fiir die aus (a, V) # 0
folgt, dass a ~ . Die Aquivalenzklassen leisten das Gewiinschte. [

Man kann nun den folgenden Klassifikationssatz beweisen:

Theorem 3.4.6 (Cartan, Killing).

Sei k ein Korper der Charakteristik Null. Die Dynkin-Diagramme der unzer-
legbaren Wurzelsysteme iber k (bis auf Isomorphismus) sind die der folgen-
den Luste:

vier klassische Serien
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n Knoten
B, 0—0—0—... —0=20 n >
C, 0—0—. .. —0=<20 n >
/ 0
D, 0—0—0... — 0\ n>4
0
b exzeptionelle Wurzelsysteme
0 0
| |
Eg 0—0—0—0—0 E; 0—0— 0 —0—0—-0
0
|
Es 0—0— 0 —0—0—0—0
F, 0—0=0—0 G, 0=0

Bemerkung 3.4.7.
Diese unzerlegbaren Wurzelsysteme treten genau als die Wurzelsysteme von
einfachen Lie-Algebren auf, womit Satz 1.1.11 gezeigt ist.

4 Darstellungen halbeinfacher Lie-Algebren

4.1 Gewichte

Definition 4.1.1. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und by eine
Cartan-Subalgebra von g.

(i) Die Elemente des Dualraums b* heiffen auch Gewichte von g (beziiglich
der Cartan-Subalgebra b).

(i1) Fir jede Darstellung V' von g definiert man den Gewichtsraum zum
Gewicht A € b* durch

Vi={veV|Hv=XH)v V H €b}

Ist V) # 0, so heifst X ein Gewicht der Darstellung V. Fiir Menge aller
Gewichte der Darstellung V' schreiben wir P(V).

Beispiel: Die Gewichte der adjungierten Darstellung sind genau die
Wurzeln und der Nullvektor in b*.
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(iii)

(iv)

(v)

Fiir jedes System positiver Wurzeln definieren wir eine Halbordnung
auf b* durch
A>pu <= \A—peNRT.

Fin beziiglich dieser Halbordnung grifites Element A in P(V) — d.h.
A —u € NRY fir alle p € P(V) — heifit auch das héchste Gewicht
der Darstellung V' beziiglich R™. Das hochste Gewicht muss nicht exi-
stieren, aber wenn es existiert, so ist es eindeutig. (Man beachte, dass
fiir eine Menge M mit Halbordnung > bei einem gréfiten Element \
fiir alle p € M die Beziehung A > v gelten muss. Fiir ein maximales
Element X muss dagegen aus j1 > X\ folgen, dass A\ = u, aber nicht je-
des Element p muss in einer Beziehung zu X stehen. Entsprechend sind
grofste Elemente eindeutig, mazimale Elemente aber nicht unbedingt.)

Man nennt
L"={\eb|(\a")€Z YV aeR}

das Gitter der ganzen Gewichte.

Alle Wurzeln sind ganze Gewichte, R C L*. Das Gitter L' der ganzen
Gewichte ist stabil unter der Weylgruppe.

Ist 1 = {c,..., .} eine Basis des Wurzelsystems, so betrachten wir
wie 1m Beweis von Satz 3.3.2 die fundamentalen dominanten Gewichte

Ai = Aaia

ndamlich die zu den einfachen Kowurzeln oz;-/ € b duale Basis in bh*. Es
gilt also fiir die fundamentalen dominanten Gewichte

<Ai7 O[V> = 5@']‘ .

J

Die fundamentalen dominanten Gewichte bilden eine Z—Basis fir das
Gitter der ganzen Gewichte.

Wir nennen
XT(RT)=NA; +---+NA, = {A e b’ |(\,a¥) €N fir allea € R"}

die dominanten ganzen Gewichte. X (R") ist der Schnitt des Gitters
L™ mit der beziiglich Rt dominanten Weylkammer.

Wir interessieren uns fiir die Klassifikation endlich-dimensionaler kom-
plexer Darstellungen der halbeinfachen komplexen Lie-Algebra g. Wegen des
Satzes von Weyl 2.3.6 kdnnen wir uns dabei auf einfache Darstellungen be-
schrianken. Wir werden nun sehen, dass deren Isomorphieklassen in Bijektion
zu den dominanten einfachen Gewichten stehen.
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Lemma 4.1.2.
Sei V' eine Darstellung der halbeinfachen Lie-Algebra g, dann gilt

gaV,\CV,\+a VCYER, )\Gf)*

Beweis.
Wir betrachten zunéchst die Gleichung

HXv=[H X]Jv+ XHv .

fir alle H € h, X € gund v € V. Fiir v € V), gilt Hv = A(H)v; fiir
X € g, ist [H, X]| = a(H)X, also

HXv = a(H)Xv+ X\H)v = (\H) + a(H)) Xv.

Lemma 4.1.3.
Betrachte in g die beiden Unteralgebren n = @ g_o und nt = P ga-

aERT aERT
Sei V' eine g-Darstellung und v € Vy ein Gewichtsvektor derart, dass ntv =

0. Dann ist die von v erzeugte n-Unterdarstellung W C V' schon eine g-
Unterdarstellung und es gilt Wy = Cv sowie W = @ W,.

H<A

Beweis.
Aus Lemma 4.1.2 folgt sofort, dass WNVy = Cv sowie W = ., W,..
Es kommt also darauf an, zu zeigen, dass

XWcw firalle X eb:=hodn'.
Betrachte fiir » € N den Unterraum
W(r):=spanc{Y;...Yoli <rY; e W}.

Sicher ist W = UW/(r), und wir wollen mit Induktion nach r zeigen,
dass XW(r) ¢ W(r). Fur r = 0 folgt aus den Annahmen iiber die
Wirkung von b sofort XW(0) C W(0).

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir
XY .. Yo=Y XY.. Yo+ [ X V1]Ys... Vv

Im ersten Term liegt auf Grund der Induktionsvoraussetzung
XYs...Y,u € W(r — 1), also der erste Term in W(r). Im zweiten
Term zerlegen wir die Lie-Klammer in [X,Y;] = X +Y mit X € b und
Y € n und wenden nochmals die Induktionsvoraussetzung an. O
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Satz 4.1.4.
Sei V' eine einfache Darstellung von g.

(i) Besitzt die Menge P(V') der Gewichte von V' ein mazimales Element,
so ist dieses auch ein gréfstes Element, d.h. ein hdchstes Gewicht.

(i1) Besitzt V' ein hichstes Gewicht, so ist der zugehiorige Gewichtsraum
ein-dimensional.

(i1i) Jede endlich-dimensionale einfache Darstellung von g hat ein hochstes
Gewicht.

Beweis.

e Ist v € V) ein nicht-verschwindender Vektor mit maximalen Ge-
wicht A, so gilt g,v = 0 fiir alle positiven Wurzeln @ € R™, also
gilt n*v = 0. Lemma 4.1.3 liefert uns nun eine g-Darstellung W
mit Wy = Cu; da V einfach ist, folgt W = V. Dies zeigt (i) und
(ii).

e Gilt dimV < oo, so zerfillt wegen Satz 2.4.1 (ii) die Darstellung
V' in die direkte Summe ihrer Gewichtsrdume:

‘/3: Gianva.

Aebh*

Das Gewichtssystem ist endlich und nicht—leer, hat daher ein ma-
ximales Element, das wegen (i) ein héchstes Gewicht ist. O

Satz 4.1.5.
Ist V' eine endlich-dimensionale Darstellung einer halbeinfachen Lie-Algebra
g, so sind alle Gewichte von V' ganz, P(V) C LY und

P(V) ={Xeb*|Va# 0}

st stabil unter der Wirkung der Weylgruppe. Insbesondere ist das hdchste
Gewicht, wenn es existiert, ganz und dominant.

Beweis.
Betrache fiir jede Wurzel a € R die Unteralgebra sl(2,C), = g, ®
Ca¥ @ g_q, die isomorph zu sl(2,C) ist. Aus der Darstellungstheorie
von sl(2, C) folgt sofort (A, a") € Z.

76



Wir wéhlen nun einen Erzeuger E,, des ein-dimensionalen Vektorraums
go und E_, von g_,. Fir v € V) und v # 0, setzen wir m = (A, a").
Aus der Darstellungstheorie von sl(2, C), folgt

(E_o)"™v # 0 falls m>0
(Ey)™  # 0 falls m <0.

In jedem Fall ist V)_,,, # 0, also
Sa(A) =X — (N, aY) =X —m,

ein Gewicht der Darstellung V.

Ist nun das Gewicht A € P(V) nicht dominant, so gibt es a € II mit
(A, ") < 0. Es liegt dann auch s,(\) = (A, a")a in P(V) und s,(\) >
A. Also kann A nicht maximal gewesen sein. Es folgt, dass die maximalen
Gewichte endlich-dimensionaler Darstellungen dominant sind. O

Satz 4.1.6. Seien V und V' einfache Darstellungen mit demselben hochsten
Gewicht X. So sind V' und V' isomorph.

Beweis.
Seien v € V und v" € V{ von Null verschiedene Vektoren und W der
in V& V' von (v,v') erzeugte Untermodul. Nach Lemma 4.1.3 ist W
direkte Summe seiner Gewichtsrdume und Wy = C(v,v").

Jede echte Unterdarstellung U von W ist direkte Summe ihrer Ge-
wichtsrdume und liegt in
@ w

HFEX

Bezeichne mit pr; die Projektion von V' & V' auf V' und mit pry die
Projektion von V & V' auf V', die wir natiirlich auch auf Unterrdume
von V @& V' einschrdnken konnen. Es gilt sicher pri(U) # V und
pra(U) # V'. Da die Darstellungen V' und V” einfach sind und die Bil-
der unter den Projektionen Unterdarstellungen, folgt pry(U) = 0 und
pra(U) =0, also U = 0. Also ist auch W eine einfache Darstellung.

Das Schursche Lemma impliziert jetzt, dass pry : W — V und prs :
W — V' Isomorphismen sind, da beide Abbildungen nicht null sind.
Daher gilt auch die Isomorphie V = V',

Wir fassen die erzielten Ergebnisse zusammen und fiigen eine zusétzliche
Aussage zu:
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Theorem 4.1.7.
Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra tber C. Dann sind die einfachen g-
Darstellungen in Bijektion zu den ganzen dominanten Gewichten.

Wir miissen nur noch zeigen, dass jedes ganze dominante Gewicht als
hochstes Gewicht einer irreduziblen Darstellung auftritt. Dazu brauchen wir
als Hilfsmittel den Begriff der universellen einhiillenden Algebra.

4.2 Die universelle einhiillende Algebra

Definition 4.2.1.

Sei g eine Lie-Algebra iiber einem Korper k. FEine (universelle)
einhiillende Algebra von g ist ein Paar (U,can), wobei U eine assoziative
unitale k—Algebra ist (die durch den Kommutator auch die Struktur einer
Lie-Algebra bekommt) und

can: g — U

ein Homomorphismus von Lie-Algebren, so dass die folgende universelle Fi-
genschaft erfillt ist: gegeben eine unitale assoziative k—Algebra A und ein
Homomorphismus von Lie-Algebren

prg— A

gibt es genau einen Homomorphismus von unitalen k—Algebren ¢ : U — A,
so dass gilt ¢ = ¢ o can. Als Diagramm geschrieben.:

g “NU
e\ 4 T
A

Bemerkung 4.2.2.
(i) Mit den bei universellen Eigenschaften iblichen Argumenten zeigt man,
dass eine Lie-Algebra bis auf kanonische Isomorphie hdchstens eine
einhiillende Algebra besitzt.

(i1) Wir bringen einige Beispiele. Ist die Lie-Algebra null-dimensional,
g = 0, so ist die einhiillende Algebra gerade der zu Grunde liegende
Korper U = k. Ist die Lie-Algebra ein-dimensional, g = kX, so ist der
Polynomring U = k[X]| mit der Abbildung

can: g — Kk[X]
aX +— aX.
eine einhillende Algebra. Man darf sich also ruhig einhiillende Algebren

als Verallgemeinerungen von Polynomringen auf “nicht-kommutierende
Variable” vorstellen.
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Lemma 4.2.3.
Sei can : g — U eine einhiillende Algebra von g. Die Finschrinkung maittels
can vermittelt eine Aquivalenz von Kategorien.

Moduln tiber der unitalen R Darstellungen der Lie-
k—Algebra U Algebra g

Beweis.
Eine Darstellung (V) p) von g ist nach Definition ein k—Vektorraum V'
und ein Lie-Algebrenhomomorphismus

p:g— Endg(V)

Ein U-Modul (V) ist nach Definition ein k—Vektorraum V und ein
Homomorphismus assoziativer unitaler k—Algebren

v : U — Endg(V)

Die Aquivalenz ist daher als Abbildung von g-Darstellungen zu U-
Moduln

Vip) = (V. p),

wobei pocan = p gilt und p nach der universellen Eigenschaft exisitert.
Die Umkehrabbildung von U-Moduln zu g-Darstellungen ist

(V,p) — (V,pocan).

Jede Lie-Algebra hat insbesondere die triviale Darstellung auf dem
Grundkorper k. Wir bekommen also einen Algebrenhomomorphismus

e: U(g) = k

mit €(X) = 0 fiir alle X € g, die sogenannte Augmentation. Der Kern der
Augmentation € ist ein beidseitiges Ideal von U(g), das Augmentationsideal:

Ut =kere.
Unser néchstes Ziel ist das folgende

Theorem 4.2.4 (Poincaré-Birkhoff-Witt).
(i) Jede Lie-Algebra g besitzt eine universelle einhiillende Algebra U(g).
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(11) Ist (X;)icr eine Basis von g und < eine totale Ordnung auf der Index-
menge I, so bilden die Monome:

can(X;y) ... can(Xy) mit i(1) <i(2) <--- <i(r) und0<r

eine k—Basis von U(g). Hierbei ist fiir r = 0 das leere Monom gemeint,
das das neutrale Element 1 € U(g) der Algebra ergibt.

Startpunkt der Konstruktion von U(g) ist die Tensoralgebra:

Definition 4.2.5.
Sei V' ein k—Vektorraum. Die Tensoralgebra tiber V ist die assoziative unitale
k—Algebra

TV)=PVT =kaoVeVeVao...

r>0

mit dem Tensorprodukt als Multiplikation:
(M @uy- V) (W @ Quy) ==V R+ QU Quy -+ @ Wy,

Auch die Tensoralgebra kann man durch eine universelle Eigenschaft cha-
rakterisieren:

Lemma 4.2.6.

Sei ¢ die evidente Finbettung des Vektorraums V in die Tensoralgebra T(V').
Ist V' eine unitale assoziative k—Algebra und ¢ : V — A eine k-lineare Ab-
bildung, so gibt es genau einen Homomorphismus von assoziativen Algebren

o:T(V)—= A
so dass das Diagramm
Vo= T(V)
e\ P
A
kommutiert.
Beweis.

Da der Vektorraum V' die Tensoralgebra T'(V') als Algebra erzeugt,
gibt es nur maximal einen Algebrenhomomorphismus ¢, der durch seine
Werte auf V festliegt. Wir definieren ihn auf einem allgemeinen Element

von T'(V') durch

Pv1 @ ... vp) 1= p(v1) ® p(v2) ® - ® P(vy)
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Die Tensoralgebra kann man fiir jeden Vektorraum betrachten, insbeson-
dere fiir eine Lie-Algebra g. Die Lie-Klammer auf g ist dann aber nicht in die
Struktur der Algebra T'(g) eingebaut. Dies leistet die folgende Konstruktion:

Satz 4.2.7.
Sei I = I(g) das beidseitige Ideal von T(g), das von allen Elementen der
Formz®y—y®x — [z,y] mit z,y € g erzeugt wird. Dann ist U(g) mit der
Abbildung

can : g <> T(g) = Ul(g)
eine einhillende Algebra der Lie-Algebra g.

Beweis.
e can = po c ist Homomorphismus von Lie-Algebren. In der folgen-
den Rechnung schreiben wir die Einbettung ¢ : V' — T'(V') nicht
explizit:

can([z,y]) = p(lz,y]) =ple®@y -y )
= can z can y —can y can x = [can x,can y| ,

wobei wir bei der zweiten Gleichheit ausnutzten, dass t Q y — y ®
x — [x,y] im Kern von p ist.

e U(g) wird als unitale Algebra von can(g) erzeugt, also lassen sich
fiir jede assoziative Algebra Abbildungen g — A zu Abbildungen
U(g) — A von assoziativen Algebren in hochstens einer Weise
fortsetzen.

e Betrachte nun das Diagramm

g < T > Ul
0\ j %

wobei ¢ ein Lie-Algebren Homomorphismus ist. Nach Lemma
4.2.6 lasst sich ¢ — wie jede lineare Abbildung — eindeutig zu einer
linearen Abbildung von Algebren

o:T(g) > A

fortsetzen. Da ¢ aber iiberdies ein Homomorphismus von Lie-
Algebren ist, folgt ¢(I(g)) = 0. Also faktorisiert ¢ eindeutig zu
einem Homomorphismus von Algebren

p:U(g) — A.
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Definition 4.2.8.

Fir ein Gewicht A\ € b* betrachte in der universellen einhiillenden Algebra
U(g) das Linksideal Iy, das erzeugt wird von allen X € g, fir « € R™ und
von H — XN(H)1 fir H € h. Der Quotient A(\) = U/I, tragt eine natirliche
Struktur als Linksmodul iber U(g) und damit nach Lemma 4.2.3 als Darstel-
lung der Lie-Algebra g. Diese Darstellung heifst der Vermamodul von g zum
héchsten Gewicht A € b*. Offenbar hat der Vermamodul die Gewichtsraum-
zerlegung

A =B AN,

HS<A

und X\ ist wirklich das héchste Gewicht von A(N).

Man kann nun die folgenden Aussagen zeigen, die wir ohne Beweis brin-
gen:

Satz 4.2.9.

(i) Der Vermamodul A(N) besitzt einen grifiten echten Untermodul
rad A(N).

(i) Wir bezeichnen mit L(\) = A(X)/rad A(X\) den Quotientenmodul, der
einfach ist. Dadurch erhalten wir die folgende Bijektion:

.~ FEinfache Hdéchstgewicht—Darstellungen

h* — . .
bis auf Isomorphie

A = LA\

(111) Der einfache Quotientenmodul ist endlich-dimensional, dim L(\) < oo,

genau dann, wenn das héchste Gewicht A dominant und ganz ist, A €
X,

Damit ist Theorem 4.1.7 vollsténdig gezeigt. Tatséchlich kann man zeigen,
dass das hochste Gewicht sehr viel Information {iber eine einfache Darstel-
lung enthélt: insbesondere kann man aus dem hochsten Gewicht sowohl die
Dimension der Darstellung als auch ihren Charakter ausrechnen, der die Dar-
stellung eindeutig charakterisiert. Eine Darstellung dieser Sétze kénnen wir
in dieser Vorlesung leider nicht geben.
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