LISTENFARBUNGEN UND DURCHSCHNITTSGRAD

MATHIAS SCHACHT

ZUSAMMENFASSUNG. Wir reproduzieren ein paar probabilistische Beobachtun-
gen von Alon [Restricted colorings of graphs, Surveys in Combinatorics, Lon-
don Math. Soc. Lecture Note Ser. 187 (1993), 1-33] iiber den Zusammenhang
von der listenchromatischen Zahl ch(G) und dem Durchschnittsgrad d(G) eines
Graphen G.

1. LISTENCHROMATISCHE ZAHL VON GRAPHEN MIT HOHEM
DURCHSCHNITTSGRAD

Die listenchromatische Zahl ch(G) eines Graphen G = (V, E) ist eine Verallge-
meinerung der Firbungszahl bzw. chromatischen Zahl x(G). Wie sagen ¢: V — N
ist eine Farbung bzw. Eckenfirbung des Graphen G, falls benachbarte Ecken un-
terschiedliche Farben zugeordnet bekommen, d.h. ¢(z) # c(y) fiir alle Kanten
xy € FE. Offensichtlich kann man jeder Ecke einer andere Farbe zuordnen und
so eine Farbung erhalten. Somit gibt es auch eine kleinste natiirliche Zahl k mit der
Eigenschaft, dass es eine Farbung c¢: V — [k] := {1,...,k} gibt und k bezeichnen
wir als die Farbungszahl von G (in Zeichen x(G) = k).

Sei nun fiir jede Ecke v € V eine Farbliste S, C N gegeben. Wir sagen ¢: V — N
ist eine Listenfirbung (bzgl. (Sy)vev), falls ¢ eine Farbung ist und c¢(v) € S, fiir
alle v € V erfiillt ist. Die Listen schrinken also die mogliche Farbwahl ein. Die
listenchromatische Zahl ch(G) ist die kleinste Zahl k, so dass es fiir jede Wahl von
Farblisten S, € N mit |.S,| > k fiir alle v € V eine Farbung ¢ von G mit ¢(v) € S,
gibt. Man sieht sofort ein, dass ch(G) > x(G) gilt, in dem man einfach die Listen
Sy = [ch(@)] fiir jede Ecke v € V' benutzt.

Auf der anderen Seite gibt es keine Funktion f: N — N mit der Eigenschaft,
dass sich die listenchromatische Zahl fiir beliebige Graphen G durch f(x(G)) be-
schrénken ldsst. Tatséchlich folgt aus Satz 1, dass z. B. fiir den vollstédndigen bipar-
titen Graphen K, ,, gilt

ch(Kpn) = Q(IOgn) . (1)

loglogn

Es gibt also eine Familie von Graphen mit beschrankter chromatischer Zahl de-
ren listenchromatische Zahl unbeschrénkt ist. Tatséichlich zeigt Satz 1, dass die
im Gegensatz zur chromatischen Zahl die listenchromatische Zahl mit dem Durch-
schnittsgrad d(G) = 2|E|/|V| eines Graphen G = (V, E) gegen unendlich tendiert.
Genauer fiir jede Folge von Graphen (G )peny mit d(G,) — oo fiir n — oo gilt
ch(G,) — oc.
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Satz 1 (Alon 1993). Sei k > 1 und G = (V, E) ein Graph mit Durchnittsgrad

dG) > 4(5)m(2(%)),

dann gilt ch(G) > k.

Wenn wir die Beziehung zwischen k& und d = d(G) aus Satz 1 nach d auflosen,
dann erhalten wir die Existenz einer geeigneten Konstanten v > 0, so dass

logd

dG)>d = ch(G)> (2)
und somit insbesondere (1). In Kapitel 2 werden wir sehen, dass dieser funktio-
nale Zusammenhang fast bestmoglich ist, indem wir ch(K, ) < Clogn fiir eine
geeignete Konstante C' > 0 herleiten (siehe Proposition 2).

Pylog logd "

Beweis von Satz 1. In einem ersten Schritt reduzieren wir den Satz auf biparti-
te Graphen mit hohem Minimalgrad. Tatséchlich enthélt jeder Graph mit Durch-
schnittsgrad d einen Teilgraphen mit Minimalgrad d/2 (siehe z. B. [2, Propositi-
on 0.2.2]). Dariiber hinaus gibt es fiir jeden Graphen eine Partition der Ecken
in zwei Klassen, so dass jede Ecke in der sie nicht enthaltenden Klasse mehr
Nachbarn hat, als in der ,eigenen“. Genauer gibt es fiir jeden Graphen H eine
Partition AUB = V(H) mit der Eigenschaft [Ng(a) N B| > |Ng(a) N Al und
|Ng(b) N A| > |Ng(b) N B| fiir alle Ecken a € A und b € B.

Sei also XUY mit |X| > |Y| die Partition eines bipartiten Teilgraphen I' von G
mit Minimalgrad

8(T) = 1d(@) = () (2(})). (3)
Wir werden zeigen, dass ch(I') > k und wegen ch(G) > ch(T") folgt der Satz.

Der Beweis beruht auf einem probabilistischen Argument. Wir fixieren die Grund-
menge der Farben S = [k*] und wihlen Listen der Linge k zufillig in zwei Phasen
aus. In der ersten Phase wéihlen wir die Listen fiir die Ecken y € Y. Fiir jedes
y € Y sei Sy eine zufillige k-elementige Teilmenge von S, wobei jede Liste gleich-
wahrscheinlich ist und die Wahl fiir jedes y unabhéingig ist. Genauer gesagt be-

trachten wir den diskreten Produktraum (“z)y, wobei fiir jedes y € Y der Faktor
des Produktraumes durch die Elementarwahrscheinlichkeiten

F(S, = K) = -

4
(%)
fiir jedes K € (‘2) generiert wird.

Wir sagen fiir eine gegebene Familie von Listen (Sy)ycy ist die Nachbarschaft
einer Ecke x € X reichhaltig (bzw. einfach x ist reich), falls es fiir jedes K € (;?)
ein y € Np(z) mit S, = K gibt. Eine Ecke € X ist also genau dann reich, wenn
in ihrer Nachbarschaft jede mogliche k-elementige Farbliste aus S vorkommt. Fiir
eine fest gewéhlte Ecke z € X und K € (k,:) ist die Wahrscheinlichkeit, dass K
nicht als Liste in der Nachbarschaft von x vorkommt durch

4 [Nt ()] (1)
P(~3y € Np(x): K = 5,) = (@;1) < (1 _ :)
(k) (k)
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beschrankt. Durch aufsummieren dieser Fehlerwahrscheinlichkeiten erhalten wir
1
P(x ist nicht reich) < Z P(-3y € Nr(z): K =5,) < 3
Ke(})
Also ist die erwartete Anzahl von Ecken in X die durch eine zuféllige Auswahl
von Listen (Sy)yey nicht reich werden héchstens | X /2. D.h. es gibt eine Auswahl
von Listen, so dass mindestens |X|/2 Ecken in z reich sind und fiir den Rest des
Beweises fixieren wir eine solche Auswahl (T)ycy .
Als néchstes wihlen wir die Listen fiir die Ecken in X aus. Auch diese Listen

werden zunéchst zufillig gleichverteilt und unabh#ngig voneinander gewéhlt. Wir

betrachten also diesmal den Produktraum (‘:)X Sei ¢: Y — S eine Farbung der

Ecken in Y, welche die Listenrestriktion der fiir Y fest gewihlten Listen (T),)yecy
erfiillt, d. h. ¢(y) € T, fiir alle y € Y und fiir eine Ecke z € X sei

¢ ={c(y): y € Nr(z)}

die Menge der Farben die in der Nachbarschaft von x vorkommen.

Falls  beziiglich der Listen (T,)ycy eine reichhaltige Nachbarschaft hat, dann
muss gelten

[S\cz| > k—1,
da jede k-elementige Teilmenge von .S mindestens einem Nachbar von x als Farbliste
zugeordnet wurde. Um also die partielle Farbung ¢ zu einer Eckenfirbung von
ganz I' erweitern zu konnen, muss die Liste S, der reichen Ecke x mindestens eine
der k —1 Farben aus S\ ¢, zugeordnet bekommen. Die Wahrscheinlichkeit fiir diese
Ereignis kann mit
kt—
(k-1(,5) 1
(%) K
k

abgeschétzt werden. Da die Farblisten (S;).cx unabhiingig voneinander gewihlt
werden und es mindestens | X|/2 reiche Ecken in X gibt, ergibt sich

P(c kann auf 2 erweitert werden) = P(S, N (S\ ¢;) # 0) <

P(c kann auf ganz X erweitert werden) < H P(c kann auf x erweitert werden)

x reich

2
<\&2 T RXT

Schlieflich summieren wir iiber alle k¥ Farbungen ¢ von Y, die die Listenrestrik-
tionen erfiillen und mit | X| > |Y'| erhalten wir
[Y]

P(3Férbung ¢: XUY — S von I mit ¢(z) € S, und c(y) € Ty) < i 1.

P S

Somit gibt es k-elementige Farblisten T, fiir x € X, so dass keine Listenfarbung
von T fiir die Listen (T%),cxuy existiert und deswegen gilt ch(I') > k. O

2. LISTENCHROMATISCHE ZAHL VOLLSTANDIGER BIPARTITER GRAPHEN

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass Satz 1 fast bestmoglich ist. Aus Satz 1
folgt ch(K,, ) > 7logn/loglogn fir eine hinreichend kleine Konstante v > 0
(unabhéngig von n). Mit Hilfe eines einfachen probabilistischen Arguments werden
wir ch(K,, ) < 1+ |logyn] zeigen, was eine direkte Konsequenz der folgenden
Proposition ist.
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Proposition 2. Falls n < 2"~ fiir natiirliche Zahlenn, k > 1, dann ch(K,, ) < k.

Beweis. Seien X und Y die Eckenklassen von K, ,, seien (S,),cxuy gegebene
Farblisten der Linge mindestens k und sei S := [J, ¢y S- die Menge der in den
Listen vorkommenden Farben. Wir wiihlen eine zufiillige Partition von S = SxUSy,
wobei fiir jede Farbe s € S unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit 1/2 das Ereignis
s € Sx eintritt. Anders ausgedriickt werfen wir fiir jede Farbe eine faire Miinze und
bei ,,Kopf* kommt die Farbe in die Menge Sx und bei ,,Zahl“ in die Menge Sy .

Auf Grund der Unabhéngigkeit der Zuordnung der Farben auf Sx und Sy und
da |S,| > k fiir jede Ecke 2z € XUY gilt

1\" 1\ *
P(S, NSx =0) < <2) und P(S, NSy =0) < (2>

fiir alle Ecken z € X und y € Y. Aufsummieren dieser Fehlerwahrscheinlichkeiten
ergibt

k
1
PEzeX: S;NSx=0)+P3yeY: SyﬂSy:(Z))<2n-(2> <1,

dan < 2¢71. Also gibt es eine Aufteilung Tx UTy der Farben S mit der Eigenschaft
Sy NTx # 0 und S, N Ty # O fiir alle Ecken 2 € X und y € Y. Wihlen wir
jeweils eine Farbe aus S, N Tx und S, N7y fiir alle Ecken z € X und y € YV
aus, dann erhalten wir eine Listenfarbung von K, ,, fiir die gegebenen Farblisten
(SZ)ZGXUY U

Die listenchromatische Zahl von K, , ist eng verwandt mit der sogenannten
Figenschaft B von Hypergraphen. Ein k-uniformer Hypergraph (bzw. k-Graph) H
ist ein Paar (V,E), wobei V eine Menge und E C (‘;) eine Teilmenge der k-
elementigen Teilmengen von V ist. Fiir k = 2 erhalten wir den Begriff des Graphen
und auch fiir Hypergraphen bezeichnen wir die Elemente von V' als Ecken und
die Elemente von E als Kanten. Zuriickgehend auf Miller [6] (zur Ehre von Felix
Bernstein [1]) sagen wir H hat die Eigenschaft B (bzw. H ist 2-farbbar), falls es eine
Partition der Eckenmenge XUY = V gibt, so dass keine Kante von H vollstindig
in X oder in Y enthalten ist, d. h. EN (*)k() =0 und EN (}k/) = (). Weiter sei m(k) die
grofite natiirliche Zahl m, so dass jeder k-uniforme Hypergraph mit echt weniger
als m Kanten die Eigenschaft B hat. Der Beweis von Proposition 2 ist fast identisch
zu dem Beweis von Erdés [3], dass m(k) < 271, Allgemein kann man zeigen

n<im(k) = ch(K,n) <k
und

n>m(k) = ch(K,,) >k,
(siehe [5, p. 128ft]). Die zur Zeit besten Schranken fiir m(k) sind
E Y2 m(k)
< < cok?
“ <logk> - 2k = czk

fiir geeignete Konstanten ¢; und ¢y > 0. Die obere Schranke geht auf Erdés [4]
und die untere Schranke geht auf Radhakrishnan und Srinivasan [7] zuriick. Somit
erhalten wir

ch(Ky.n) = (1+0(1))logy n,
wobei o(1) — 0 fiir n — oco.
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