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Modul
Grundbildung Analysis WiSe 2010/11

Hinweis: Dieses Manuskript setzt das Skript aus dem letzten Semester fort. Es ist nur versténdlich und von Nutzen
fiir Personen, die gleichzeitig regelmiifiig und aktiv die zugehorige Vorlesung besuchen (also nicht nur korper-
lich anwesend sind), und es wurde auch nur fiir diesen Hoérerkreis geschrieben. Es erhebt keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit, Fehler sind zwar drgerlich, aber leider nicht auszuschlieflen!

5 Analysis

In diesem Semester geht es zunichst um reelle Folgen und Reihen, anschliefend werden wir Stetigkeit
und Differenzierbarkeit bei reellen Funktionen untersuchen.

0 Ein einfiihrendes Beispiel

Zur Zeit der Wiedervereinigung wohnten in der ehemaligen BRD circa 60 Millionen, in der ehemaligen
DDR circa 15 Millionen Menschen. Nehmen wir einmal an, dass seitdem in jedem Jahr 3% der Biirger
der alten in die neuen Bundesldnder wechseln und umgekehrt circa 17% der Bewohner die neuen Lénder
verlassen, um sich in den alten Léndern niederzulassen. Wie éndern sich die Bevilkerungszahlen im Laufe
der Zeit, falls auflerdem die Gesamtbevolkerung konstant bleibt?

Losungsansatz: 1)  Die Einwohnerzahl der alten Lénder in den ersten Jahren betréigt
60, 60.75, 61.35, 61.83, ... Millionen Menschen, dies folgt aus

2)  Sei a, die Einwohnerzahl der alten Linder am Ende des n-ten Jahres mit dem Startwert ag = 60.

Dann gilt

3 17
apyl1 = @p — —— - ap+

L5 —an) = 12. 8-
100 100 (75 — ay) 75 +0.8-a,

3) Die Einwohnerzahl in den alten Lindern nimmt stindig zu: Fiir alle n € N gilt

apy1 = 1275408 (12.75+ 0.8 -a,—1) = 12.75- (1 4+ 0.8) + 0.82 - a1
= 12.75- (1 +0.8+0.82 +... +0.8") + 0.8"! . qq

n
= 12.75- Z 0.8 +0.8"*1 . g
k=0

1—0. n+1
= 1275 1—0738 +0.8"" . gy ( Ausnutzung der geometrischen Summenformel)

= 12.75-5+0.8"" . (ap — 12.75-5) = 63.75 — 0.8" 1. 3.75

Damit ist

Ani1 — an = (63.75 — 0.8"+1 . 3.75) — (63.75 — 0.8" - 3.75) = 0.8" - 0.2-3.75 > 0 ,
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also wachst a,, in jedem Jahr.

4)  Einerseits wird die Einwohnerzahl in den alten Léndern immer grofler, andererseits gilt a,, < 75 fiir
alle n € N. Daher ist zu vermuten, dass sich die Einwohnerzahl in den alten Lindern einem ,, Grenzwert“
g annéhert, d.h., fiir sehr grofie n ist ndherungsweise a,,+1 = a, = g zu erwarten. Damit folgt aus 2)

g=12754+08-g = ¢g=063.75

Dieses Ergebnis wird durch folgende Feststellung untermauert: Wenn man 0.8™ fiir immer gréflere n € N
berechnet, nihert man sich immer stérker der Zahl 0 an, also bewegt sich a,, = 63.75 — 0.8" - 3.75 auf die
Zahl 63.75 zu.

Wir versuchen einen allgemeinen Ansatz: Bei einer konstanten Gesamtbevolkerung G, einem Startwert ag
(Einwohnerzahl alte Lander), festen Wanderungsquoten 0 < ae < 1 (alt nach neu), 0 < § < 1 (umgekehrt)
und a + 3 # 0 erhalten wir aus der Rechnung 3)

1-(1-a-pg"t!

ant1 = (G-P) +(1—a—p)""ag

(a5
_ _ n+1
o B g (GB
= Coarp Umeh) <a+5 a°>

Fiir |1 — a — 3] < 1 folgt hieraus analog der ,,Grenzwert*

B
a+

g=G

Fragen: 1) Bedeutet die Voraussetzung o+ # 0 eine wesentliche Einschréinkung unserer Uberlegungen?

2) Ist der ausgeschlossenen Fall |1 —a — | > 1 iiberhaupt moglich?

1 Konvergenz, Grenzwert und Hiaufungspunkte

Bereits im ersten Semester haben Sie Folgen als Abbildungen von N oder Ny in eine beliebige Menge
M kennengelernt, in diesem Sinn handelt es sich bei den Bevolkerungszahlen ag, a1, ... um eine Folge
a : Ng — R. In den néchsten Abschnitten werden wir uns ausfiihrlich mit unterschiedlichen Eigenschaften
von reellen Folgen beschéiftigen. Wir beginnen mit einem der wichtigsten Begriffe der Analysis:

Def 1.1 Eine reelle Folge (ay,) konvergiert gegen einen Grenzwert a, geschrieben

lim a,=a :<—= VeeR,e>0 dngeN: |a,—a|]<e YneN, n>ng

n—oo
FEine Folge, die konvergiert, heiffit auch konvergent. Besitzt eine Folge keinen Grenzwert, handelt es sich
um eine divergente Folge, es liegt Divergenz vor.

Statt lim a, = a schreiben wir kiirzer lima, = a, andere Schreibweisen fiir diesen Sachverhalt sind
n—oo

(an) — a oder a, — a. Die natiirliche Zahl ny aus der Definition 1.1 wird in der Regel von dem
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vorgegebenen ¢ abhingen', daher findet man in Definitionen an Stelle von ng auch oft die Bezeichnung
no(e).

Mit Us(a) :== {z € R | |x —a| < €}, genannt die e-Umgebung von a, kann man Konvergenz auch
folgendermaflen definieren:

Def 1.1’ Eine reelle Folge (a,) konvergiert gegen einen Grenzwert a : <= In jeder e-Umgebung von
a liegen fast alle Folgenglieder.

Fast alle bedeutet hierbei alle bis auf endlich viele Ausnahmen. Dies ist etwas anderes als unendlich viele!
Wihrend bei ,unendlich viele“ beispielsweise jedes zweite Folgenglied (und damit ebenfalls unendlich
viele) ,irgendwo* liegen darf, sind im Fall ,fast alle“ ab einem bestimmten Folgenglied keine Ausreifler
mehr erlaubt. Ganz wichtig ist, dass man jede (noch so kleine) Umgebung von a beachten muss. Die
Gleichwertigkeit der beiden Definitionen 1.1 und 1.1’ soll hier nicht explizit bewiesen werden.

Beispiele: 1) Jede konstante Folge a,, := a hat a als Grenzwert, denn fiir jedes ¢ > 0 und fiir jede
natiirliche Zahl n gilt |a, — a] = 0 < e. In diesem Fall liegen sogar alle Glieder der Folge in jeder
e—Umgebung von a.

2) Fiir die Folge (an) mit a, = 1 vermuten wir den Grenzwert 0. Es ist |a, — 0] = 1. Zum Beweis, dass

an, — 0 gilt, miissen wir also zu jedem € > 0 ein ng € N finden, so dass % < ¢ fiir alle n > ng gilt. Im
ersten Semester haben Sie (hoffentlich) gelernt:?

1
VreR* dneN: 0<—<|r|
n
Auf unseren Fall iibertragen bedeutet dies

1
Ve>0 dnpeN: 0<—<e
no

Dieses ng benutzen wir fiir den Konvergenznachweis: Fiir alle n > ng gilt

1
no

la, — 0] = <e.

|1
n

In diesem Beispiel sieht man deutlich die Abhéngigkeit zwischen € und ng: Je kleiner die Umgebung U,
ist, um so langer wird man auf einen Index ng warten miissen, ab dem alle Folgenglieder innerhalb der
e-Umgebung liegen.

Jede Folge, die den Grenzwert 0 besitzt, heifit Nullfolge.

3) Die Folge a,, := (—1)" ist nicht konvergent. Héitte diese Folge einen Grenzwert a, so miisste es zu jedem
e >0 ein ng € N geben mit |a,, — a|] < ¢ fiir alle n > ng. Wir erhalten fiir e = 1 folgenden Widerspruch:

2 =lap+1 — an| = |(ant1 — a) — (ap, — a)| < lapy1 —a| +]an —a| <1+1=2

(wo steckt der Widerspruch?)

!Je kleiner €, um so groBer der Index ng. Wenn in diesem Semester der Buchstabe e auftaucht, ist (wie in der Mathematik
allgemein iiblich) immer eine beliebig kleine positive reelle Zahl gemeint.

2Zur Erinnerung: Weil es keine grofite natiirliche Zahl gibt, findet man zu jeder positiven reellen Zahl eine groéBere
natiirliche Zahl n. Umgekehrt (man bilde die Kehrwerte) gibt es zu jeder positiven reellen Zahl r eine Zahl vom Typ % mit
0< % < r, dies wurde bereits im ersten Semester (Skript Seite 26) erdrtert.
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4) ay, = :23213 hat den Grenzwert % Um dies zu beweisen, miissen wir zu jedem € > 0 ein ng mit der

verlangten Eigenschaft finden. Wir formen um:

3n +4 3'
— | <€ <

1
— — ——1=
m+2 2 <e n > r

2n + 2 2e

lan —a| =

Jedes ng mit ng > r erfiillt unsere Bedingung. (Frage: Welches ng kann fiir ¢ = ﬁ gewihlt werden?)

Wer will, kann Konvergenz auch mit Hilfe des Begriffs Endstick einer Folge (a,) erklidren, wobei ein
Endstiick aus allen Folgenglieder (in unverdnderter Reihenfolge) ab einem fest gewihlten Folgenglied
besteht.?

Def 1.1” a, — a: <= In jeder e~ Umgebung von a liegt ein Endstiick der Folge.

Wenn in Definition 1.1 ng(e) = k gilt, stammen die endlich vielen Ausnahmen gemifl Definition 1.1’
aus der Menge {a1,...,ax_1}. Das Endstiick aus Definition 1.1” beginnt mit dem Folgenglied ay.

Folgen kénnen keinen oder einen Grenzwert haben, nie aber mehrere:

Satz 1.1 Jede Folge besitzt hichstens einen Grenzwert.

Beweis: Angenommen, die Folge (a,) hat zwei verschiedene Grenzwerte a und b. Wir argumentieren
mit Hilfe der Definition 1.1°, die besagt, dass in jeder e-Umgebung von a und von b fast alle Folgenglieder
liegen miissen. Dies ist aber fiir ¢ := @ > 0 wegen U.(a) N U (b) = 0 unmdoglich!

Formal kann man auch mit Definition 1.1 arbeiten, um zu einem Widerspruch zu gelangen:

Zu e = 1229 5 0 gibt es dann ko, lp € N mit |aj, — a| < & fiir alle k > ko und |a; — b| < € fiir alle [ > Io.
Fiir alle n € N grofler als kg und [y folgt der Widerspruch 2e = |b—a| < |b — a,| + |an —a| < e+ = 2e.

Fin Tipp am Rande: Merken Sie sich die Entwicklung der Skizze, mit der in der Vorlesung gearbeitet
wurde. Diese Vorgehensweise ist typisch bei der Beantwortung dhnlicher Fragestellungen.

Im vorherigen Beispiel 3) gibt es unendlich viele Folgenglieder, die in jeder Umgebung von 1 liegen,
trotzdem ist 1 kein Grenzwert dieser Folge.

Def 1.2 a heiBt Hiufungspunkt einer Folge (ay) : <= In jeder Umgebung von a liegen unendlich viele
Folgenglieder.

Beispiele: 1) 1 und —1 sind die Haufungspunkte der Folge a,, := (—1)™.

2) Jede konvergente Folge besitzt den Grenzwert als Hiufungspunkt.

3) Die Folge (ay) := n besitzt weder einen Grenzwert noch einen Haufungspunkt, da in jeder endlichen
Umgebung jeder reellen Zahl nur endlich viele Folgenglieder liegen.

4) Die Folge 0,-1,0,1,—-2,-1,0,1,2,-3,...,3,—4,... hat die abzéhlbar unendliche Menge Z als Menge
der Haufungspunkte.

5) Was sind die Haufungspunkte der Cantor-Folge, mit der Q abgezihlt wird?*

3Anders als bei der Wurst ist das Endstiick bei Folgen unendlich lang!
4Einzelheiten siche erstes Semester, Skript Seite 30.
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Wir geben ein einfaches Kriterium fiir die Existenz von Hiufungspunkten an.

Satz 1.2 Wenn in jeder Umgebung von a mindestens ein von a verschiedenes Folgenglied liegt, ist a
Haufungspunkt der Folge.

Beweis: Zu zeigen ist, dass unter den gegebenen Voraussetzungen in jeder Umgebung von a unendlich
viele Folgenglieder liegen.

Sei ay, ein Folgenglied mit a,, € U:(a), a,, # a. Dann ist ¢1 := |a,, — a| > 0, nach Voraussetzung liegt
auch in U, (a) ein von a verschiedenes Folgenglied ay,, # an,. Auch in U, (a) mit €2 := |an, —a|] > 0 liegt
ein von a und ay,,, a,, verschiedenes Folgenglied a,,, usw. In der (beliebig gewéhlten) Umgebung U, (a)
liegen somit die unendlich vielen Folgenglieder ay, , an,, ang, - - ., also ist a Haufungspunkt.

Satz 1.2 besagt nicht, dass a kein Haufungspunkt ist, falls die Voraussetzung nicht erfiillt ist, wie die Folge
(—=1)™ zeigt. Ein Haufungspunkt (ebenso wie der Grenzwert) kann, muss aber nicht selbst Folgenglied
sein.

Satz 1.3 Jede konvergente Folge besitzt genau einen Haufungspunkt.

Beweis: Da jeder Grenzwert auch Hiufungspunkt ist, liegt mindestens ein Hiaufungspunkt a vor. Kein
b € R\{a} kann ebenfalls Hiufungspunkt sein, denn fiir ¢ := ‘a;b‘ > 0 liegen in U.(b) nur endlich viele

Folgenglieder.

Satz 1.3 besagt nicht, dass jede Folge mit genau einem H#ufungspunkt konvergiert, wir geben hierzu
weiter unten ein Beispiel an.

Manchmal findet man in der Literatur (leider) den Begriff der uneigentlichen Konvergenz:

Eine Folge (ay,) konvergiert uneigentlich gegen oo , falls es zu jeder reellen Zahl r > 0 ein ng € N gibt, so
dass a, > r fiir alle n > ng gilt.

Analog sagt man: (ay,) konvergiert uneigentlich gegen —oo, falls es zu jeder reellen Zahl r < 0 ein ng € N
gibt, so dass a, < r fiir alle n > ng gilt.

Wir schlieen uns dieser Ausdrucksweise nicht an, sprechen statt dessen von Divergenz gegen 400 bzw.
—oo und schreiben a, — oo oder a, — —oo. Konvergenz bedeutet fiir uns immer die Existenz einer
reellen Zahl als Grenzwert, und +oo sind keine reellen Zahlen.

Beispiele: 1) Fiir die Folge (a,,) mit a,, = v/n gilt a,, — co. Denn: Es sei r > 0 eine beliebige reelle Zahl.
Wir miissen ein ng € N angeben, so dass \/n > r fiir alle n > ng gilt. Wir wihlen irgendeine natiirliche
Zahl ng > r2. Fiir alle n > nq gilt dann n > 72, woraus a,, = /n > r folgt.

2) Die Folge 1,2,1,3,1,4,1,5,1,6,1,... konvergiert weder eigentlich noch uneigentlich und besitzt genau
einen Haufungspunkt.
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2 Wie erkennt man konvergente Folgen? (1. Teil: Monotonie und Beschrinktheit)

Bisher haben wir zum Nachweis der Konvergenz einen konkreten Grenzwert vermutet und diesen dann mit
Hilfe der Definition iiberpriift. So eine Vorgehensweise ist in der Praxis nur selten moglich, da man h&ufig
keinen Anhaltspunkt hat, welches der Grenzwert sein kénnte, wie man an dem Beispiel a,, = (1 + %)n
sieht. Wir kénnen zwar vermuten — nachdem wir mithsam diverse Folgenglieder ausgerechnet haben — ,
dass die obige Folge (a,,) konvergent ist mit einem Grenzwert in der Néhe von 2.72, aber das hilft uns
fiir den Nachweis der Konvergenz nicht weiter.?

Wir werden jetzt Methoden kennenlernen, mit deren Hilfe man in vielen Fillen entscheiden kann, ob eine

Folge konvergent ist, ohne dass man den exakten Grenzwert erahnen muss.

Def 2.1 1) Eine Folge (a,) heiit monoton wachsend, falls a,, < a4 fiir alle n € N gilt.
2) Eine Folge (ay) heiBt monoton fallend, falls a,, > a,41 fir alle n € N gilt.
3) Eine Folge heifit monoton, falls sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Gilt in 1) bzw. 2) < statt <  bzw. > statt > spricht man von strenger Monotonie. An Stelle von
monoton wachsend sagt man auch monoton steigend.

Beispiele: 1) (n)pen ist streng monoton wachsend und () streng monoton fallend.

2) Gibt es Folgen, die monoton wachsend und gleichzeitig monoton fallend sind?

3) ap = g’gig ist monoton fallend: Fiir alle n € N gilt

“ —a _3n+4 3n+1)+4  Bn+4)(n+2)-Bn+7(n+1) 1 > 0
P T o0 2 2(n41)+2 2(n+1)(n+2) T 2(n+1)(n+2)

Fiir Folgen, deren Glieder alle positiv sind, kann man Monotonie auch auf eine zweite Weise feststellen:
(an) ist monoton wachsend [fallend], falls “2+- > 1 [< 1] ist:

Beispiel: a, = ng:g

ist monoton fallend:

ant1 5t (An+7)(Bn+2) 120 4290 + 14

n ks (3n+5)(4n+3) 1202 +29n+15

<1 Vn € N

Wir wissen aus fritheren Beispielen, dass monotone Folgen konvergent sein kénnen, aber nicht miissen.

Fiir monotone Folgen mit Haufungspunkt gilt allerdings

Satz 2.1 Monotone Folgen mit Haufungspunkt sind konvergent.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass ein Grenzwert existiert. Sei a ein Haufungspunkt der oBdA monoton
fallenden Folge (ay,). Fiir ein beliebiges (und damit jedes) € > 0 gibt es ein m € N mit a,, € U-(a). Wegen
der vorausgesetzten fallenden Monotonie folgt ay < a,, fir alle £ > m.

Beh.: a < ay, fiir alle k£ € N.

5Einige Werte von (an): as = 2.48832, ai10 = 2.593742460, a100 = 2.704813815, ai000 = 2.716923842,
ai10000 = 2.718145918, a1000000 = 2.718281828

5Sie sollten jederzeit je ein Beispiel fiir eine konvergente monotone Folge und fiir eine divergente monotone Folge parat
haben!
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Bew.: Gébe es ein [ € Nmit a; < a, so wire wegen der Monotonie a; < ; fiir alle j > [; fiir g1 := a—a; > 0
gilt dann a; € Ue, (a) fiir alle j > I, a wére nach Definition 1.3 kein Haufungspunkt.

Insgesamt gilt also a < ap < a,, < a4+ ¢ flr alle £ > m. Damit liegt in jeder e~Umgebung von a ein
Endstiick der Folge, wir haben a als Grenzwert nachgewiesen.

Zusammen mit Satz 1.3 haben wir damit bewiesen

Satz 2.2 Monotone Folgen haben hochstens einen Haufungspunkt.

Weil die Existenz von Hiufungspunkten und Grenzwerten nicht von den Anfangsgliedern einer Folge
abh#ingt, gelten obige Aussagen natiirlich auch fiir Folgen, die erst ab einem bestimmten Folgenglied
monoton sind.

Wir kommen zu einer weiteren wichtigen Eigenschaft von Folgen.

Def 2.2 Eine Folge (a,,) heiit beschrinkt, falls die Menge der Folgenglieder {a,, | n € N} beschrinkt
ist, d.h., falls untere und obere Schranken existieren.

Beispiele: 1) (%) ist beschrankt, denn fiir alle Folgenglieder gilt 0 < % <1.

2) Fiir die Folge der natiirlichen Zahlen gilt zwar ebenfalls 0 < n, trotzdem ist diese Folge nicht beschrinkt,
weil es keine obere Schranke gibt.

3n+4 an+4 )
2n+2 — 2n+2

3) ap = ;’Zig ist beschrankt: 0 oder jede negative Zahl ist eine untere Schranke, wegen

fiir alle n € N ist beispielsweise 2 eine obere Schranke.

Satz 2.3 Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

Beweis: Sei (a,) — a. Wegen der Konvergenz gibt es ein ng € N mit a,, € Uj(a) fir alle n > ny.
Fiir ¢t := min{ay,...,an,-1,a0 — 1} und s := max{a,...,an,—1,0 + 1} gilt dann ¢ < a,, < s fiir alle
Folgenglieder, (a,) ist somit beschrinkt.

Satz 2.4 Jede monotone und beschrinkte reelle Folge ist konvergent.

Beweis: Es sei (a,) 0BdA eine monoton wachsende beschrénkte Folge. Da (a,,) beschrénkt ist, besitzt
die Menge M der Folgenglieder eine kleinste obere Schranke a = sup M.” Zu jedem & > 0 ist dann
a — ¢ keine obere Schranke von M, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl k& mit a — ¢ < aj (ay ist das k-
te Folgenglied). Da (a,) monoton wachsend ist, folgt ar < a, fiir alle n > k. Ferner gilt a,, < a (da
a = sup M). Fassen wir diese Ungleichungen zusammen, so erhalten wir a — e < a; < a, < a fiir alle
n > k. Damit haben wir nachgewiesen, dass |a, —a| = a—a, < ¢ fir alle n > k gilt und (a,) — @ gezeigt.

Mit Hilfe dieses letzten Satzes und der Bernoullischen Ungleichung® weisen wir die Konvergenz von
ap = (1 + %)n nach:

Wir zeigen 1. (ay,) ist monoton wachsend wund 2. (ay) ist beschrénkt.

"Die Existenz dieser Schranke, auch Supremum genannt, folgt aus der Vollstéindigkeit des Kérpers der reellen Zahlen, die
im ersten Semester angesprochen wurde. Einzelheiten hieriiber findet man im Skript in Kapitel I1.2 mit dem Titel Einige
ordnungstheoretische Begriffe.

8Zur Erinnerung: Fiir alle reellen Zahlen b > —1 und alle n € N gilt (14 5)™ > 1 4 nb, nachzulesen im Skript (Satz 1.5.5)
auf Seite 21.
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Zu 1: Wir zeigen fiir n > 2 an-1 < an, also (14 L) 1< (14 1)

1 n—1 1 n
<1+ ) <<1+> <=
n—1 n

Die letzte Ungleichung folgt aus der Bernoullischen Ungleichung fiir b = —#.

Zu 2: Wir zeigen a, < 3 fiir alle n € N. Hierzu berechnen wir a, = (1 + %)n nach dem binomischen

Lehrsatz?:
1\" < /n\1
) =2 )w

Fir 1 <k < n gilt:

nk k!l nk El n n n SR T 1.2 k= oL

(n) I nn-1)...(n—k+1) 1 n n-1 n—k:+1< 1 1 < 1
k

Wenn wir dies in (*) einsetzen und die geometrische Summenformel benutzten, erhalten wir

1 n n 1 n—1 1 k 1_(;)” 1 n—1
1+-) <1 — =1 ) =14+ —2L —142—|(= 3
< +n> < +;2k1 +kzo(2) + + <2> <

2

Es gilt a,, < 3 fiir alle n. Da a; = 2 ist, folgt wegen der Monotonie 2 < a,, < 3 fiir alle n. (ay) ist monoton
und beschrénkt, also nach Satz 2.4 konvergent.

Den Grenzwert der Folge (14 1)™ ist die nach L. Euler (1707-1783) benannte Eulersche Zahl e. 1728
wurde e von Euler zur Bezeichnung der Basis des natiirlichen Logarithmus verwendet. Man kann zeigen,

dass e keine rationale Zahl ist. Die ersten Stellen der Dezimalbruchdarstellung von e lauten

e = 2.71828182845904 . ..

Wir fassen unser derzeitiges Wissen in einem Schema zusammen:

9Diesen Satz findet man im Skript als Satz I1.6.3. auf Seite 45.
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beschrinkt? _ 9% . monoton? konvergent

\%n &n
divergent

3 Wie erkennt man konvergente Folgen? (2. Teil: Grenzwertséitze)

Wir wollen weitere Methoden und Hilfsmittel kennenlernen, um Folgen erfolgreich auf Konvergenz un-
tersuchen zu kénnen. Zunéchst beschéftigen wir uns mit Nullfolgen, die wir bereits in einem friitheren
Abschnitt kennengelernt haben. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir statt lim ... hdufig die

n—oo
kiirzere Version lim ... verwenden.

Satz 3.1 Sei (a,) eine beliebige Folge, a € R. Dann gilt

1) ap—a <= ap,—a—0
2) a,—-0 = a-a,—0
3) ap—a = |ap| — |a

Beweisidee: 1) folgt unmittelbar aus der Definition der Konvergenz.

2) Sei a # 0 (sonst fertig). Wir geben uns ein beliebiges £ > 0 vor. Zu ﬁ‘ > ( existiert wegen a,, — 0 ein
ng € N mit |a,| < ﬁ Fiir alle n > ng gilt dann

e
a-a, —0| = |a-ay| = la| - |an| < |a| - — =€

|al

Also ist 0 der Grenzwert der Folge a - ay,.

3) folgt direkt aus der Konvergenz und aus ||a,| — |a|| < |a, — al. *°

Frage: Was ist mit ,<* in den Teilen 2) und 3) von Satz 3.17

Satz 3.2 (EinschlieBungssatz):

Es seien (ay), (by), (¢n) Folgen mit a,, < b, < ¢, fiir alle n € N. Die Folgen (a,) und (c,,) seien konvergent
mit gleichem Grenzwert lim a,, = lim ¢,, = g. Dann gilt auch limb,, = g.

Beweis: Wegen lima, = lime¢, = ¢ gibt es zu jedem € > 0 Zahlen ni,ng, so dass |a, — g| < € fiir
alle n > n; und |e, — g| < € fiir alle n > ng gilt. Wir vergleichen fiir alle n > ng := max{nj,ns} die
Glieder der Folge b, mit g. Fiir b, > g ist |b, —g| =bn — g < ¢ — g < |ep, — g| < € und fiir b, < g gilt
lbon —gl=9—b, < g—ay <la, —g| <e.

Beispiel: Sei by, -sin(n). Da [sin(z)| < 1 fiir jedes z € R gilt, kénnen wir a, := =1 und ¢, := 2
wihlen. Diese Folgen konvergieren gegen Null, also auch (b,).

Das letzte Beispiel ist ein Spezialfall von folgendem allgemeineren Sachverhalt:

"YEinzelheiten zum Rechnen mit Betrégen findet man im Skript auf Seite 25.
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Satz 3.3 Sei (a,) eine Nullfolge und (b,) beschrinkt. Dann ist auch (a,, - b,) eine Nullfolge.

Beweis: Sei k > 0 eine Schranke von (b,) mit —k < b, < k fiir alle Folgenglieder von (b,). Zu ¢ >
(e > 0 ist beliebig) gibt es ein ng € N mit |a,| < } fiir alle n > ng. = |a, - by — 0] = |ay - by
lan| - |bn] < £ -k =¢.

l o

Beispiel: Die Folge (¢,) mit ¢, := :—,’z ist eine Nullfolge: Wegen ¢,, = % . (2 e %) ist ¢, = ay - b, mit
an =2 undb, = (2-...-2) (essei by = 1). Hierbei ist a,, eine Nullfolge und b, wegen |b,| = [2-...- 2| < 1
beschrankt.

Wenn sich Folgen durch Addition oder Multiplikation aus einfacheren Folgen zusammensetzen, kann man
héufig Aussagen iiber Konvergenz oder Divergenz machen:

Satz 3.4 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen; Grenzwertsitze):

Es gelte (a,) — a und (b,) — b mit a,b € R. Dann folgt:

1) (an+by) —a+bd

2) (an-bn)—>a-b

3) 3 — ¢, falls by, # 0 fiir alle n und b # 0.
4) a< falls an < b, fir alle n.

Beweis zu 1): Sei ¢ > 0 gegeben. Wegen (a,) — a und (b,) — b gibt es ein n; mit |a, —a| < §
fir alle n > n; und ein ng mit b, — b < § fiir alle n > ny. Es folgt fiir alle n > max{ni,na}:
|an + by — (a4 0)| < |an —a| + b, —b] <5+ 5 =¢.

Zu 2): (an — a) und (b, — b) sind Nullfolgen (Satz 3.1), (by,) ist beschrénkt (Satz 2.3). Damit sind auch
((an, — a)by) und ((b, — b)a) Nullfolgen (Satz 3.3). Nach 1) ist dann apb, — ab = (a, — a)b, + (b, — b)a
ebenfalls eine Nullfolge und die Behauptung a,b,, — ab folgt erneut aus Satz 3.1.

Zu 3): Aus Satz 3.1 folgt |b,| — ||, ferner ist |b — b, | > |b| — |by|. Zu € := @ > 0 existiert ng € N mit

|bp| > |b] —e = |b| — % = % = ﬁ < %. Wir untersuchen die Folge (i):

1

= b—by| —0
[bn [0]

b —b,| <

1 1 |b—b,
| bnd

ol
b2
Die Folge (b—) konvergiert gegen 5, wir erhalten die Behauptung mit Hilfe von 2):

= Qy * — Q-

S| =

1
bn

Gn
bn
zu 4): Dieser Beweis ist einfach und wird eventuell als Ubung behandelt.

Mit der Schreibweise lim a,, = a sehen die Grenzwertsitze so aus:
1) lim(a, + b,) = lima, + limb,
2) lim (ay, - b,) = lima, - limb,

)
3) lim = llllﬁ‘g”, falls b, # 0 fiir alle n und lim b,, # 0.
4)

lima, <limb,, falls a,, < b, fir alle n.
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In 4) kann {ibrigens < nicht durch < ersetzt werden! Es lassen sich weitere Regeln angeben, die (b,) — oo
oder (b,) — —oo behandeln, zum Beispiel

oo, falls a>0

5) Gilt a,, — a fir a € R, a # 0 und b, — oo , so folgt lim (a,b,) = { oo falls a<0

6) Ist a, beschrankt und b, — oo oder b, — —o0, so folgt lim (“") =0.

Beispiele: 1) Gesucht ist lim 3n22r_fnl_2 Anwendung von Regel 3) hilft zunéichst nicht weiter, da Zahler und

Nenner gegen oo streben. Klammert man in Zé&hler und Nenner n aus (hochste gemeinsam vorhandene
Potenz von n), so erhilt man

2n—1  n2-2)  2-4
3n?+n—2 n@n+l1-2) 3n4+1-2

Anwendung der Regeln 1), 2), 5) und 6) ergibt den Grenzwert 0.

li on34n—4\ _ li n? X 2n+%77$2 _ 1
2) lim ( =750 ) = lim | 7% T | = (Regeln 1), 2), 5))

=

14
3) lim (225’57@;1) —lim 22255 = 2 (Regeln 1), 2), 3))

Allgemein gilt

. b1 0 falls k<1
lim apn” +ap_1n" T+ ...+ an+ o

_ U falls k=1
A Bl Bt .,
B Bi—1 Bo +oo oder —oo falls k> 1,

wobei das Vorzeichen von oo mit dem von a’“ iibereinstimmt!!. Ein eigentlicher Grenzwert existiert genau
dann, wenn der héchste Grad des Zahlerpolynoms nicht grofler als der des Nennerpolynoms ist.

Frage: Sei a, — a und b, — b. Was weifl man iiber Folgen (¢,) und (dy,), falls der Zusammenhang
an = b, + ¢, + d,, besteht?

Der néchste Satz hat direkt nichts mit Folgen zu tun. Er gehort zur Abteilung , niitzliche Ungleichungen*
und ist auch fiir sich alleine betrachtet interessant.

Satz 3.5 (Geometrisches Mittel < Arithmetisches Mittel)

Fiir positive reelle Zahlen a,b gilt Vab < —— ath

Beweis:

\/%Sa-f—

— dab<a’+2ab+ b — Og(a—b)2

<— ab<

(a+b)?
4

Beispiel: 8 = v/4-16 < 416 = 10.

"ynter der stillschweigenden Voraussetzung oy # 0 # 5
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Frage: Wann gilt in Satz 3.5 die Gleichheit?

Wir wollen unser Wissen auf die rekursiv definierte Folge an41 := % <an + %) mit a1 := 2 anwenden:

1. Durch Induktion ist klar, dass a, > 0 fiir alle Folgenglieder gilt.

2. Nach Satz 3.5 ist v/2 = /ak% < % (ak + %) = ap+1. Unabhéngig von a; gilt somit fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 2

Qan -

a”Z\@ = a%22 = anZ%,alsoan+1:%<an+l><%(an+an):an

3. Da die Folge beschrénkt (0 < a,, < max{aj,a2}) und monoton fallend ist (zumindest ab dem zweiten
Folgenglied), ist sie nach Satz 2.4 konvergent. Den Grenzwert g kénnen wir mit Hilfe der Grenzwertsitze
ausrechnen, denn die Folgen (a,+1) und (a,) haben natiirlich den gleichen Grenzwert:

g:%(g—l—%) — g=12.

Es gilt allgemein, dass jede Folge (a,,), definiert durch ein beliebiges a; > 0 und a4 := % (an + %) fiir

a > 0 gegen +/a konvergiert. Mit Hilfe dieser Folge kann man Quadratwurzeln ndherungsweise berechnen.
Liegt der Startwert aq in der Ndhe der gesuchten Wurzel, klappt das Verfahren schnell und gut.

Beispiel: Beginnt man zur Bestimmung von V2 mit a; = 1.5, so stimmt a3 auf drei und a4 bereits auf

acht Stellen hinter dem Dezimalpunkt mit dem wahren Wert iiberein.

Auch in dem einfithrenden Beispiel im Kapitel 0 hatten wir einen Grenzwert vermutet, jetzt konnen wir
unsere Vermutung belegen. Da die Folge der Einwohnerzahlen beschrinkt und monoton wachsend ist,
muss ein Grenzwert existieren, den wir mit Hilfe der Grenzwertséitze wie angegeben bestimmen kénnen.
Unsere Rechnung ist allerdings nur bei Vorliegen eines Grenzwertes sinnvoll.

4 Teilfolgen und der Satz von Bolzano—Weierstraf
Auch ohne eine strenge mathematische Definition hat man vermutlich eine richtige Vorstellung von Teil-
folgen. Endstiicke sind spezielle Teilfolgen. Wir wollen an dieser Stelle den Begriff Teilfolge ,,mathematisch

sauber® einfiihren.

Def 4.1 Sei (an)nen eine beliebige Folge. Ist (n1,n2,n3,...) eine streng monoton wachsende Folge von
natiirlichen Zahlen, so heiit (ay,, an,,...) eine Teilfolge von (ay).

Um eine Teilfolge zu erhalten, darf man Glieder aus einer Folge entfernen. Es miissen nur unendlich viele
Glieder in unverdnderter Reihenfolge iibrigbleiben.

Beispiele: 1) (2n)pen ist eine Teilfolge der Folge der natiirlichen Zahlen.
2) Welches sind alle Teilfolgen von (1,2,1,1,1,...)7

Im Gegensatz zum letzten Beispiel hat eine Folge normalerweise unendlich viele verschiedene Teilfolgen.
Es gilt sogar

Satz 4.1 Eine Folge mit paarweise verschiedenen Gliedern besitzt iiberabzéhlbar viele Teilfolgen.
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Beweis:'? OBdA sei N die Menge der Folgenglieder. Jede Teilfolge entspricht dann bijektiv einer un-

endlichen Teilmenge von N. Sei U die Menge dieser unendlichen Teilmengen. Wenn wir die Menge der
endlichen nicht leeren Teilmengen von N mit E bezeichnen, gilt Pot N =U U E U {(}.

Beh.: E ist abzihlbar.

Bew.: Es ist E = |J A, mit A,, := {M C N | |M| = n}. Fiir jedes n ist eine surjektive Abbildung g, :
neN

N — U A; durch gn((x1,22,...,2y)) == {21, 22,..., 2y} definiert. Daher kénnen wir A,, als Teilmenge
des karteswchen Produktes N™ auffassen. Da N abzéhlbar ist, ist auch jede der Mengen A,, abzéhlbar.

Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es also eine Bijektion f, : N — A,,. Als letzte Abbildung betrachten wir

jetzt
NxN — )
rd

(n,m) = fm(n)
Nach Konstruktion ist f surjektiv, also ist F abzihlbar.

Pot N ist {iberabzdhlbar, also muss U nach dem soeben Bewiesenen ebenfalls iiberabzéhlbar sein.

Jetzt wollen wir uns mit Eigenschaften von Teilfolgen beschéftigen.

Satz 4.2 Sei (a,) eine konvergente Folge. Dann konvergiert auch jede Teilfolge (gegen den gleichen
Grenzwert).

Beweisidee: Es handelt sich um eine direkte Folgerung aus der Konvergenzdefinition. Die genaue
Formulierung ist eine einfache Ubungsaufgabe.

Satz 4.3 a ist ein Haufungspunkt einer Folge (a,,) <=  Es gibt eine Teilfolge von (a,,), die gegen
a konvergiert.

Beweis: ,=“: Es sind zwei Félle moglich:
1. Fall: a tritt unendlich oft als Folgenglied auf. Dann ist b, := a die gesuchte Teilfolge.

2. Fall: a tritt hochstens endlich oft als Folgenglied auf. Da in jeder Umgebung des Haufungspunktes
a unendlich viele Folgenglieder liegen miissen, gibt es fiir jedes € > 0 ein Folgenglied a,, # a mit
an, € Uc(a). Wir setzen by := an,. Auch in U, (a) mit 1 := |a — ap,| gibt es unendlich viele von a
verschiedene Folgenglieder: Sei by := ay, € U, (a) mit ny > ny. Dieses Verfahren setzen wir fort und
erhalten so eine Teilfolge (by,), die nach Konstruktion gegen a konvergiert.

,<=“: Weil in jeder e-Umgebung von a fast alle Glieder einer Teilfolge liegen, ist natiirlich auch die
Haufungspunkt—Bedingung (fiir die Gesamtfolge) erfiillt.

Dass jede Teilfolge einer beschrinkten Folge ebenfalls beschrinkt und jede Teilfolge einer monotonen Folge
ebenfalls monoton ist, ist unmittelbar einsichtig. Nicht auf der Hand liegend ist dagegen die Aussage des
néchsten Satzes, zu dessen Beweis wir noch einen neuen Begriff benétigen.

Def 4.2 Sei (a,) eine beliebige Folge. Ein Folgenglied ay heiflt Hochpunkt [ Tiefpunkt] von (a,) : <=
ag > an lagp < ap] Yn > k.

12Djeser Bewetis fiir mathematische Feinschmecker wird in der Vorlesung nicht durchgefiihrt und ist nicht p_lfiifungsrelevant.
Einzelheiten zum Thema Abzihlbarkeit findet man beispielsweise im Skript im Abschnitt I1.3 Folgen und (Uber)abzéhlbar-
keit ab Seite 28.
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Man beachte, dass die Eigenschaft, Hoch— oder Tiefpunkt zu sein, ausschliefSlich von den Folgengliedern
mit héheren Indizes abhéngt.

Beispiele: Jedes Folgenglied der Folge (%)neN ist Hochpunkt; konstante Folgen besitzen keine Hoch—
und auch keine Tiefpunkte. Ob die Folge a,, := sin(n) Hoch— oder Tiefpunkte besitzt, ist auf den ersten
Blick nicht feststellbar.

Satz 4.4 Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Jede Folge besitzt entweder unendlich viele oder nur endlich viele Hochpunkte.

1. Fall: Es gibt unendlich viele Hochpunkte. Dann bildet die Folge dieser Hochpunkte eine (streng)
monoton fallende Teilfolge.

2. Fall: Es gibt nur endlich viele Hochpunkte ay,,, an,, ..., an,. Sei k := max{n,...,ng}; falls die Folge
iiberhaupt keinen Hochpunkt besitzt, setzen wir k := 0. Dann ist b; := a4 kein Hochpunkt, also gibt
es eine natiirliche Zahl ¥’ > k + 1 mit ap > agy1. Auch by := ay ist kein Hochpunkt, denn es gibt ein
k" > K mit apr > ap. Wir setzen bz := apr, usw..

Die so konstruierte Folge (b, )nen ist eine monoton wachsende Teilfolge.

Der Beweis des letzten Satzes ist ein reiner Existenzbeweis. So wissen wir jetzt, dass beispielsweise die
beschrinkte Folge (sin(n)) eine monotone Teilfolge besitzen muss, explizit angeben kénnen wir sie aber
nicht!

Eine wichtige Konsequenz aus Satz 4.4 ist der néchste Satz, der nach dem , Vater der Epsilontik* Karl
Weierstraf§ (1815-1897) und nach Bernhard Bolzano (1781-1848) benannt wurde.

Satz 4.5 (Satz von Bolzano — Weierstraf)

Jede beschrankte reelle Folge besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis: Nach Satz 4.4 besitzt jede Folge eine monotone Teilfolge, die wegen der Beschréinktheit der
Ausgangsfolge ebenfalls beschrinkt sein muss. Nach Satz 2.4 ist jede monotone und beschrinkte reelle

Folge konvergent. Nach Satz 4.3 ist der Grenzwert (dieser Teilfolge) Haufungspunkt der Ausgangsfolge,
was zu zeigen war.

Der Satz von Bolzano — Weierstral kann auch ganz anders bewiesen werden:

Alternativer Beweis: Sei (a,) eine beschrinkte Folge mit unterer Schranke u; und oberer Schranke oy;
alle Folgenglieder liegen also im Intervall [ug,01].'3 Sei ¢ := “1°L. In mindestens einem Intervall [us, ]
oder [t,01] miissen unendlich viele Folgenglieder liegen, sei oBdA [u1,t] dieses Intervall. Wir definieren
up = u; und o9 := t und fithren die gleichen Uberlegungen wie oben fiir das Intervall [us, 03] durch.

Wir erhalten auf diese Weise eine Folge von Intervallen [u,, 0] mit den Eigenschaften:
1) Jedes Intervall enthilt unendlich viele Folgenglieder.
2) (uy) ist eine monoton wachsende, (0,,) eine monoton fallende Folge.

3) Wegen u; < u, < o, < 01 sind die Folgen (u,,) und (o,) beschrénkt.

BWir behandeln hier nur den interessanten Fall u; < o07. (Warum ist u1 = 01 uninteressant?)
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Nach den bekannten Sétzen sind die Folgen (u,,) und (o,) konvergent, es sei u,, — u und o, — o.

Wir betrachten jetzt die Folge d,, := op — u,, = %(on,l — Up_1) = 2Tl_l(ol — uy), die auf Grund der
Grenzwertsiitze ebenfalls konvergent sein muss. Wie man entweder sofort sieht oder aus den Ubungen
weiB, gilt d,, — 0. Dies ist nur moglich, wenn die Grenzwerte der Folgen (u,) und (o) iibereinstimmen,
es gilt also u =0 =: h.

In einem letzten Schritt zeigen wir jetzt, dass dieser gemeinsame Grenzwert h der ,,Schrankenfolgen* ein
gesuchter Haufungspunkt der Ausgangsfolge (a,) ist. Sei hierzu € > 0 beliebig gegeben. Nach Definition
des Grenzwertes gibt es n1,n2 € N: uy,, 0n, € Uc(h). Fiir ng := max{ni,na} gilt dann [uy,,, on,] C Ue(h).
Da in diesem Intervall unendlich viele Folgenglieder von (a,) liegen, ist h ein Haufungspunkt von (a,).

Frage: Wie hitte man uo und oo definieren miissen, wenn man zu Beginn des alternativen Beweises
angenommen hétte, dass unendlich viele Folgenglieder im Intervall [t, 01] stecken?

Manchmal wird der Satz von Bolzano — Weierstrafl auch folgendermafien formuliert:

Satz 4.5 Jede beschriankte reelle Folge enthélt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Satz 4.5 und Satz 4.3

5 Das Cauchysche Konvergenzprinzip

Leider ist nicht jede beschréinkte Folge monoton, so dass unser Schema vom Ende des zweiten Abschnitts
nicht immer zu einer Entscheidung zum Konvergenzverhalten fithren kann.

n
Beispiel: Sei a,, := kzl(—l)k“%. Diese Folge ist beschrinkt, denn fiir alle Folgenglieder gilt % <a, <1,
sie ist aber nicht monoton. Ist sie konvergent?

Wir werden jetzt ein von der Monotonie unabhéingiges Kriterium kennenlernen, das in der Welt der
reellen Zahlen stets entscheidet, ob eine Folge konvergent oder divergent ist. Es ist nach Augustin Louis
Cauchy (1789 — 1857) benannt.

Def 5.1 Eine Folge (ay)nen heilt Cauchyfolge : <=

VeeRT 3ngeN: |ay,—am|<e Yn,meN, n,m>ng

Man vergleiche diese Definition mit der Definition der Konvergenz (Def. 1.1)!

Satz 5.1 Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: Sei a der Grenzwert der zu untersuchenden Folge (a,,), sei € > 0 beliebig gegeben. Dann gibt

es auch zu § > 0 ein ng € N mit |a, — a| < § fiir alle n > ng. Fiir n,m > ng gilt dann

e €
]an—am]§|an—a]+|a—am|<§+§=€.

Also ist jede konvergente Folge auch eine Cauchyfolge.

Fiir Konvergenzuntersuchungen interessanter ist die umgekehrte Richtung.
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Satz 5.2  (Cauchysches Konvergenzkriterium)

In R konvergiert eine Folge genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Die einfach zu beweisende Richtung ,,=—-“, die iibrigens auch gilt, falls ausschlie8lich mit
rationalen Zahlen gearbeitet wird, haben wir bereits mit Satz 5.1 erledigt.

<= “: Wir zeigen zuerst, dass jede Cauchyfolge beschréankt sein muss.

Zu e =1 gibt es ein ny € N mit |a,, — a,,| < 1 fiir alle n, m > nq, also insbesondere
lan| = |an — any + any | < lan — any| + |an,| < 1+ |an,| fiir alle n > ny.

Mit s := max{|ai|,1 + |an,| | < n1} gilt dann —s < a,, < s fiir alle Folgenglieder, daher ist jede
Cauchyfolge beschrankt.

Als néchstes benutzen wir den Satz von Bolzano — Weierstrafl in der Version von Satz 4.5°, der besagt,
dass innerhalb der reellen Zahlen jede beschriankte Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, wir bezeichnen
deren Grenzwert mit a.

Beh.: a ist Grenzwert der Cauchyfolge (ay,).

£

Bew.: Sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Da (a,) eine Cauchyfolge ist, gibt es zu § > 0 ein ng € N mit
lan — am| < § fiir alle n,m > ng. Zu diesem ng existiert ein ny € N mit |a,, —a| < § und ng > ng. (Dies
folgt direkt aus der Konvergenz der Teilfolge.)

Fiir jedes n > ng gilt nun
e €
lan — al < lan — an,| + [an, —af < 5“'525
Somit ist a,, — a nachgewiesen.

Das Cauchysche Konvergenzkriterium ist notwendig und hinreichend, da es stets zu einer Entscheidung
fiihrt. Man kann dieses Kriterium anwenden, auch wenn man keine Ahnung hat, welchen konkreten Wert
der vermutete Grenzwert besitzt. Leider liefert das Kriterium nicht diesen konkreten Wert und erfordert
héufig umfangreiche und komplizierte Rechnungen.

Wie verschiedene andere Sétze auch, gilt das Cauchysche Konvergenzprinzip nicht im Bereich der ra-
tionalen Zahlen, da die Vollstandigkeit der reellen Zahlen eine wichtige Rolle spielt. Innerhalb Q gibt
es Cauchyfolgen, die keinen rationalen Grenzwert besitzen, Beispiele hierfiir sind bereits bei fritherer
Gelegenheit (wo?) gegeben worden.

Wir wollen jetzt mit Hilfe des Cauchyschen Konvergenzkriteriums iiberpriifen, ob die zu Beginn dieses

n
Kapitels erwihnte Folge a, = ) (—1)k+1% konvergent ist. Zu zeigen ist:
k=1

VeeRT 3ngeN: |ap,—am|<e Yn,meN, n,m>ng

Wir gehen 0BdA von m > n aus und setzen m = n + [. Dann gilt

n+l 1 n 1 n—+l 1
_ k+1 k+1 _ k+1
4l — Gn = Z(—l) T Z(—l) o Z (1) %
k=1 k=1 k=n-+1
— (_1)n+2i + (_1)n+3i NI (_1)n+l+1i
n+1 n—+ 2 n+1

= (_1)”( ! ! +_”'+(_1)l+1nl+z) = (-1)" A
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Der Ausdruck A kann auf zweil Arten berechnet werden:
_ 1 1 1 1
A4 = (m—m>+<m—m)+“'

_ 1 11 ..
A = n+1 (n+2 n+3>

0

_1
n+1

INV

Damit ist |a,; — an| = |A] < %H Zu einem beliebig vorgegebenen ¢ > 0 geniigt jedes ng > % der
Cauchyschen Konvergenzbedingung: Fiir alle n > ng und m = n +1 > ng ist |an, — ay| < %_H < nio <€
erfiillt.

Diese Folge ist somit als konvergent nachgewiesen. Um den exakten Grenzwert zu bestimmen, ist aller-

k+11
k

n
dings weiteres mathematisches Wissen notig. Wir merken uns ohne Beweis: > (—1) — In2.

k=1

6 Drei Beispiele

I. Wir wollen uns ein wenig mit (Zinses)zinsrechnung beschéftigen. Wenn ein gewisses Kapital K mit p
Prozent verzinst wird, erh&lt man bei jihrlicher Verzinsung am Ende des ersten Jahres

K-
5o Ko
100
Zinsen. Mit x := 155 besitzt man nach einem Jahr ein Kapital

Ki=K+Zi=K(1+ux).

Beispiel: 1000 Euro ergeben bei 10 Prozent Zinsen nach einem Jahr K7 = 1000 (1 + %0) = 1100 Euro.

Frage: Wie grof§ ist K7 bei halbjahrlicher Verzinsung, wenn der Zinssatz pro Jahr p Prozent betrigt?

Antwort: Nach einem halben Jahr erfolgt eine Zinszahlung von Z, = K - 3, dieser Betrag wird am Ende
2
des Jahres erneut verzinst:

2
KI:K+Z;+21:K+K-g+<K+K-§>-g: :K<1+g>
2

Beispiel: Im Gegensatz zur jahrlichen Verzinsung besitzen wir bei ansonsten gleichem Anfangskapital
und Zinssatz wie im ersten Beispiel am Ende des ersten Jahres K{ = 1000 (1 + 2%)2 = 1102.50 Euro.

Wir werden in der Vorlesung monatliche, tégliche und stindige Verzinsung behandeln. (Frage: Sprengt
stéandige Verzinsung die Bank?) Um die Ergebnisse gemeinsam erarbeiten zu kénnen, werden sie im Skript
nicht vorweggenommen.

II. Eine aktuelle Frage: Wie wirken sich Investitionen auf die Volkswirtschaft aus?'4

Ein Unternehmen hat den Vorteil von Investitionen erkannt und steckt K Euro (beispielsweise zur Er-
neuerung von Maschinen) in die Firma, d.h., K Euro wandern in die Geldtaschen von Maschinenbauern,
Transporteuren, Installateuren, usw.. Durch die Investition hat sich das Volkseinkommen zunéchst um
K Euro erhoht.

Y Weitere Angaben zu diesem Beispiel findet man in dem Lehrbuch der Analysis I von H. Heuser.
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Unter der Annahme, dass alle produzierenden und konsumierenden Mitglieder einer Volkswirtschaft
einen festen Bruchteil ¢ €]0,1[ ihres Einkommens fiir Verbrauchsgiiter benutzen, werden jetzt von
den Empfingern der K Euro ihrerseits insgesamt ¢- K Euro zusétzlich ausgegeben. Die Empféanger dieses
Betrages erhohen ihre Ausgaben ebenfalls, und zwar um ¢? - K Euro, usw..

Nachdem der n—te Empfinger zusitzlich ¢" - K Euro in die (Volks)wirtschaft gesteckt hat, sind auf Grund
der urspriinglichen Investition von K Euro insgesamt

1— n+1
. g Euro

n
K+q-K+..4+¢""K=K-» ¢=K .
v=0

bewegt worden, um diesen Betrag hat sich das Volkseinkommen erhoht.

Frage: Was haben Zinseszins und das Volkseinkommen mit Folgen zu tun?

ITI. Wir wollen Folgen untersuchen, deren Verhalten nicht nur von einem Startwert a;, sondern auch
noch von einem festen Parameter o abhéingen. Wir betrachten als Beispiel die Folge

pt1 = - an - (1 —ap) mit «,a; € R fest vorgegeben

und untersuchen zuerst einige Spezialfiille:

1) Fiir a; = 0 (bei beliebigem «) oder fiir &« = 0 (bei beliebigem a;1) handelt es sich um die konstante
Nullfolge (zumindest ab as).

2) Frage: Was passiert bei a; = 17
3) Fiir @ = —1 erhalten wir mit dem Startwert a; = 2 die konstante Folge 2,2,2,. ...

4) Frage: Was passiert bei & = —1, wenn wir mit a; = —1 oder a; = 3 beginnen?
Wir werden uns jetzt auf o €]0,4] und a; €]0,1[ beschrénken.

Beh.1: Fir a €]0,4] und a; €]0,1[ ist stets 0 < a,, < 1.

Bew. : Vollstédndige Induktion (Kurzform). Fiir n =1 gilt 0 < a; < 1 nach Voraussetzung.
n—n-+1:Sei 0 < a, <1 fiir ein n € N. Dann ist an:%—i—xmit || <%,esfolgt0<1—an<%—x.

— 0<ap(l—an) = (3+2) (3-2)=5-2"<3 = O0<apn=aa(l-a)<§<l

Bei einem Startwert zwischen 0 und 1 liegt fiir v €]0,4[ eine beschriinkte Folge vor, die nach Bolzano—
Weierstrafl mindestens einen Hiufungspunkt haben muss.

Beh.2: Fiir a €]0,1] und a; €]0,1[ ist (ay,) eine Nullfolge.
Bew.: Wir berechnen 2+ = aa"(al*a”) = a(l — a,) < 1. Da nach Beh. 1 alle Folgenglieder positiv sind,
liegt eine monoton fallende Folge x?;or, die nach Satz 2.4 konvergent ist. Fiir den Grenzwert g muss nach
den Grenzwertsiitzen gelten g = - g - (1 — g). AuBer fiir ¢ = 0 ist diese Gleichung fiir g = 1 — é <0
erfiillt. Da aber alle Folgenglieder positiv sind, kann der Grenzwert nicht negativ sein. Somit kommt als
Grenzwert nur 0 in Frage.
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Fiir a > 1 ist das Verhalten der Folge (a,) nicht so einfach zu
5

bestimmen, beispielsweise ist die Folge fiir a = § und Startwert
a] = % wegen a; > az < az (Rechnung!) nicht monoton. Bei
der Kurve in der Zeichnung handelt es sich um den Graph der
L Funktion f :[0,1] — [0,1], f(z) :==a -z (1 —2) mit o = 2.5.
Wegen a1 > as = f(a1) < ag = f(a2) ist die Folge (a,) auch fiir
dieses « nicht monoton.
Aus der Zeichnung kann man am Vorhandensein des Schnitt-
punktes der Kurve mit der Geraden y = x auch die Giiltigkeit

der néchsten Behauptung ablesen:

Beh.3:Va €]1,4] Fa; €]0,1]: (ay,) ist konstant.

Bew. : Durch einfache Rechnung erhélt man die Behauptung fiir a; = 1 — é

Beh.4: Sei @ = 2. Dann gilt fiir jedes a1 €]0,1[ a, — 3.

Bew.: Sei a1 = £ 4+ 2 mit |z| < 3. Durch vollstindige Induktion kann man
1 1 n
n+1 = 5 = 5(295)2 Vn € N

zeigen.'> Aus |2x| < 1 folgt dann lim (22)%" = 0, mit den Grenzwertsitzen erhalten wir die Behauptung
n—oo

1
an_’§~

Mit anderen Methoden kann man sogar fiir jedes o € [1,3[ die Konvergenz der a,—Folge gegen 1 — é
fiir jedes a; €]0,1[ beweisen. Ist a > 3, gilt dies nicht mehr, wie man an den néchsten Bildern erkennen

kann.

Verhalten der a,—Folge fiir o = 3.5 und a; = 0.7:

0 al 1 0 An+2 Gn  Gpy3 Appl ]

Im linken Bild wurden die Folgenglieder as, ..., a2 berechnet, im rechten analog die vierzig Folgenglie-
der ab n = 80. Die aus der Zeichnung zu vermutende Existenz von vier Haufungspunkten lédsst sich
mathematisch exakt beweisen.

Man kann die Folge a,+1 = a - ay - (1 — ay) als Modell eines Insektenbiotops auffassen, wobei a,, die
Population zum Zeitpunkt n bedeutet und a ein Umweltparameter ist. Es zeigt sich, dass in allen Biotopen

Dies wird entweder in den Ubungen oder in der Vorlesung erledigt.
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mit o zwischen 1 und 3 eine stabile Insektenbevélkerung zu erwarten ist. Ist der Parameter zu klein, stirbt
die Population aus. Ist er zu grof, kann die Insektenzahl von Jahr zu Jahr schwanken. Es kann sogar
passieren, dafl keine verldssliche Vorhersage mehr moglich ist. Die Abhéngigkeit von o wird in dem letzten
Bild verdeutlicht, in dem das Verhalten der Folge fiir unterschiedliche « € [1, 4] dargestellt wird.

1_
Sogenannter ,, Feigenbaum*: Fiir verschiedene «
& (waagerecht von o = 1 bis a = 4) werden jeweils
E senkrecht die zugehorigen Folgenglieder a, mit
100 < n < 200 gezeichnet.
', Jeder Startwert a; €]0, 1] liefert ein dhnliches
Bild, wenn ab einem hinreichend groflen n;
geniigend viele Folgenglieder gezeichnet werden.
0 7
7 Reihen
In vorherigen Abschnitten haben wir manchmal reelle Folgen von spezieller Gestalt vorgefunden, die
wir jetzt ndher untersuchen wollen. Aus jeder gegebenen Folge a1, as, as, ... ldsst sich eine neue Folge
S1, 82, 83, ... bilden, indem man jeweils die ersten Glieder der Folge (a;) addiert:

sy =ai, S2=a+az2, Sz3=a;+ax+az, S4=a1+az+ a3+ a4,

Beispiel: Zur Folge (Z;) der Zinsen im i—ten Zeitabschnitt gehort die Folge (S;) der gesamten Zinsein-

1
nahmen nach i Zeiteinheiten, es ist S; = Y Z,.
v=1

n

Def 7.1 Sei (ay)nen eine beliebige Folge. Dann heifit (sy,)nen mit s, := > a; (unendliche) Reihe .

i=1
[e.e]
Beispiele: 1) Sei a,, := 1 fiir alle n € N. Die zugehorige Reihe > ay ist nichts anderes als die Folge der
k=1

natiirlichen Zahlen 1,2,3,....
oo
2) Sei ay, :=n mit n € N. Die zugehorige Reihe ) a; ist die Folge 1, 1+2=3, 1+2+3 =6, ... bzw.
i=1
n
es gilt s, 1= Z ! n+1)

Eine Reihe (s, )nen, die aus der Folge (a,)nen entstanden ist, bezeichnet man meistens mit dem Symbol
o0

> a;. Die Folgenglieder ay, as, ... (Summanden der Reihe) werden auch als Glieder der Reihe bezeichnet.
i=1

n
Sp = Z a; heiit n—te Partialsumme der Reihe. Die Glieder einer Reihe konnen natiirlich auch mit dem

Index 0 oder einem anderen Index beginnen, ferner kann statt ¢ jeder andere Buchstabe — beispielsweise
k — gewahlt werden.
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o0
Jede Reihe kann somit als Folge ihrer Partialsummen aufgefasst werden. Durch ) a; wird keineswegs

=1
eine ,,unendliche Summe® dargestellt, es handelt sich vielmehr um die iibliche Bezeichnung fiir eine Reihe.

Wie jede Folge kann eine Reihe konvergent oder divergent sein. Konvergenz bei Reihen kénnen wir uns
folgendermaflen merken:

oo

Def 7.2 Eine Reihe ) a; heifit konvergent, wenn die Folge (sy)nen der Partialsummen konvergiert,
i=1

d.h., wenn (s,) — s fiir ein s € R gilt. Hierfiir schreibt man dann

oo

Eine Reihe, die nicht konvergiert, heifit divergent.

o0 o0
Beispiele: Die Reihen > 1 und Y ¢ (Beispiele 1)und 2) von oben) sind divergent. Die Konvergenz von
i=1 1

1=

o0 .
> (—%)l wird in Kiirze bewiesen.
i=1

o0
Bitte unbedingt beachten: Das Zeichen Y a; wird in zwei unterschiedlichen Bedeutungen verwendet:

1=1
o0 o0
Einerseits steht > a; fiir eine Reihe, andererseits bezeichnet ) a; den Grenzwert dieser Reihe — falls
=1 ~ ~ =1
er existiert. Wenn verschiedene Reihen ) a; und ) b; den gleichen Grenzwert besitzen, werden wir dies
~ ~ =1 i=1 )
durch 3 a; = Y b; ausdriicken, die Gleichheit zweier Reihen (also Ubereinstimmung in allen Gliedern)
i=1 i=1 - -
wird in der Literatur hiufig durch 3 a; = > b; dargestellt.
i=1 i=1

Fin einfaches notwendiges Kriterium fiir Konvergenz von Reihen liefert der folgende Satz. Zur iibersicht-

licheren Schreibweise vereinbaren wir: Wenn eine Aussage nicht vom ersten Index abh#ngt, schreiben wir
kurz Y a;.

Satz 7.1 ) a; konvergent = (a,) Nullfolge

Beweis: Fiir jedes n > 1 gilt a, = s, — s,—1. Aus der vorausgesetzten Konvergenz der Folge der
Partialsummen (s, — s) und den Grenzwertsétzen fiir Folgen erhalten wir

lim a, = lim (s, — $p—1) = lim s, — lim s,-1 =s—s=0
n—oo n—oo n—oo n—oo

Wichtig fiir Anwendungen ist die Umkehrung der Aussage dieses Satzes: Wenn (a,,) keine Nullfolge ist,
kann die zugehorige Reihe nicht konvergent sein.

o0
2k+3 2k+3 2 : : 1 :
1 Zrriop 1St wegen -0 — 2 7 0 garantiert divergent. Ob kz;l + konvergent oder divergent

oo
Beispiele:
k =

ist, konnen wir aus Satz 7.1 nicht erkennen.

Als néchstes sollen einige wichtige Reihen vorgestellt und untersucht werden.
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(&)
Def 7.3 Die Reihe % heilt harmonische Reihe.
k=1

1

Die Glieder der harmonischen Reihe sind a; = 1, ao = %, asg = %,...an =,
n
1 1,1 1 1
51:1, 52:1+§7 ey Sn:1+§+§++ﬁ: ZE7
k=1

Satz 7.2 Die harmonische Reihe ist divergent.

Beweis: Wir fassen ihre Glieder wie folgt zusammen:

1 1 1 1 1 1
a=1, a=3 atau=3+;>3+71=73,

1

1 1 1 1 1 1 1 1 4 1
a5+a6+a7+a8:§+6+7+§>§+§+§+§:§:§7 a9+...+a16>8-1—6:§.

5 ANALYSIS

, ihre Partialsummen

1

Wir stellen fest: Die Glieder der harmonischen Reihe lassen sich so biindeln, dass hinreichend viele

aufeinander folgende Glieder addiert mindestens % ergeben.

Wir schreiben diese Erkenntnis mathematisch exakt auf:
on on 1 1
-1
Vn e N\ {1} : S>oaw > ) o =2
k=2n—141 k=2n—141
Fiir die 2"—te Partialsumme son erhalten wir damit

1 1 n
32n:a1+a2+(CL3+(Z4)+((I5+...+(18)+...+(a2n—1+1+...+a2n)>1+§+...+*:1+

2 2

n—mal

Aus 1+ 5 — oo folgt die Divergenz der Partialsummen, also ist die harmonische Reihe divergent.!6

Die am Ende des Abschnittes iiber Cauchyfolgen als Beispiel untersuchte sogenannte alternierende har-
monische Reihe Z(—l)”l% ist im Gegensatz zur harmonischen Reihe konvergent. Eine {iberraschende
Konsequenz aus der Divergenz der harmonischen Reihe wird sich in den Ubungen ergeben. Zunéchst
halten wir fest: Es gibt eine konvergente Reihe ) a;, deren Betragsreihe ) |a;| divergent ist.

Die néchste Reihe beginnt mit dem Index ¢ = 0:

o] .
Def 7.4 Sei g € R gegeben. Dann heifit die Reihe ) ¢ geometrische Reihe.
i=0

Die geometrische Reihe ist uns ansatzweise bereits im vorherigen Kapitel begegnet. Sie ist eine der wichtig-
sten Reihen der Analysis, bereits die alten Griechen haben sich unbewusst mit ihr auseinandergesetzt, wie
das Paradoxum vom Wettlauf zwischen Achill und einer Schildkréte zeigt (mehr dazu in der Vorlesung).
Es sei versichert: Grundwissen iiber diese Reihe ist unabdingbar zum Bestehen spéterer Priifungen!

Satz 7.3 Die geometrische Reihe divergiert fiir || > 1 und konvergiert fiir |g| < 1, es gilt

oo 1
qu =—— fiir |Jg <1,
. 1—g¢q

=0

n n
Beweis: Fiir |¢| < 1 folgt die Behauptung aus s,, = Z q' = 1_1‘1_;1

=0

‘q’nJrl —0. 17

10000
Die harmonische Reihe strebt sehr langsam gegen oco. Es ist beispielsweise > % < 10.
i=1

mit Hilfe der Grenzwertsétze wegen

17Es handelt sich um eine Anwendung der geometrischen Summenformel, siche Skript Seite 20 (Satz 1.5.2).
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Fiir |g| > 1 ist ¢* keine Nullfolge, also liegt nach Satz 7.1 Divergenz vor.

[e.°] o0 o0 o0

Beispz'ele: Z(%)Z = 1,1l = 2’ Z(_%)Z = 1+1l = %7 Z(%)Z = 1,1é = %7 Z(%)Z = 00,
1=0 2 =0 2 i=0 9 =0
& 2\ & 2\1 2\0 1
2E)=2X@)-@)=7=z-"1=2

Im Gegensatz zur harmonischen Reihe halten wir fest: Es gibt eine konvergente Reihe ) a;, deren Be-
tragsreihe > |a;| ebenfalls konvergiert.

Def 7.5 Eine Reihe ) a; heifit absolut konvergent : <= Y |a;| ist konvergent.
Beispiel: Die geometrische Reihe ist fiir |g| < 1 absolut konvergent.

Nicht jede konvergente Reihe ist absolut konvergent, aber die Umkehrung stimmt immer:

Satz 7.4 ) a; absolut konvergent = ) a; konvergent

Beweis: Wir benutzen die verallgemeinerte Dreiecksungleichung!®: Fiir alle n,m € N mit n < m gilt

m m m
> | D lul=] 3 lail
i=n-+1 1=n+1 i=n-+1

Sei £ > 0 beliebig. Da ) |a;| nach Voraussetzung konvergiert, gilt fiir ein geeignetes ng € N nach dem
Cauchykriterium (siehe Satz 5.2)

n m

> lail = lail

=1 i=1

<e Vn,m > ng

Insgesamt folgt (sei oBdA n < m)

n m m m n m
Doai=D ail=| ) ail <) ) faill =D lail =3 lail| <e
i=1 i=1 i=n+1 i=n+1 i=1 i=1
o0
Satz 7.5 Die Reihe ) % ist konvergent.
i=1

Beweis: Wir benutzen den Satz iiber monotone und beschréankte Folgen, wir haben also zu zeigen, dass
n

die Partialsummen s, = > %2 eine monotone und beschrankte Folge bilden.
i=1

Beh. 1: (Sn)nen ist monoton wachsend.  Bew: Klar, da alle Summanden %2 positiv sind.

Beh. 2: (Sn)nen ist beschriankt.  Bew: Fiir jedes i > 2 ist Z% < i(iil) = Z%l — 1 Damit gilt

1

"1 " 1 1 1
=1 1=2

8Findet man im Skript als Satz I1.1.6 auf Seite 26.
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Die Folge (s,,) ist nach unten durch 0 und nach oben durch 2 beschrénkt. Insgesamt folgt, dass die Reihe
o0
> %2 konvergiert. Den exakten Grenzwert kénnen wir mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln
i=1

allerdings nicht bestimmen.!?

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Beispiel aus der Geometrie. Ausgangspunkt ist ein gleichseitiges
Dreieck der Seitenldnge s. Wir konstruieren eine ,,Schneeflocke“ nach folgender Iterationsvorschrift:

1) Drittel die vorhandenen Seiten

2) Errichte auf den mittleren Abschnitten gleichseitige Dreiecke mit der Spitze nach aufen

3) Fahre fort mit 1)

Ausgangsdreieck und die ersten zwei Iterationen:

Frage: Wie grofl werden Umfang und Flacheninhalt nach n Iterationen, wie steht es mit Konvergenz?

Zum Umfang: Der Umfang des Ausgangsdreiecks ist Uy = 3s. Nach Vorschrift kommt bei jedem Schritt
zu jeder Seite ein Drittel ihre Lénge hinzu, also gilt Uy = 3 - %s und allgemein

4 A\"
Up=--Up1= (=) -U
3 U= (5) v

Wegen (%)n — o0 folgt, dass der Umfang beliebig grofl wird.

Zur Fliche: Der Flacheninhalt des Ausgangsdreiecks ist Fy = % -5- @s = ?s? Bei der i—ten Iteration
wird auf jeder existierenden Randstrecke ein neues gleichseitiges Dreiecke der Seitenlinge (%)Z s = 3y und
vom Fléacheninhalt D; = (%)Z Fp errichtet. Jedes dieser Dreiecke macht aus einer alten Begrenzungsstrecke
vier jeweils um den Faktor % kiirzere neue.

Wir zéhlen die bei jeder Iteration hinzukommenden Dreiecke:

Iteration | Anzahl neue Dreiecke
1. 3
2. 4-3
3. 4.-(4-3)
n. 4-(4n=2.3)=4""1.3

o0
. 2
"“Der Grenzwert ist > 5 = =
i=1
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Nach n Schritten folgt fiir die Gesamtflache F},

noo no 1\° 1=l N
fomne eyt (5) e ne (155 (5))
=1 i

=1

Aus S (8)' =2 folgt Fp— Fp(141-2) = 2432
us z%(g) 5 tolgt I 0 (1+3-38) =222
1=

Diese sogenannte von Koch — Schneeflocke besitzt eine endliche Fliche mit einer unendlich langen Um-
randung. Man kann auflerdem durch elementargeometrische Uberlegungen zeigen, dass sie vollstindig in

3

einem regelméfBigen Sechseck der Seitenlénge 733 liegt.

Frage: Wieviel Prozent der Fliche dieses Sechsecks wird von der Schneeflocke eingenommen?

8 Einige Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir wollen einige Kriterien kennenlernen, mit denen man héufig die Konvergenz bzw. Divergenz von
Reihen feststellen kann. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit bleiben wir bei der kurzen Schreibweise ) a;.

Selbstverstidndlich kénnen die bekannten Konvergenzkriterien fiir Folgen ebenfalls fiir Reihen benutzt
werden. Direkt aus den Grenzwertsitzen folgt beispielsweise

Satz 8.1  Es seien ) a; und > b; konvergente Reihen; es sei ¢ € R. Dann sind auch die Reihen
> ca; und Y (a; + b;) konvergent, es gilt > ca; = ¢> a; und > (a; +b;) =D a; + D b;.

Der folgende Satz wurde bereits im letzten Abschnitt als Satz 7.1 vorgestellt und bewiesen, lediglich aus
Griinden der Vollsténdigkeit geben wir ihn an dieser Stelle noch einmal mit etwas anderen Worten an:

Satz 8.2 Konvergiert die Reihe ) a;, so gilt lim a; = 0.
71— 00

Wie bereits erwdahnt, handelt es sich um ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe: Die
Folge der Glieder einer konvergenten Reihe muss eine Nullfolge sein. Umgekehrt ist diese Bedingung aber
keineswegs hinreichend fiir die Konvergenz, wie das Beispiel der harmonischen Reihe gezeigt hat.

Satz 8.3 (Majorantenkriterium)
Es sei Y b; eine konvergente Reihe mit b; > 0 fiir alle i € N. Ist dann ) a; eine Reihe mit |a;| < b; fiir
alle i € N, so konvergiert auch die Reihe " a;.

Beweis: ) |a;| ist monoton wachsend und durch den Grenzwert von > b; nach oben beschrénkt, also
konvergent. Damit ist )  a; nach Definition 7.5 absolut konvergent, aus Satz 7.4 folgt die Behauptung.

Die Reihe ) b; heifit konvergente Majorante von ) a;.

Der Satz bleibt richtig, wenn die Voraussetzung |a;| < b; nur fiir fast alle i € N gefordert wird. 2°

20Zur Erinnerung: Fast alle bedeutet, dass nur endlich viele Ausnahmen zugelassen sind.
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Mit Hilfe der Idee, die dem letzten Satz zu Grunde liegt, kann man manchmal auch die Divergenz von
Reihen nachweisen:

Korollar  (Minorantenkriterium)

Es sei Y ¢; eine divergente Reihe mit ¢; > 0 fiir alle i € N. Ist dann ) a; eine Reihe mit a; > ¢; fiir fast
alle i € N, so ist auch die Reihe ) a; divergent.

Beweis: Sonst wire ) a; nach Satz 8.3 eine konvergente Majorante zur divergenten Reihe ) ¢;, ein
Widerspruch.

sin(i) 3

Als Beispiele werden wir in der Vorlesung oder in den Ubungen die Reihen 3 %, > T(’ > = auf
Konvergenz oder Divergenz untersuchen.

Haufig kann Konvergenz oder Divergenz einer Reihe mit dem sogenannten Quotientenkriterium nachge-
wiesen werden. Hierbei wird die zu untersuchende Reihe mit der geometrischen Reihe verglichen.

Satz 8.4  (Quotientenkriterium)
Gegeben sei die Reihe ) a; mit a; # 0 fiir alle i € N.
a) Die Reihe konvergiert, falls es ein ig € N und ein ¢ € R gibt, so dass gilt

Ai41

< q < 1 fir alle ¢ > 1.

Qg

b) Die Reihe divergiert, falls es ein ip € N gibt, so dass gilt

Ai4+-1
a;

> 1 fir alle 7 > 1.

Beweis: Zu a) Wir setzen M = |a;|. Aus |77 < ¢ <= |ai11] < |aiq folgt
laig+1l < laigla = Mq, laig+2| < laig+1]q¢ < Mg, |aigrs| < |aigr2lq < Mg®,  usw.

Insgesamt gilt |a; 4| < M ¢ fiir jedes j € N. Jetzt kommt die geometrische Reihe in das Spiel: Die Reihe
SMg’ = MY ¢ ist wegen |q| < 1 eine konvergente Majorante der Reihe > |a;o+;|, d.h., die Reihe
>~ |aiyg+j| ist konvergent. Da sich diese Reihe von ) |a;| nur um endlich viele Glieder unterscheidet, ist
> lai] und damit nach dem Majorantenkriterium oder nach Satz 7.4 auch > a; konvergent.

Zu b) Aus |“;%| > 1 folgt |a;y1| > |a;| (fir alle i > ig). Also gilt
0 < aiy| < laig41| < aigra < -,

d.h., die a; bilden keine Nullfolge. Damit ist > a; nach Satz 8.2 nicht konvergent.

oo
Beispiele: 1) > 3,%: ist konvergent:
k=0

3k:+1 1 3
Q41 (k+1)!
ag 3k k+1~ 4 < 0
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o0
2) Die Reihe > g—i ist konvergent: Fiir alle k € N gilt

k=0

5
Ak+41 7(’;:3 _ |k +1)> -2 _ (L (kA ; :l-b mit by — k+1 i
ax 2 ok+1 . [5 2 k 9 Tk k k

Da die Folge by gegen 1 konvergiert (Grenzwertséitze (1)), konvergiert k“

gegen f. Damit findet man

zu jedem g € ]0.5, 1[ ein kg, so dass die Voraussetzungen des Quotlentenkrlterlums erfiillt sind.
Wie wir gerade gesehen haben, kann man das Quotientenkriterium manchmal auch so anwenden:

Falls fiir eine Reihe ) a; gilt

. Qi1 . . .
lim || < 1, so konvergiert die Reihe,
i—oo | Q4

. aj+1 . . . .

lim > 1, so divergiert die Reihe.
i—oo | Q4

Frage: Konvergiert oder divergiert die Reihe ) Z—l;?

a1+1

= 1= 777 ). Obwohl fiir die
harmonische Reihe alle Quotienten |a"+1| < 1 sind, ist diese Reihe dlvergent (Es gibt kein g mit den

Leider fithrt das Quotientenkriterium nicht immer zum Ziel (lim

verlangten Eigenschaften); auch fiir die Reihe Z werden wir vergeblich nach einem ¢ suchen, trotz der
bekannten Konvergenz!

FEng verwandt mit dem Quotientenkiterium ist das Wurzelkriterium, das wir ohne Beweis angeben:
Satz 8.5 (Wurzelkriterium)
a) Die Reihe ) a; konvergiert, falls es ein ig € N und ein g € R gibt, so dass gilt
V0a| < g <1 fiir alle i > .
b) Die Reihe divergiert, falls es ein ig > 0 gibt, so dass gilt

l]a;| > 1 fiir alle 7 > 4.

Aus dem Wurzelkriterium lassen sich analoge Folgerungen wie aus dem Quotientenkriterium ziehen. Das
Waurzelkriterium ist ,,besser” als das Quotientenkriterium: Jeder ,erfolgreiche Konvergenznachweis mit
Hilfe des Quotientenkriteriums hétte auch mit dem Wurzelkriterium durchgefithrt werden kénnen, die
umgekehrte Richtung gilt nicht:

Beispiel: Z J;g 1 ist nach dem Wurzelkriterium wegen

X M _ 1l 202+ (—1)F) <

k
k=1 2 V6 —

N =
N =
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konvergent; mit dem Quotientenkriterium hétten wir keine Entscheidung treffen kénnnen.

Satz 8.6  (Leibnizsches Kriterium, G.W. Leibniz (1646-1716) )

Eine Reihe > (—1)%a; ist konvergent, wenn (a;) eine monotone Nullfolge ist.

Beweis: Sei o0BdA a; > 0 fiir alle i € Ny (ausnahmsweise fangen wir mit ag und sg an). Wir betrachten
zunéchst nur jede zweite Partialsumme s; = ag — a1, s3, S5, ..., allgemein:

Son+1 = (ap — a1) + (a2 — az) + (a4 — as) + ... + (a2, — a2n41).

Wegen (a; — a;+1) > 0 ist die Folge s1, s3, S5, ... monoton wachsend. Sie ist auch beschrinkt; um dies
einzusehen, klammern wir die Summe so,11 anders:

Sopt1 = ag — (a1 —az) — (a3 — as) — ... — (agn—1 — A2,) — A2n41 < Go.

Also ist s1, s3, S5, . . . konvergent mit einem Grenzwert s. Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass die Folge
der Partialsummen sg, o, S4, . .. gegen denselben Grenzwert s strebt: Es gilt sont2 = sopt1 + aont2. Mit
Hilfe der Grenzwertséitze erhalten wir

lim sopio = lim sopy1 4+ lim agpio =s+0=s.
n—oo n—oo n—oo

Beispiele: > (—1)""11 und "(—1)"4 sind konvergent.

Reihen mit stéindigem Vorzeichenwechsel heiflen alternierende Reihen. Die Monotonie in den Voraus-
setzungen von Satz 8.6 darf nicht vernachléssigt werden, es gibt Reihen, die bis auf die Monotonie alle
Voraussetzungen des Leibnizschen Kriteriums erfiillen, aber nicht konvergent sind.

o0
Satz 8.7 Sei z € R. Dann gilt ’;1 % konvergent <= x € [—1,1].

Beweis: Mit Hilfe des Quotientenkriteriums

xn—f—l 'n

) = = - lal = |2
an, (n+1)-zn n+1
folgt die Konvergenz fiir x €] — 1, 1] und die Divergenz fiir |z| > 1. Fiir x = —1 folgt die Konvergenz aus

dem Leibnizkriterium, fiir x = 1 liegt die divergente harmonische Reihe vor.

Reihen der Gestalt >~ a;x® heien Potenzreihen, leider kémnen wir aus Zeitgriinden nicht niher auf sie
eingehen. Die wichtigste Potenzreihe soll allerdings nicht unerwéhnt bleiben:

o0

Def 8.1 und Satz 8.8 Die Ezponentialreihe %c konvergiert fiir jede reelle Zahl x.
k=0
Beweis: Aus dem Quotientenkriterium folgt
n+1l .1
n+1| | nt | 1 2] — 0
an (n+1)!-zr| n+1
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Wir geben ohne Beweis den Grenzwert der Exponentialreihe an:

Z oo e’ Ve eR
k=0
o0
Damit haben die Folge (1 + %)n und die Reihe ) % den gleichen Grenzwert, es gilt allgemeiner
k=0

T\™ = 2k
T PR
(7)) —e =25
k=0
wobei die Exponentialreihe wesentlich schneller konvergiert als die entsprechende Folge.

Frage: Gibt es einen Zusammenhang zwischen Exponentialreihe und e—Funktion?

Reihen, deren Konvergenz aus dem Quotienten— oder Wurzelkriterium folgt, sind stets absolut konvergent.
Konvergente Reihen, die nicht absolut konvergent sind (sogenannte bedingt konvergente Reihen), besitzen
folgende erstaunliche Eigenschaft:

Satz 8.9 (Riemannscher Umordnungssatz, B. Riemann (1826-1866) )

Sei a eine beliebige reelle Zahl. Dann gibt es zu jeder bedingt konvergenten Reihe eine Umordnung, die
a als Grenzwert besitzt.

Einen (konstruktiven) Beweis findet man in dem lesenswerten Lehrbuch der Analysis I von H. Heuser.
Fiir absolut konvergente Reihen gilt nahezu das Gegenteil: Egal, wie sehr man die Folgenglieder solcher
Reihen ,,durcheinanderschiittelt®, stets erhilt man den gleichen Grenzwert!

9 Grenzwerte von Funktionen

Den Begrift der Funktion oder Abbildung kennen wir bereits aus dem ersten Semester. Ab jetzt wollen
wir reelle Funktionen f : D — R mit Definitionsbereich D = D(f) C R n#her untersuchen. D(f) wird
h#ufig ein Intervall sein, daher soll dieser Begriff zunéchst ,,offiziell“ eingefiihrt werden.

Def 9.1 Es seien a,b € R. Die Mengen

[a,b] = {zx€R|a<z<b}, la,b[ == {xeR|a<z<b},
[a,b] = {xeR|a<z<b}, la,b] == {xeR|a<z<b}

heiflen endliche Intervalle; [a,b] heifit abgeschlossenes Intervall, ]a,b[ heifit offenes Intervall, [a,b] und
|a, b] heiflen halboffene Intervalle.

L&sst man fiir a oder b auch —oco oder oo zu, erhilt man unendliche Intervalle, so ist beispielsweise
| —o0,b ={z e R |z <b}.

Frage: Wie kann man R als Intervall schreiben?
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Zeichnerisch werden wir den Graph einer reellen Funktion wie iiblich in einem rechtwinkligen Koordina-
tensystem mit z—Achse und y—Achse darstellen.

Beispiel: In der folgenden Skizze ist der Graph zweier Funktionen f,g : | — 3,5] — R aufgemalt, die
Bedeutung der schwarzen und weiflen Kringel wird in der Vorlesung geklért.

Nicht immer lassen sich Funktionen so einfach skizzieren.

Frage: Wie sieht der Graph der Dirichletschen Funktion, benannt nach P.—G. Dirichlet, 1805-1859,
f:R—=Rmit f(x):= 1 fiir rationales x und f(z) =0 fiir z ¢ Q aus?

Bisher haben wir uns um Grenzwerte von reellen Folgen und Reihen gekiimmert, d.h., wir haben Grenz-
werte der Art lim,, .. a, betrachtet. Jetzt wollen wir den Grenzwertbegriff auf Funktionen erweitern.

Def 9.2 Eine reelle Funktion f: D — R hat an an der Stelle o € R den Grenzwert a € R, geschrieben
lim f(z) =a oder f(z)—afirz— xg, : <=

T—T0
(1) Es gibt eine Folge (z,) — xo mit z, € D\{zo}
(2) Fiir jede Folge aus (1) gilt f(zy,) — a

Ob eine Funktion f an einer Stelle zy einen Grenzwert besitzt, hingt — siehe Bedingung (1) — nicht
davon ab, ob und gegebenenfalls wie f(z() definiert ist. Es muss lediglich in jeder e~Umgebung von xg
mindestens ein von x( verschiedenes Element des Definitionsbereichs der Funktion liegen; man sagt auch
mathematisch vornehmer: xy muss ein Haufungspunkt von D sein. (Bitte nicht mit Hiufungspunkt einer
Folge verwechseln!)

Beispiele: 1) Die konstante Funktion f : R — R, die jede reelle Zahl auf 1 abbildet, hat an jeder Stelle
2o € R den Grenzwert 1:

Wegen f(z,) =1 Vz, € R folgt fiir jede Folge x,, — ¢ auch f(z,) =1 — 1, und dies ist (zufillig) auch
der Wert der Funktion an der Stelle xy.

2) Sei f:R — R mit f(z) = 22, also erneut D(f) = R. f hat an jeder Stelle 2y € R den Grenzwert x3;
denn es gilt fiir jede Folge (z,) mit x,, € D(f), zp # zp und lim z, = xg
n—oo
2

lim f(z,) = lim 22 = lim z,- lim z, = 23, also lim f(z) =23 .
n—oo n—oo n—oo n—oo T—XQ

Zufilligerweise gilt auch hier f(z¢) = 23, an jeder Stelle stimmen lim f(z) und f(zo) iiberein. Dies ist
T—x0

nicht immer so, wie die néchsten Beispiele zeigen.

3) Sei f:[0,00[— R mit
0 fir =0

f(:z):{ 1 fir >0
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Frage: Hat f an der Stelle xp = 0 einen Grenzwert?

Antwort: Sei (z,) eine beliebige Nullfolge mit x, > 0.2' Es folgt f(x,) — 1, da (wegen z, # 0) stets
f(x,) =1 gilt. Also hat f an der Stelle o = 0 den Grenzwert 1, obwohl hH(l) f(x) =1+ f(0) gilt!
r—

4) Sei f: R — R mit

1 fir >0
f(z) = 0 fir z=0
-1 fir <0

Frage: Hat f an der Stelle zg = 0 einen Grenzwert?

Antwort: Wir betrachten die Folge (z,,) mit x,, = GtD I o gilt ©,, € D(f), zn # 0 und lim x, = 0.
n—oo

n

Fiir die zugehorige Folge (f(xy,)) der Funktionswerte gilt

| =1, falls n ungerade
f($")_{ 1, falls n gerade

Damit existiert lim f(x,) nicht, f hat an der Stelle g = 0 keinen Grenzwert, obwohl f(x) definiert ist.

5) Sei f:R\ {0} — R mit f(z) = 2. Wir untersuchen, an welchen Stellen f einen Grenzwert hat.

1. Fall: g # 0. Es sei (x,,) eine Folge mit z,, € D(f) (d.h. =, # 0), und lim x,, = z. Dann gilt nach
n—~oo

alten Sétzen:

1 1 1
lim f(z,)= lim — = —, also lim f(x) = — , der Grenzwert existiert.
n— o0 n—oo Ty, xo T—T0 Zo

2. Fall: g = 0. Wir vermuten (zum Beispiel durch Betrachten des zugehorigen Graphen), dass an dieser

Stelle kein Grenzwert existiert. Dies beweisen wir, indem wir eine Folge gemifl (1) aus Definition 9.2

angeben, die nicht die Eigenschaft (2) dieser Definition erfiillt. Es sei x,, := % Da diese Folge gegen 0
konvergiert, aber die Folge (f(zy)) nicht konvergiert (warum nicht?), hat die Funktion f(z) = 1 an der
Stelle g = 0 in der Tat keinen Grenzwert.

6) Zur Zeichnung auf Seite 142: Die Funktion f hat an jeder Stelle xy € [—3, 5] einen Grenzwert, wihrend
g an genau einer Stelle des abgeschlossenen Intervalls [—3, 5] keinen Grenzwert besitzt (wo?).

Man kann Definition 9.2 auf uneigentliche Konvergenz/Divergenz ausdehnen, hierzu weitere Beispiele:
7) Sei f :]0,1[— R gegeben durch f(z) := 1. Dann gilt firz — 0 :  f(z) — .

8) Sei f: R\{1} — R gegeben durch f(z) :== ZH. Dann gilt fiir  — 0o :  f(z) — 1.
Frage: Was ist mit liml f(z)?

Mit den folgenden Funktionen werden wir uns eventuell in den Ubungen beschéftigen:
1) Wie verhilt sich f: R\ {0} =R, f(z)=|%]an z¢=0?

2) Sei f:R\{0} — R gegeben durch f(z) :=sin (1). Existiert der Grenzwert lin}) f(z)?
1 fir z€Q
xr fir z€Q °

21Die Forderung z, > 0 folgt aus der Vorgabe z,, € D\{0}.

An welchen Stellen hat f einen Grenzwert?

3) Seif:ReRmitf(x):{
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4) Keine Funktion f :Z — R hat an irgendeiner Stelle einen Grenzwert (warum 7).

Noch einmal zur Erinnerung: Fiir die Existenz eines Grenzwertes einer Funktion ist es v6llig unerheblich,
ob die betroffene Stelle zum Definitionsbereich der Funktion gehért oder nicht. Dies wird im néchsten
Abschnitt {iber Stetigkeit anders sein. Dort werden wir feststellen: Die Frage, ob eine Funktion an einer
Stelle stetig ist oder nicht, stellt sich ausschlielich fiir Werte des Definitionsbereichs.

10 Stetigkeit: Definition und Beispiele

Kehren wir fiir einen Augenblick zur Grenzwertdefinition 9.2 zuriick. Zur Untersuchung, ob eine Funktion

an einer Stelle xy einen Grenzwert besitzt, durften nur Werte f(x,) mit x,, # ¢ herangezogen werden.

Die kann zu der drgerlichen Konsequenz fiihren, dass ein existierender Grenzwert lim f(x) nicht mit dem
r—x0

Funktionswert f(xz¢) iibereinstimmt. Ab jetzt werden wir auf die Einschrénkung z,, € D\{z() verzichten
und fiir z,, jeden Wert aus dem Definitionsbereich zulassen. Auflerdem beschéftigen wir uns ab sofort nur
noch mit Grenzwerten von reellen Funktionen an Stellen des Definitionsbereiches.

Def 10.1 Es sei f : D — R eine reelle Funktion, xg € D(f). f heifit stetig an der Stelle xy : <= Fiir
jede Folge (x,) mit xz, € D(f) und lim z, = xo gilt lim f(x,) = f(z0)-
n—od n—oo

f heiit stetig auf X (fir X C D(f)), falls f an jeder Stelle xg € X stetig ist.

Statt stetig an der Stelle xy sagt man auch kiirzer stetig in xg. Ist eine Funktion f in zy € D(f)
nicht stetig, nennt man f unstetig an der Stelle xg und zq eine Unstetigkeitsstelle von f. Dies bedeutet,
dass es mindestens eine Folge (x,,) mit x, € D(f) und z, — =xo gibt, fiir die die zugehorige Folge
der Funktionswerte (f(z,)) entweder iiberhaupt nicht oder gegen einen Wert verschieden von f(xg)
konvergiert.

In der Schule haben Sie eventuell gelernt, dass eine reelle Funktion genau dann stetig ist, wenn man ihren
Graph ohne Unterbrechung zeichnen kann. Dies mag fiir alle Félle, die dort behandelt werden, zutreffen,
mathematisch exakt ist es aber nicht! Wir werden spéter Beispiele kennenlernen, die diese Problematik
deutlich machen.

Beispiele: 1) Die konstante Funktion f : R — R, d.h., f(z) = ¢ fiir alle € R, ist fiir jedes zyp € R
stetig; denn fiir jede Folge (x,) mit lim x, = x¢ gilt:
n—oo

Jim f(z) = lim f(en) = lim c¢=c= f(zo) .

2) Die identische Abbildung f: R — R, f(x) := x ist stetig auf R, da fiir jede Folge (x,) mit x,, — x¢
gilt:
lim f(z) = lim = =x9= f(x9) .

T—T0 T—T0o

Die néchsten beiden Beispiele sind bereits im 9. Abschnitt behandelt worden:

3) Die Funktion f(z) = x? ist auf ganz R stetig.
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0 fir =0
1 fir >0
dies nachzuweisen, miissen wir eine Folge x,, — 0 angeben, deren Bildfolge f(x,) nicht gegen f(0) = 0
konvergiert. Ein brauchbarer Kandidat fiir unsere Zwecke ist die Folge z,, := %, da zwar % — 0 gilt, aber
f (l) = 1 nicht den Grenzwert 0 besitzt.

n

4) Die Funktion f : [0,00[— R mit f(z) = { ist an der Stelle zp = 0 unstetig. Um

5) Da die Funktion f(z) =sin (1) an der Stelle zg = 0 nicht definiert ist, ist sie an dieser Stelle weder
stetig noch unstetig.
sin (%) fir x#0

. an der Stelle xg = 0 stetig?
0 fir ==

Frage: Ist die Funktion g : R — R, g(z) := {

1 fir z€Q
x fir 2€Q

An dieser Stelle ist sie auch stetig, da lim1 f(z) und f(1) iibereinstimmen.
T—

6) Die Funktion f: R — R mit f(x) = { hat nur an der Stelle o = 1 einen Grenzwert.

Wir stellen fest: Es gibt auf ganz R definierte Funktionen, die nur in genau einem Punkt stetig sind.
Frage: Gibt es reelle Funktionen, die an genau zwei (3,4, ...n, abzdhlbar vielen) Stellen stetig sind?

Wir vergleichen ein letztes Mal die Definitionen 9.2 (Grenzwert einer Funktion) und 10.1 (Stetigkeit) und
stellen fest: Im Gegensatz zum Grenzwert

— ist Stetigkeit oder Unstetigkeit ausschlieflich an Stellen des Definitionsbereichs moglich

— miissen bei Untersuchungen zur Stetigkeit auch Folgen (x,) — x¢ mit Folgengliedern x,, = x( beriick-
sichtigt werden.

Diese Unterschiede fiihren zu folgendem merkwiirdigen Verhalten:

Beispiele: 7) Jede Funktion f : Z — R ist iiberall stetig (denn nur konstante Folgen erfiillen die Voraus-
setzung =, — o), hat aber an keiner Stelle einen Grenzwert (da es keine Folge (x,,) — xo mit x,, #
gibt).

8) Die Funktion ¢ : R — R mit ¢(0) := 0 und g(z) = 1 sonst hat an der Stelle 0 den Grenzwert 1, ist
dort wegen f(0) = 0 aber nicht stetig.

Zum Gliick werden wir uns im Folgenden nicht weiter mit solchen patologischen Fillen auseinandersetzen.
Keine Probleme dieser Art gibt es bei Funktionen f : R — R: Hier merken wir uns:

f:R — Rist an der Stelle zg stetig <= lim f(z)= f(xo) .

T—x0

Sind f und g reelle Funktionen mit den Definitionsbereichen D(f) und D(g), so versteht man unter f+g
die Funktion mit Definitionsbereich D(f) N D(g), definiert durch

(f +9)(@) = f(z) +g(x)
Analog definiert man f —g, f-g, 5 mit D(%) =D(f)n{x € D(g) | g(z) # 0}.
Satz 10.1 f und g seien stetig an der Stelle xy. Dann gilt:

(a) f+g, f—g, f-gsind stetig an der Stelle zg.
(b) g ist stetig an der Stelle zg, falls g(xo) # 0 gilt.
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Beweis: Es sei (2,,) eine Folge mit x, € D(f) N D(g) und x,, — zg. 2 Wegen der Stetigkeit von f und
g folgt lim f(x) = f(xo) und lim g(x) = g(zp). Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte erhalten wir
T—2X0 T—T0

Jim (f +g)(z) = lim (f(z) +g(z)) = lim f(z) + lim g(z) = f(z0) +g(z0) = (f +9)(20) -

Also ist f + g an der Stelle x( stetig. Analog zeigt man die iibrigen Behauptungen des Satzes (Beweis als
Ubungsaufgabe empfohlen).

Def 10.2 a) Ein Polynom p vom Grad n ist eine Funktion p : R — R mit
p(x) =ag+ a1z + asx® + ...+ apz™ mit ay,...,a, € R und a, # 0.
b) Eine Funktion r heifit rationale Funktion : <= r(z) := % mit Polynomen p und g.

Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion r ist in der Regel D(r) = {x € R | gq(x) # 0}. Als eine
unmittelbare Folgerung aus Satz 10.1 und den ersten Beispielen erhélt man:

Satz 10.2 a) Polynome sind auf R stetig.

b) Rationale Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich stetig.

Beispiel: f: R\{1} — R, gegeben durch f(z) := 2L ist im ganzen Definitionsbereich stetig.

rz—17

Will man untersuchen, ob f an einer Stelle xq stetig ist, muss man nicht ihren gesamten Definitionsbereich
D(f) im Auge haben. Wichtig ist nur, wie sich f in einem beliebig kleinen offenen Intervall I mit z¢ €
verhélt. Man sagt daher auch, dass Stetigkeit eine lokale Eigenschaft einer Funktion ist. Mit anderen
Worten: Ob f in xg stetig ist, hdngt nicht von f insgesamt, sondern nur vom Verhalten von f in der
unmittelbaren Nahe von x( ab.

Stetigkeit in einem Punkt kann man daher auch folgendermafien ausdriicken:

Satz 10.3 Eine Funktion f: D — R ist in g € D stetig <

Ve>0 39>0 VaeDmit|r—ax <0 gt |f(z) — flxo)] <e

Hierzu wird die folgende Skizze in der Vorlesung beschriftet:

Bevor wir diesen Satz beweisen, formulieren wir die Aussage noch einmal (nahezu) ohne mathemati-
sche Zeichen: Stetigkeit an der Stelle xy bedeutet, dass man zu jeder (e—)Umgebung um f(xg) eine

22Beachten Sie: Die Aussage ,,Es sei () eine Folge mit ... “ bedeutet, dass alle Folgen im Sinne der Stetigkeitsdefinition
untersucht werden.
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(6—)Umgebung um xy angeben kann, so dass die Bilder aller Zahlen aus der Umgebung um z( innerhalb
der Umgebung von f(xg) liegen.

Beweis: ,,<=“: Zu zeigen ist: z — xo = f(z) — f(zo):

Gegeben sei eine beliebige Folge (x,) — xo und ein beliebiges € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein
d > 0, so dass fiir alle x € D mit |z — x| < 0 gilt: |f(x) — f(zo)| < &. Zu diesem § wiederum gibt es
wegen der Konvergenz von (z,,) ein ng € N mit |z, — x| < ¢ fiir alle n > nyg.

= |f(zn) = f(zo)| <e  Vn>mng
Also konvergiert f(x,) gegen f(xg).

»,="“: Zu zeigen ist: Ve > 0..., vorausgesetzt ist die Stetigkeit von f in xg.

Wir gehen indirekt vor und nehmen an, die Behauptung ist falsch. Das bedeutet:

de>0 V>0 dzxreDmit|z— x| <0, aber |f(z) — f(zo)| > ¢

Mit anderen Worten: Es gibt mindestens eine Folge z,, — x¢ (denn: V§ >0 Jz € D mit |z — zo| < 9),
deren Bildfolge f(xy) nicht gegen f(xp) konvergiert (denn: Je >0 ... |f(z) — f(zo)| > €). Dies ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung der Stetigkeit in xg, damit ist der Satz bereits bewiesen.

Mit Hilfe von Satz 10.3 koénnen wir Stetigkeit an einer Stelle zy auf eine zweite Art nachweisen. Wir
wollen dies an einigen Beispielen iiben, wobei der Definitionsbereich in allen Féllen R ist.

Beispiele: 1) Jede konstante reelle Funktion f ist in jedem xg € R stetig: Wegen |f(z) — f(zo)| =0 < ¢
fiir jedes € > 0 geniigt jedes § > 0 der Bedingung von Satz 10.3.

2) f(x) = 2z ist ebenfalls iiberall stetig: Fiir jedes ¢ > 0 und z¢ € R gilt

1f(z) — f(x0)] = 2z — z0| < & <= |z — 0| < g — 5

Das gesuchte § hingt in diesem Beispiel von &, nicht aber von z( ab.
3) f(z) = 22 ist in zg = O stetig: Sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Wegen

[f(@) = fO)] = |2*| <e = |z| < Ve
erfiillt 6 := /e die Stetigkeitsbedingung, denn fiir alle x € D(f) mit |t —0| < 0 = /e ist [ f(x) — f(0)] < e.

Fiir den Nachweis der Stetigkeit in z¢g = 3 reicht 6 = /¢ nicht aus. Fiir jedes 0 <e < 1 und z =3 + %
ist zwar |z — 3| = /5 < \E, aber |f(z) — f(3)| = 3-vE+ 5 >3-/ > e. Trotzdem ist f auch in
xo = 3 stetig. Zum Nachweis benétigt man ein ,besseres® ¢, beispielsweise § = min{1, /9 + ¢ — 3}. Wir
verzichten auf die explizite Durchfiihrung und merken uns nur, dass im Allgemeinen das gesuchte § von
€ und der zu untersuchenden Stelle zy abhéngt.

4) f(z) =0 fiir < 0 und f(x) = 1 fiir £ > 0 ist an der Stelle 29 = 0 nicht stetig: Zu e = 3 gibt es wegen
|f(x) — f(0)] =|0—1] =1 > ¢ fiir alle z < 0 garantiert kein § mit der geforderten Eigenschaft.

Wir merken uns: Stetigkeit in x bedeutet, dass man zu jeder Umgebung V um f(z) immer eine Umgebung
U um z findet mit f(U) C V.
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Unstetigkeit in x bedeutet demnach: Es gibt eine Umgebung V' um f(z), zu der keine Umgebung U um
x mit f(U) C V existiert. Mit anderen Worten: In jeder noch so kleinen Umgebung von z finden wir ein
schwarzes Schaf, dessen Funktionswert nicht in V' liegt.

In vielen Biichern wird Stetigkeit mit Hilfe von Satz 10.3 definiert und unsere Definition 10.1 als dazu
dquivalente Aussage bewiesen.

Wir beenden diesen Paragraphen mit zwei Problemen, deren Lésungen nicht unmittelbar einsichtig sind.

1) Sei f:R — R gegeben durch

0 fir z&€Q undfirz=0
i@ =1,
q

fir == % € Q\{0} mit p € Z,q € N teilerfremd

Frage: An welchen Stellen ist f stetig?

Antwort: f ist unstetig fiir zop € Q\{0}, denn in jeder § — Umgebung von xg liegen irrationale Zahlen mit
f(z) = 0. Somit ist die & — § — Bedingung fiir kein ¢ mit 0 < ¢ < f(xg) erfiillt.

Hingegen ist f stetig fiir x¢9 € Q und fiir g = 0: Zu jedem & > 0 existiert ein ng € N mit 0 < nio <e.Da

es nur endlich viele x € [zg — 1,z + 1] gibt mit f(x) > n—lo, existiert a := min{|z — x| | f(z) > nio} > 0.

Wir kénnen dieses « als  im Sinne von Satz 10.3 benutzen: Zu jedem ¢ > 0 haben wir ein 6(= «) > 0
gefunden, so dass fiir alle z mit |x — xg| < d gilt: |f(z) — f(z0)] < €.

2) In der Anschauungsebene R? sei das Dreieck ABC mit A = (—1,0), B = (1,0) und C = (0,1)
und ein fester Punkt P = (p1, p2) € R? mit py # 0 gegeben. Wir definieren eine Funktion I[p : R — R
folgendermaflen:

Bestimme zu z € R die Gerade durch P und X = (x,0). Der Funktionswert [p(x) ist dann die Lange des
Teils dieser Geraden innerhalb des Dreiecks ABC.

Frage: Hingt es von dem gewéhlten Punkt P ab, ob [p stetig oder unstetig ist?

11 Einfache Eigenschaften stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt sollen einige interessante Eigenschaften stetiger Funktionen angegeben werden.

Satz 11.1 Sei f: D — R in xy € D stetig mit f(xg) > 0. Dann gibt es eine Umgebung U(z() mit
f(z)>0 VezeDNU.

Beweis: Auf Grund der Stetigkeit von f in zg gibt es nach Satz 10.3 zu jedem € > 0 ein § > 0 mit
|f(z) — f(zo)| < e Vo € D mit |[x — xg| <,

also auch zu ¢ = %ﬂ”o) > 0. Fiir dieses 0 zeigen wir, dass die Umgebung U(zg) := |zg — J, 20 + J[ die

verlangte Eigenschaft besitzt.
Beh: Fiir jedes Element z € U(zg) = |xg — d,z0 + [ gilt f(x) > 0.
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Bew: Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann muss es wegen der Stetigkeit von f in xg ein
z € U(zp) geben mit f(z) <0 und |f(2) — f(z0)| < €. Insgesamt folgt fiir dieses z

f(@o)
2

= ¢ > |f(2) = fzo)| = flwo) = f(2) > f(x0)

Dies ist aber nicht moglich, da sich sonst (beachte f(zo) > 0) der Widerspruch 3 > 1 ergibt.

Unmathematisch ausgedriickt besagt der Satz: Wenn eine stetige Funktion an einer Stelle positiv ist,
dann auch ,,direkt daneben*.

Eine analoge Aussage ist auch fiir f(zo) < 0 moglich. In diesem Fall gilt: 3U (o) mit f(z) < 0Vz € DNU.

Die Voraussetzung stetig in x¢ ist in Satz 11.1 notwendig, wie uns das einfache Beispiel der in ¢y = 0

_ y <
unstetigen Funktion f(x) = { 1 fir <0

1 fir x>0 28"

Frage: Kann man einen &hnlichen Satz fiir f(xo) = 0 formulieren?

Ein (auch in der Schule) haufig gestelltes Problem beschéftigt sich mit der Existenz und dem Auffinden
von Nullstellen von Funktionen. Fiir eine auf einem Intervall [a, b] mit a < b stetige Funktion kennt man
folgende Aussage iiber die Existenz von Nullstellen:

Satz 11.2 (Nullstellensatz von Bolzano)

Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < 0 < f(b) (oder umgekehrt f(a) > 0 > f(b)). Dann besitzt f
mindestens eine Nullstelle, d.h., 3zg € Ja, b[ mit f(xg) = 0.

Beweis: Wir argumentieren wie im alternativen Beweis des Satzes von Bolzano—Weierstrafl, indem
wir u; = a,01 = b und ¢ := UITM setzen. Im Fall f(t) = 0 haben wir die gesuchte Nullstelle zy = ¢
gefunden, fiir f(t) < 0 setzen wir ug = ¢t und o2 = o1, fir f(¢) > 0 sei ug = u; und o2 = t. Auf
diese Weise erhalten wir eine monoton wachsende Folge (u,) und eine monoton fallende Folge (o,) mit
gleichem Grenzwert zp. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit folgt f(u,) — f(x0), f(on) — f(x0) mit
f(un) <0, f(on) > 0Vn € N. Nach Satz 11.1 muss f(zg) = 0 sein: f(z¢) > 0 steht im Widerspruch zu
flun) — f(xp), denn es gibt eine Umgebung von x¢, in der alle Funktionswerte positiv sind, f(z¢) < 0
geht nicht wegen f(o,) — f(z0).

Wie beim Satz von Bolzano—Weierstrafl kann man auch hier einen véllig anderen Beweis fithren:

Alternativer Beweis: Sei A :={z € [a,b] | f(z) < 0}. Wegen a € A ist A # (), ferner ist A auf Grund
der Definition beschrinkt. Da wir uns im Bereich der reellen Zahlen bewegen, muss die Menge A ein
Supremum besitzen, sei g = sup A mit xg € [a, b].

Beh: x besitzt die Eigenschaft f(xg) = 0.

Bew: Sei (x,) eine Folge mit z, € A und x, — z9. Wegen der Stetigkeit gilt f(z,) — f(zo) mit

f(zg) < 0. Wir schlieflen den Fall f(z¢) < 0 aus: Sonst gibt es (erneut wegen Satz 11.1) ein § > 0 mit
f (mo + g) < 0, ein Widerspruch zu zy = sup A.

Der Nullstellensatzes gilt nicht, falls die Voraussetzungen (abgeschlossenes Intervall, Stetigkeit) nicht
beide erfiillt sind:

1) Eine stetige Funktion f : D — R mit f(a) < 0, f(b) > 0 fiir a,b € D muss keine Nullstelle haben,
wenn D kein Intervall ist, ein Gegenbeispiel ist f : R\{0} — R mit f(z) := —1 fiir £ < 0 und f(z) := +1
fiir z > 0. (Beachte: Wegen 0 ¢ D ist f iiberall stetig!)
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2) Verzichtet man auf die Voraussetzung der Stetigkeit, gibt es ebenfalls leicht zu findende Gegenbeispiele
(welche?).

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Nullstellensatz ist der sogenannte allgemeine Fixpunktsatz

Satz 11.3 Sei f: [a,b] — [a,b] eine stetige Funktion

=  duzg € a,b]: f(zo) = w0

Beweis: Wir koénnen von a < f(a) und f(b) < b ausgehen — andernfalls hétten wir ja bereits einen
Fixpunkt gefunden. An Stelle von f betrachten wir die Funktion

g:{ N e

g ist nach Satz 10.1 stetig mit g(a) > 0 und ¢(b) < 0, wir kénnen auf g den Nullstellensatz anwenden

und erhalten g € [a,b] mit g(z¢) = f(zo) — 20 =0 <= f(xg) = 0.

Fragen: Gilt der Satz auch fiir nichtstetige Funktionen? Gilt der Satz fiir stetige Funktionen, wenn der
Definitionsbereich kein Intervall ist?

Mit den letzten Sédtzen haben wir Aussagen iiber ein Element des Bildbereiches gemacht. Allgemeiner
gilt:

Satz 11.4  (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis: Sei oBdA f(a) < f(b), zu zeigen ist

vy € [f(a), f(b)] 3z elab]: f(z)=y

[a,b] —

folgt aus dem Nullstel-
o= fw)—y OF

Sei y € [f(a), f(b)]. Fiir die ebenfalls stetige Funktion g : {

lensatz
dzr € a,b]: 0=g(x)=f(x)—y <= f(z)=y

Auch dieser Satz wird falsch, wenn man auf eine der Voraussetzungen verzichtet. Dies heifit natiirlich
nicht, dass unstetige Funktionen sich nie bijektiv auf Intervallen verhalten kénnen:

0,1} — [0,1]
Beispiel: Sei f: x fir 2e€Q@Q
v { l—z fir z€Q

Obwohl f nur an einer Stelle (welcher?) stetig ist, kommt jeder Wert zwischen f(0) = 0 und f(1) =1
genau einmal als Funktionswert vor:

Firy € [0,1]NQ gilt f(y) =y, fir y € [0, 1] N (R\Q) gilt f(1—y)=1-(1—-y)=y.

In den Ubungen werden wir eventuell iiberlegen, ob es auch iiberall unstetige Funktionen ¢ : [0,1] — R
geben kann, die trotzdem der Aussage des Zwischenwertsatzes geniigen.
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Laut Zwischenwertsatz wird fiir stetige Funktionen, die auf einem Intervall [a, b] definiert sind, jeder Wert
zwischen f(a) und f(b) als Bild angenommen. Es gilt sogar

Satz 11.5  (Prinzip vom Mazimum und Minimum)

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f([a,b]) := {f(x) | € [a,b]} ein beschrénktes und abgeschlossenes
Intervall, insbesondere existieren min f([a, b]) und max f([a, b]).

Beweis:?* 1) Wir zeigen f([a, b]) ist nach oben beschriinkt.

Angenommen, die Behauptung 1) ist falsch. Dann existiert eine Folge (x,) mit x,, € [a,b] und
flzn) >n Vn e N (%)

Da (z,) beschréinkt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano—Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (7))
mit Grenzwert z. Wegen der Abgeschlossenheit von [a,b] muss auch x € [a, ] gelten (sonst kann keine

Konvergenz vorliegen), also besitzt z ein Bild f(z) € R.

= dng e N: f(x) <ng (Zu jeder reellen Zahl gibt es eine grofiere natiirliche Zahl.)

Damit kann f(z) wegen () kein Grenzwert der Folge (f(x,)) sein, was im Widerspruch zur Stetigkeit
der Funktion f steht.

f([a,b]) ist demnach beschrénkt, wegen der Vollsténdigkeit der reellen Zahlen existiert s = sup f([a, b]).

2) Wir zeigen s € f([a,b]), also s = max f([a, b]):

Es sei (yy,) eine Folge aus f([a, b]) mit y, — s. Die beschrinkte Folge (x;,) der Urbilder von y,, besitzt nach
Bolzano—Weierstraf} eine konvergente Teilfolge (z],) mit Grenzwert v € [a, b]. Wegen der Stetigkeit von
f und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes miissen f(v) und s iibereinstimmen, dies ist dquivalent
zur Behauptung s = max f([a, b]).

3) Die Existenz von min f([a, b]) zeigt man analog.

4) f([a,b]) ist als beschréankte und abgeschlossene Menge nachgewiesen. Dass es sich um ein Intervall
handelt, folgt unmittelbar aus dem Zwischenwertsatz.

Beispiel: Fiir die Sinusfunktion mit eingeschrinktem Definitionsbereich [a, b] = [0, 7] gilt f([a, b]) = [0, 1],
wobei das Maximum 1 an der Stelle 5 und das Minimum 0 an den Stellen 0 und 7 erreicht werden.

Das stetige Bild eines abgeschlossenen Intervalls ist nach Satz 11.5 wieder ein abgeschlossenes Intervall.

+
Fiir (halb)offene Intervalle ist der Satz falsch, wie uns die Funktion f : { R : i& zeigt.

z xT

Abgeschlossene (endliche) Intervalle sind ein Spezialfall von sogenannten kompakten Mengen?*. Aus Zeit-
griinden kénnen wir nicht auf interessante Zusammenhénge zwischen Kompaktheit und Stetigkeit ein-
gehen, fiir Interessenten sei auch an dieser Stelle auf das bereits mehrfach erwéhnte Buch von Heuser
hingewiesen.

2Dieser Beweis wird in der Vorlesung wahrscheinlich nicht behandelt, seine Kenntnis ist zum Bestehen des Examens nicht
lebensnotwendig. Wegen der intensiven Verwendung von frither gelernten Tatsachen sei er den Studierenden, die Freude an
der Mathematik haben, aber nicht vorenthalten.

*Eine Teilmenge K C R ist kompakt, wenn sie beschrinkt ist und fiir jede konvergente Folge (2,,) mit x, € K auch ihr
Grenzwert in K liegt.
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Wir beenden dieses Kapitel mit einem Satz, in dem die Begriffe streng monoton, bijektiv (in Form von
Umkehrfunktion) und stetig vorkommen:

Satz 11.6  (Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R streng monoton wachsend. Dann existiert auf der Bildmenge f(I)
die Umkehrfunktion f=!: f(I) — R, die auBlerdem stetig und ebenfalls streng monoton wachsend ist.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen. In der Vorlesung soll allerdings die folgende Skizze so beschriftet
werden, dass man in ihr die Aussage des Umkehrsatzes erkennen kann.

C
__—

Im Umkehrsatz ist nicht vorausgesetzt, dass f stetig ist. Falls f stetig ist, ist auch f(I) ein Intervall. Der
Satz gilt analog fiir streng monoton fallende Funktionen.

12 Uber Abbildungen f : R" — R™

In diesem ,,Erholungsabschnitt“ ohne neuen Satz werden einige elementare Eigenschaften héherdimen-
sionaler reeller Funktionen angegeben.

Der Gestalt von Graphen reeller Funktionen sind enge Grenzen gesetzt, beispielsweise kann kein Kreis
als Bild vorkommen, da keinem x € R zwei Funktionswerte zugeordnet sein diirfen. Fiir einen Kreis mit
Mittelpunkt (0,0) und Radius r ben6tigt man zwei Funktionen

[-r,r] —R
fi: mit ¢ =1,2
2

x = (=1 V2 —x

fiir den oberen bzw. unteren Halbkreis.
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Bei komplizierteren Kurven wie bei der nebenstehen-
den Rosette ist eine Angabe von geeigneten Funktio-
nen nahezu unmdoglich. Mit einer kleinen Begriffser-
weiterung bekommen wir diese Dinge allerdings recht
einfach in den Griff.

Def 12.1 Seien f; : [a,b] — R fiir i = 1,2 beliebige Funktionen. Dann heif3t

‘ [a,b] — R2
! { toe (), fot)

Parameterdarstellung (einer ebenen Kurve).

Manchmal wird die Funktion f : R — R? selbst ebene Kurve genannt. Jede reelle Funktion f ist der
Spezialfall einer ebenen Kurve mit f; =id und fo = f.

Man kann Definition 12.1 auf rdumliche Parameterkurven f : R — R? {ibertragen, fiir ¢ € R ist dann

@) = (f1(t), f2(1), [3(t)).

Beispiele: 1) Fiir r € RT ist
0,27 — R?
f:

t — (rcost,rsint)

die Darstellung eines Kreises mit Mittelpunkt (0,0) und Radius » > 0. Der Kreis ,,beginnt* im Punkt
f(0) = (r-cos0, r-sin0) = (r,0) und ,wandert* entgegen dem Uhrzeigersinn iiber f (%) = (0,7), f(r) =
(=r,0), f (37) = (0, —r) wieder zuriick nach (r,0).

2) Die Rosette von oben stammt von der Funktion

f 0,27 — R?
' t —  (sin (12t) - cost, sin(12t) - sint)

3) f:R —R3 f(t) = (t,2t,3t) ist die Gerade des Anschauungsraumes durch (0,0,0) und (1,2, 3).

4) Frage: Was ist das Bild von f : R — R3, f(t) = (sint, cost, t)?

Wir wollen eine Hilfskonstruktion zum Zeichnen von ebenen Parameterkurven f(t) angeben.
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1) Zeichne links den Graphen von fi(¢) und un-
ten den von fy(t) unter Beachtung der Pfeilrich-
tungen

2) ,,Konstruiere* die Parameterkurve aus fi(t)
b 4 und fa(t).

(Zeichnung wird in der Vorlesung an Hand eines
einfachen Beispiels ergénzt)

Y

An den Beispielen f : [0,1] — Rmit f1(t) = 2, fo(t) = t und g (t) = (t3,¢?) fiir t € [0,1] erkennen
wir, dass man ohne weitere Informationen aus der Gestalt einer Parameterkurve nicht auf die beteilig-
ten Funktionen f;(¢) schliefen kann. Eine Parameterkurve kann sogar ,stetig aussehen®, obwohl beide
Funktionen f; an einigen Stellen nicht stetig sind.

Jetzt beschiftigen wir uns mit Funktion f : D — R™ mit D C R? und m = 1 oder 3.
R? — R
(@,y) — [f((zy))

des ,,Funktionsgebirges“ an der Stelle (z,y) auffassen, bekommen wir eine Vorstellung des zugehorigen
Graphen.

Wenn wir bei Abbildungen f : { die reelle Zahl f((x,y)) mit (z,y) € R? als ,Hohe®

[—4,4] x [-4,4] — R
Beispiele: 1) f: (2.9) _ —%ﬂz) fir  (z,y) # (0,0) (linkes Bild)
’ 0 fir (z,y) = (0,0)

(rechtes Bild)

) f [1.5,22] x [1.5,22] — R
. (z,y) — 5(sin§cos %)5+cos (%-F%)
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3) Wie sieht der Graph der Funktion f:R? — R, f((z,y)) := 2% + 3 aus?

»Schonere“ und vor allem allgemeinere Bilder liefern Funktionen f : R? — R?, wenn man dhnlich wie bei
den Parameterkurven den Bildbereich als Teilmenge des R? zeichnet. In der Vorlesung werden wir uns

mit der Funktion 5
f: [0727T] X [_%7%] - R
(t,u) —  (costcosu,sintcosu,sinu)

beschiftigen, die ein Rechteck der Ebene auf die Oberfliche der Einheitskugel (Radius » = 1 und Mit-
telpunkt M = (0,0,0)) in R? abbildet.
Frage: (Wie) kann man eine Funktion f : R? — R als Abbildung g : R? — R3 auffassen?

Beispiele: Bilder von zwei weiteren Parameterflichen

T T,

13 Die Ableitung einer Abbildung

Viele Dinge des téglichen Lebens lassen sich durch Funktionen veranschaulichen; man denke etwa an
Luftdruckwerte, festgestellt an einem bestimmten Ort zu unterschiedlichen Zeitpunkten oder an ver-
schiedenen Orten zu einem gegebenen Zeitpunkt. Messen wir jederzeit bzw. iiberall und beriicksichtigen
wir, dass der Luftdruck nicht ,springt“, handelt es sich um Beispiele fiir stetige Funktionen. Zur Wet-
tervorhersage (wann oder wo droht ein Orkan?) sind exaktes Wissen iiber das Verhalten der Werte bei
minimalen Verédnderungen der Variablen Zeit oder Ort erforderlich (wie schnell féllt der Luftdruck?).

Diese und dhnliche Sachverhalte wollen wir mathematisch préizise erfassen. Die Behandlung solcher (und
vieler anderer) Fragen erfolgt mit Hilfe der sogenannten Differenzialrechnung, die auf I. Newton (1643
1727) und G. W. Leibniz (1646-1716) zuriickgeht.

Als Beispiel wollen wir noch einmal die ,, Dreiecksfunktion® Ip mit P = (p1,p2) € R?, ps # 0 von Ende
des Kapitels 10 untersuchen. Man bestimmt [p(z) fiir eine reelle Zahl x auf folgende Weise:
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e Zeichne das Dreieck mit den Eckpunkten A = (—1,0), B = (1,0),C = (0,1)
e Zeichne die Gerade g durch P und X = (z,0)
e Bestimme die Lange [ des Teils von g, der innerhalb des Dreiecks verlauft

e Dann ist Ip(x) =1

Fiir P = (1,1) erhalten wir so die Funktion?®

R —R
l w(2__2x)~ 1+ (1 —=2)% fir x<—1
P

r e =1+ (1 —2)? fir -l<z<1

0 fiir 1<z

Ip ist stetig. Wenn wir den Graphen sorgfiiltig zeichnen, stellen wir an den Stellen —1 und 1 ,,Knicke“
im Verlauf der Kurve fest. Offensichtlich stimmen hier die Grenzwerte der Steigungen der Sekanten ,,von
links“ und ,,von rechts* nicht iiberein.

Ab jetzt betrachten wir Funktionen f : I — R, wobei I C R ein beliebiges Intervall ist. Fiir ein festes
xg € I bilden wir zu jedem x € I mit x # o den Differenzenquotienten

f(@) = f(@o)

Tr — X

Veranschaulichen kénnen wir uns den Differenzenquotienten als Steigungsmas (,, Verhéltnis der Anderung
von f zur Anderung von z*) der Sekante s durch die Punkte (xo, f(z0)) und (z, f(z)).

f
f(z) 70
f(x) = f (o)
f(z0) g
r — X0
fS ZTo T

Weiter hinten in der grundlegenden Definition 1 werden wir den Grenzwert

L 1) = f(o)

T—0 T — xg

f(z)—f(zo)

betrachten. Falls dieser Grenzwert existiert, d.h., falls es ein ¢ € R mit lim pr—

T—xQ
a als Ableitung von f an der Stelle xg bezeichnen. Veranschaulichen kénnen wir uns a als das Steigungsmaf3

der Geraden t, an die sich die Sekante s anndhert, wenn man = gegen xg streben lésst.

= a gibt, werden wir

2Einzelheiten, beispielsweise wie man zu den konkreten Zahlen kommt, werden in der Vorlesung geklért.
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Lo

S2
:/t
S
(w0, f(x0))
t ... [];‘0 ............ J}Q ,f[;l
S92 s1
Man nennt ¢ die Tangente an f im Punkt (xo, f(x¢)). Ihr Steigungsmafl a = lim %ﬁéxo) bezeichnet
T—T0
man mit f'(z), also
f'(z0) :== lim M, falls dieser Grenzwert existiert.

Def 13.1 a) Eine Funktion f: I — R heif$t differenzierbar an der Stelle o € I : <= Es existiert

i L) = f(0)

T—T0 xr — :EO

Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit f’(zg) und nennen ihn Ableitung von f an der Stelle xy.
b) f heifit differenzierbar auf X C I : <= f ist an jeder Stelle zy € X differenzierbar.
c) Sei f differenzierbar auf X. Dann heifit die Funktion

. X — R .
f { r o f(a) Ableitung von f.

Um Differenzierbarkeit an einer Stelle xy nachzuweisen, muss man iiberpriifen, ob der Grenzwert
f(@)—f(20)

+—g  existiert. Hierzu wihlt man sich eine beliebige Folge?® (x,,) mit x,, € I'\{zo}, die gegen x

konvergiert, und untersucht, ob auch jeweils die zugehorige Folge w konvergiert. Ist dies der Fall,
n 0

liegt Differenzierbarkeit an der Stelle zo vor. Als ein Nebenprodukt dieser Uberlegung ergibt sich, dass

im Falle der Differenzierbarkeit fiir alle zuléssigen Folgen (z,,) die jeweiligen Grenzwerte lim %:igmo)
n—oo n

lim
T—x0

iibereinstimmen miissen.

Beispiele: 1) Es sei f : R — R eine konstante Funktion, d.h., f(z) = ¢ fiir alle z € R. Dann ist f fiir alle
xo € R differenzierbar, und es gilt f/(xg) =0. f':R — R ist die konstante Nullfunktion.

Denn: Ist (z,,) eine beliebige Folge mit x, — xq, =, # o, so folgt

i @n) = flwo) o e—c
n—oo Tp — :1;‘0 n—oo Ty — ,fL'O

26Man beachte: Wenn etwas fiir eine beliebige Folge gilt, ist es fiir jede Folge giiltig.
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2) Die Funktion f(x) = z ist auf ganz R differenzierbar, fiir alle xy € R gilt f'(zo) = 1.

Denn: Ist (z,,) eine beliebige Folge mit z, — xq, =, # o, so folgt

n—oo Iy — T n—00 T, — T

3) Die Funktion f(z) = 22 ist auf ganz R differenzierbar, fiir alle o € R gilt f'(z0) = 22¢:

- 2 _ g2 -
lim M = lim 00 iy (Zn + 20) (20 — 20) = lim (2, 4 zo) = 220.
n—oo Ty — X0 n—oo X, — X n—oo Ty — X0 n—oo

4) Die Betragsfunktion f : R — R, gegeben durch f(x) = |z|, ist an der Stelle zy = 0 nicht differenzierbar:
Einerseits erhalten wir fiir die Folge z,, = %

1
— ~—0
A Gl ACT) T Sl S
n—oo Tp — 0 n—o0 -
andererseits gilt fiir die Folge z,, = —Tll
1_
n—oo In — X0 n—oo —= — ()

z—0

i—n:xn fiir xne(@} 0
%:O fir =z, ¢Q

r fir ze€Q

6) Frage: Ist f(z):= { 0 fir z¢Q an der Stelle xg = 0 differenzierbar?

Zwischen den Begriffen stetig und differenzierbar besteht folgender Zusammenhang;:
Satz 13.1 Ist f: I — R differenzierbar, so ist f auch stetig.

Beweis: Es sei g € I. Zu zeigen ist fiir jede Folge (x,) mit x,, € I und z, — z¢ die Konvergenz
f(xn) — f(z0). Es geniigt, dies fiir Folgen (x,) mit xz, # z( fiir alle n € N zu zeigen. Die Behauptung
f(zn) — f(xo) ist gleichbedeutend mit f(xy,) — f(z¢) — 0. Wegen der Differenzierbarkeitsvoraussetzung
von f in xg folgt

lim (f(z,) — f(z9)) = lim <

= lim flan) = Fl@o) lim (z, — z0)

n—oo T — X0 n— oo

= flw)-0 = 0

f(xn) - f(l'()) . (:En _ -'L‘O))

Tn — 0
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Bemerkung: Die Umkehrung dieses Satzes ist falsch: Aus der Stetigkeit folgt i.A. nicht die Differenzier-
barkeit, ein Gegenbeispiel haben wir mit der Betragsfunktion bereits kennengelernt.

Frage: Ist die Funktion f aus Beispiel 5 an einer Stelle x¢ # 0 differenzierbar?

Wenn die Ableitung f’ einer differenzierbaren Funktion f ebenfalls differenzierbar ist, kann man eine
Funktion (f’)" = f” bilden. Auf diese Weise kommt man zu héheren Ableitungen, , d.h., f” ist die
Ableitung von f’, " ist die Ableitung von f” usw.; allgemein definiert man

FOrD = (fy
Die Funktion f selber bezeichnet man auch als 0-te Ableitung, d.h., f(© = f.
Beispiel: f(x) =22, f'(z) = 2z, f"(z) = 2, f"(z) = fW(x) = 0.
Nicht immer ist die Ableitung einer Funktion selbst differenzierbar.

2 . <
Beispiel: Wir untersuchen die auf ganz R definierte Funktion f(z) := { z° fir 20

T fir x>0

2z fir <0

. . . . . : . / : !/ P
f ist iiberall differenzierbar, fiir die Ableitung f’ gilt f'(x) := { or  fir 250

Diese Funktion ist an der Stelle xy = 0 nicht differenzierbar, denn es ist f'(x) = 2|xz|.

Setzt man x = zg + h, bedeutet x — xy dasselbe wie h — 0. Daher findet man manchmal auch folgende
Darstellungen der Differenzierbarkeit:

Weitere alternative Schreibweisen zu f’(x¢) sind %(mo), %(m), Df(xo) oder y/(xg).

14 Einige Ableitungsregeln

Bereits fiir eine einfache Funktion wie f(x) = 23 ist es miihsam, die Ableitung an einer Stelle zo nur mit
Hilfe der Definition auszurechnen. Daher benétigen wir Regeln, die uns das Ableiten einfacher machen.
Wenn nichts anderes gesagt wird, gehen wir immer von reellen Funktionen aus, die auf ganz R definiert
sind.

Satz 14.1 Es seien f und g an der Stelle x( differenzierbar. Dann sind die Funktionen f + g und f - g
in xg differenzierbar; sofern g(xg) # 0 gilt, ist auch g in xq differenzierbar. Es gelten die Regeln:

a)  (f+9) (zo) = f'(w0) + g'(x0) (Summentregel)

b)  (f-9)'(w0) = f'(x0) - g(wo) + f(w0) - ¢' (o) (Produktregel)

! "(z0)-g(z0)—f(z0)-g' (z ;
c) (5) (zg) = £ O)g((;()moj)c)(f)g( 0) (Quotientenregel)
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Beweis: a) Es sei (x,,) eine Folge mit x,, — z¢, x,, # zo. Dann ist

(f+9)(@n) = (f+9)(x0) _ flzn) +9(2n) — f(x0) — g(0)

Tn — X0 Tn — X0

= Lo 2 J), S Z900) ) 4/ (o).

b) Wir benutzen die gleichen Voraussetzungen wie in a). Ferner ist nach Satz 13.1 g in xg auch stetig,
also gilt g(x,) — g(x0). Es folgt

(f-9)xn) = (f-9)(xo) _  flwn)-g(wn) — f(2o) - 9(0)

Tn — X0 LTp — X0

- [z o /tn) ;’:ff‘)) gl + o) - L= fo“)

= f'(zo) - g(wo) + f(x0) - g'(x0).

¢) Wir formen den zu untersuchenden Quotienten um:

(5)(%) - (5)(1’0) _ 1 @) - g(@o) — f(®o) - g(an)
Tn — X0 g(xn)g(l“O) Tn — 0
_ 1 (f@a) = flzo) oy 9(n) — g(@o)
B g(xn)g($0) ( In — 0 g< 0) f( 0) Tn — 0 >
i (@) - gfao) = f(ao) - (a0)

Satz 14.2 Fiir n € Ny sei f : R — R definiert durch f(z) = 2™. Dann ist f auf ganz R differenzierbar
und es gilt
fl(x) =mn-z" L

Beweis (durch vollstandige Induktion): Fiir n = 0 und n = 1 wurde die Behauptung im letzten Kapitel
direkt aus der Definition nachgewiesen.

n +— n + 1: Fiir ein festes n sei die Behauptung richtig, d.h., (z")" = naz"~!. Wir zeigen mit Hilfe der
Produktregel, dass die Behauptung dann auch fiir n + 1 gilt:

@) = (@"-z) = @) o2 1=na"" w42 = na" 42" = (n+ 12",

Als eine weitere Konsequenz aus Satz 14.1 erhalten wir unmittelbar:

n
Korollar a) Polynome p(z) = 3. ag2” sind auf ganz R differenzierbar, es ist p'(z) =
k=0 k

b) Rationale Funktionen r(z) = % sind an allen Stellen ihres Definitionsbereiches (also fiir ¢(z) # 0)

differenzierbar:

kagxk—1.

M=

1
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Beispiele: 1) f(z) = 5z* — 322 +11: Wenn wir f/(x) durch gy usw. abkiirzen, erhalten wir
y =203 — 6z, y' =602%2—6, vy =120z, y® =120 und y(™ =0 fiir alle n > 5.

2) Es soll g(z) = 42?{1 differenziert werden. Nach der Quotientenregel erhilt man:

C122%(z+1) — (42 +1) 8P +122% -1
- (z+1)? (e

g'(x)

1

Ein Spezialfall rationaler Funktionen sind Funktionen der Gestalt f(z) = - = 27" mit n € N. Man

zeigt
Korollar Sei z € Z und f(x) = z*. Dann ist f'(x) = z- 271

Beweis: Es ist nur noch der Fall z < 0, also —z = n € N zu untersuchen. Es ist f(z) = 2* = 27" = L.

Mit der Quotientenregel gilt

0—-1-n-x 1
/ n—1-2n n—1 z—1
r)=——F"—""—FF""""=—"TN"*"T =-—MNn-x =ZX

Ohne Beweise?” geben wir die nichsten Regeln an:

Satz 14.3 (Kettenregel)

Es seien f : X — R und g : Y — R Funktionen mit f(X) C Y. Die Funktion f sei differenzierbar
in zg € X, und g sei differenzierbar in yy = f(xp). Dann ist die zusammengesetzte Funktion g o f
differenzierbar in zg:

(9o f)(zo) = g'(f(z0)) - f'(x0).

Beispiele: 3) h : R — R sei definiert durch h(x) = (323 — 5z + 2)7. Es gilt h(z) = g(f(x)) fiir die
Funktionen f: R — R und g : R — R, die durch f(z) = 32® — 52 4+ 2 und g(y) = 3" gegeben sind. Die
Anwendung der Kettenregel ergibt

W(z) = (g0 f)(@) = ¢(f(@)- fa) = T-(32° — 52 +2)° - (92> — 5).

13
4) Es sei h(x) = (%iﬁl) . Mit der Kettenregel und dem Ergebnis aus Beispiel 2) erhalten wir

oo (AN a1\ 4ad 1T 8ad 1202 — 1
K (x) =13 : =13 :
z+1 x+1 r+1 (x+1)2

Auf Grund des Umkehrsatzes (Satz 11.6) existiert fiir eine streng monotone Funktion f eine Umkehrfunk-
tion. Wenn f zusétzlich differenzierbar ist mit f’(z) # 0, kann man auch die Umkehrfunktion ableiten:

Satz 14.4 (Umkehrregel)

Es sei I C R ein Intervall, f : I — R streng monoton und in x¢ € I differenzierbar mit f'(zg) # 0. Dann
ist f~1 differenzierbar in yo = f(x0), es gilt (f =) (yo) = f,(lzo).

2"Beweise der Ketten— und der Umkehrregel findet man beispielsweise in: H. Junek, Analysis, Teubner Verlag 1998.
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Beispiel: 5) Es sei f : [0,00[— R definiert durch y = f(x) = x2. f ist stetig und auf dem Definiti-
onsbereich streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion f~! : [0, 00[— [0, 00 ist die Wurzelfunktion
r=g(y) =y = y%. Nach der Umkehrregel gilt fiir die Ableitung von f~! an der Stelle y:

1 1

W) = s = g = g
TV = Py ~ 22~ 2y
)=

Allgemein folgt aus der Umkehrregel fiir » € R und z > 0 sogar: f(z) = 2" = f'(z) =r- 2"~
noch zu klaren wére, was z” fiir eine beliebige reelle Zahl r iiberhaupt bedeutet.

[SIE
N[

8

[NIES

Schreiben wir z statt y und 27 statt vz, erhalten wir (z

1 wobei

Die Kenntnis der Ableitungen von sinx, cosz, e’ und Inz sollte zum mathematischen Allgemeingut
gehoren.

Satz 14.5 a) Vz € Rgilt (sinz)' =cosz, (cosz) = —sinz, (e¥) =e”.
b) Vz eRT:={z eR|z>0}gilt (Inz) =1.

Beweisidee zur Ableitung von e* und In x:

o0 n

Wegen e” :k—O% :nh_)n(glO kz—:o% gilt
nook\/ n k-1’ n=1 p\' o
a1 A T k-x - LA T e

Inz _

Wir schreiben y = f(z) = Inz und erhalten aus der Umkehrregel zusammen mit e¥ = e T

yo=(na) = = =

_2
3

wl—=

A = =

33/ (222+1)2

= 3 =1In2-2% denn es ist y = 2% = ) = @2 = (f o g)(z) mit f(z) = €* und
2. Wegen f(x) = e® und ¢/(z) = In2 28 ergibt die Kettenregel 3/ = ¢*"2.In2 = In2- 2%,

Weitere Beispiele: 6) y = v/2x2 4+ 1 = (2$2 + 1) =y = % (2:E2 + 1)

8)y=2a"=y = (2°) = (e“nx)/ =e"?. (zlnz) =2 (z-14+1-Inz) =2 (1 +Inz)

9) y = e™V7 ist vom Typ y = f(g(h(z))) mit h(z) = /z, g(z) = sinz und f(z) = e*. Mehrfache
Anwendung der Kettenregel fithrt zum Ergebnis

V= £ V) - (V) () = 0V cos V- 5L

ONGA

Wir haben bereits gesehen, dass die Ableitung einer differenzierbaren Funktion nicht selbst differenzierbar
sein muss. Es gibt sogar differenzierbare Funktionen mit unstetigen Ableitungen:

28Beachten Sie, dass es sich bei dem Graphen der Funktion g um eine Gerade mit Steigung In2 handelt. In2 ist eine
Konstante und darf nicht mit der Funktion In x verwechselt werden!



14 Einige Ableitungsregeln 163

x? Sin% fir x#0
0 fir =0
differenzierbar, die Ableitung ist in diesem Fall f/(z) = 2zsinl — cosi. Fiir # = 0 kann man die

Differenzierbarkeit mit Hilfe der Definition und Satz 3.3 2° nachweisen, es ist

- a%sini -0 . o1
Im ——*— = lim (zsin— ) = 0
z—0 x—0 z—0 T

Beispiel: 10) Die Funktion f(z) := { ist nach den Ableitungsregeln fiir  # 0

Damit ist f’ auf ganz R definiert. Dass diese Funktion in o = 0 nicht stetig ist, mége man selbst
nachpriifen. (Hinweis: Man beschéftige sich mit der Folge (%) —0.)

Zum Kuriositdtenkabinett der Differenzialrechnung gehoren ferner Funktionen, die auf ganz R stetig,

o0 . .
aber an keiner einzigen Stelle differenzierbar sind, beispielsweise f(z) := ) b’ cos(n'mz), wobei b € R

7=
und n € N die Bedingungen 0 < b < 1, n ungerade und nb > 1 erfiillen miissen.

Zum Abschluss wollen wir die Differenzialrechnung zur Bestimmung von Grenzwerten der Art

lim f(@)

z—wo g()

benutzen, wenn Zihler und Nenner fiir x — zg beide gegen 0 bzw. beide gegen oo streben. Der folgende
Satz liefert uns hierfiir eine schlagkréftige Methode. Man fasst Sétze dieser Art unter dem Namen Regeln
von de [’Hospital zusammen, benannt nach Guillaume Francois Antoine Marquis de [’Hospital, (1661—
1704). Wir verzichten auf Beweise und gehen nur auf den Fall ,,8“ ein, andere Féille bearbeitet man
analog.

Satz 14.6 Es sei [ ein Intervall und zg € I. Die Funktionen f und g seien fiir alle x € I differenzierbar,
es gelte ¢'(z) # 0 fiir alle z € I, © # o, und ferner sei lim f(z) = lim g(z) = 0. Dann gilt
r—x0 r—x0

@) fw)
10y g@) 2 g (2)°

falls der rechte Grenzwert existiert bzw. gleich +00 oder —oo ist.

Beispiele: 11) lir% eg—;l soll berechnet werden. Fiir z — 0 streben sowohl Z&hler als auch Nenner gegen
r—
0, d.h., die Berechnung des Grenzwertes ist nicht ohne weiteres moglich. Anwendung von Satz 14.6 ergibt
et =1 et 1
lim = lim — = -.
z—0 3z z—0 3 3
T -z _9 r __ ,—T T —x 1
12) lim &6 T2 o gy, C e
z—0 212 z—0 4o z—0 4 2

Dieses Beispiel zeigt, dass manchmal erst mehrfache Anwendung der Regel von de ’'Hospital zum Erfolg
fiihrt.

Tstetig li ll
13) Manchmal fithren Umwege zum Ziel: liH(l](l —i—x)% = lir% e (o) oeie gy inlre) o1 e,
T—> T—

wobei der Grenzwert liH(l) 11n(1 + z) nach der Regel von de 'Hospital bestimmt wurde (wie?).
Tr—

29Gatz 3.3 besagte, dass das Produkt aus Nullfolge und beschrinkter Folge ebenfalls eine Nullfolge ist.
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o0«

Bemerkung: Ein entsprechender Satz gilt fiir z — oo an Stelle von # — xg und fiir den Fall ,, 2.

1
Beispiel: 14) Es soll lim (z - Inx) berechnet werden. Es gilt - Inx = g, also
r— =
€T

1
. . Inz G .
lim(z-Inz) = lim 4 = lim %~ = lim(—z) = 0.
z—0 z—0 P z—0 — z—0

Mit den Regeln von de I’Hospital kann man zeigen, dass jede Exponentialfunktion a®* mit ¢ > 1 fir
x — 0o schneller wichst als jedes Polynom beliebig hohen Grades.

15 Weitere Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Im letzten Abschnitt zur Analysis wollen wir uns mit der geometrischen Bedeutung von Ableitungen
beschéftigen und zum Schluss den Mittelwertsatz der Differenzialrechnung kennenlernen. Wenn nichts
anderes gesagt wird, ist f : [a,b] — R eine (beliebig oft) differenzierbare Funktion. Wir werden nicht alle

Beweise exakt durchfithren und verweisen stattdessen auf die géngigen Lehrbiicher.

Wir wissen: Ist f konstant, so ist die Ableitung f’ iiberall gleich Null. Als Umkehrung gilt:

Satz 15.1 Sei f'(x) = 0 fiir alle z € [a,b]. Dann ist f auf dem Intervall [a, b] eine konstante Funktion.

Mit anderen Worten: Eine differenzierbare Funktion, die nirgends steigt oder fillt, muss konstant sein.

Satz 15.2 Gilt f/(x) > 0 fiir alle x € [a,b], so ist f auf [a, b] streng monoton wachsend; gilt f/(z) < 0
fiir alle = € [a,b], so ist f auf [a, b] streng monoton fallend.

Sowohl Satz 15.1 als auch Satz 15.2 sind auf Grund der geometrischen Interpretation von f’(z) als
Steigung von f im Punkt (x, f(x)) einleuchtend, wir verzichten auf formale Beweise.

Frage: Gilt fir differenzierbare Funktionen auch die Umkehrung von Satz 15.27

Def 15.1 Die Funktion f hat an der Stelle zg € ]a, b[ ein lokales Mazimum : <=
30 >0: f(xg) > f(z) firalle x € [xg— 0,20+ 9]

Analog definiert man lokales Minimum.

Hat f in x( ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, so nennen wir xg ein lokales Extremum von
f (oder auch Extremstelle von f).

Satz 15.3 Wenn eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R an der Stelle xq € |a, b[ eine Extremstelle
hat, so gilt f’'(z) = 0.
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Beweis: OBdA habe f in xg ein lokales Maximum. Es gibt ein ¢ > 0, so dass f(x) < f(zo) fiir alle
x € [zg — d,x0 + 0] ist. Es folgt (da f in x¢ differenzierbar ist):

flzo+ 1) = flzo)
1

= lim
n—oo p—

f'(z0) = lim

n—oo

Ist n hinreichend grof, so gilt 2o+ € [29—6, zo+6] und zg—1 € [29—0, 20+6] und somit f(zo+1) < f(zo)
und f(zo — 1) < f(20). Es folgt

1 1
f(xOJri)_f(:EO)go ud f(l‘o—i)l—f(évo)zo

Also gilt auch
flzo+ %) = f(=o) (zo — 1) — f(zo)

lim
n—oo

Insgesamt folgt f'(xg) = 0.

Die Bedingung f’(xg) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines Extremums an
der Stelle wg: Fiir die Funktion f(z) = 2? gilt f/(z) = 322, also f/(0) = 0. An der Stelle 7o = 0 hat f
aber keine Extremstelle.

Es sei xg eine Nullstelle der ersten Ableitung f’ von f. Um zu entscheiden, ob ein Minimum, ein Maximum
oder iiberhaupt kein Extremum vorliegt, kann man die folgenden Sétze heranziehen.

Satz 15.4 Die Funktion f sei in [a, b] zweimal differenzierbar, an der Stelle ¢ € ]a, b[ gelte f’'(z¢) = 0.
a) Ist f”(x¢) <0, so hat f an der Stelle x( ein lokales Maximum.
b) TIst f”(xzg) > 0, so hat f an der Stelle x( ein lokales Minimum.

Beweis: Wir zeigen nur a), der Beweis von b) verliduft analog. Es gelte f/'(z9) =0 und f”(x¢) < 0:

0> =y P00y 10

Es folgt die Existenz eines § > 0 mit % < 0 fiir alle z € [xg — 0,20 + 0], x # xo (andernfalls wire der

Grenzwert nicht kleiner als Null). Hieraus folgt

f'(x) >0 fir z€lwzg—3d,20[ und f'(z) <0 fiir z €|wg,z0+ 9]

|

1‘0—5[ ."L‘ﬂ [ZL‘()-F(S 7—Achse

Frage: Wie verlduft der Graph von f” in der Skizze? Man sagt, dass f an der Stelle z¢ einen Vorzeichen-
wechsel von + nach — hat. Aus Satz 15.2 folgt: f ist im Intervall [z — §, 2] streng monoton wachsend
und im Intervall [xg, xg + 0] streng monoton fallend. f hat an z( ein lokales Maximum.

Beispiel: f(z) = 12® — 2% Esist f/(z) = 22% — 22 = (32 — 2) mit den Nullstellen zy = 0 und 21 = &,

ferner ist f’(z) = 3z — 2. Wegen f”(0) = —2 und f”(§) = 2 liegt an der Stelle zyp = 0 ein lokales

Maximum und an der Stelle 1 = % ein lokales Minimum vor.
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Ist f'(xo) = f"(x0) = 0, so gibt Satz 15.4 keine Auskunft dariiber, ob ein Minimum, Maximum oder keine
Extremstelle vorliegt. Hier kann manchmal der folgende Satz weiterhelfen, den wir ohne Beweis angeben.

Satz 15.5 Die Funktion f sei in ]a,b] n—mal differenzierbar (n > 2). An der Stelle g € ]a, b[ gelte

fl(wo) = f'(x0) = ... = f" D(wo) =0 und  f") (o) #0.

Ist 7 eine gerade Zahl und gilt £ (x0) <0 [f™(z¢) > 0], so hat f an zq ein lokales Maximum [lokales
Minimum]. Ist n ungerade, liegt an der Stelle o kein Extremum vor.

Beispiel: f(x) = z*. An der Stelle 2y = 0 ist die erste von 0 verschiedene Ableitung f®*)(0) = 24 > 0,
es liegt ein Minimum vor. Bei f(x) = 2° hat erst die fiinfte Ableitung an der Stelle 0 nicht den Wert 0,
daher existiert hier kein Extremum.

Satz 15.4 ist der Spezialfall n = 2 von Satz 15.5.

Def 15.2 Ist f : D — R eine Funktion, so hat f an der Stelle zg ein absolutes Mazimum, falls
f(z) < f(=zp) fiir alle z € D gilt. Analog definiert man absolutes Minimum.

Ist D = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und soll das absolute Maximum oder Minimum von f auf D
gefunden werden, muss man sich auch um die Randpunkte a und b kiimmern, in denen die Sétze fiir die
Ableitungen nicht gelten miissen.

Beispiel: D =[-1,5], f(z) = 22° — 22 (wie in einem fritheren Beispiel). Absolute Maxima bzw. Minima
kénnten an den Randstellen —1 und 5 sowie bei 0 (lokales Maximum) und % (lokales Minimum) vorliegen.
Esgilt f(—1) = =2, f(0) =0, f(§) = =52, f(5) = 2. Am Randpunkt b = 5 liegt ein absolutes Maximum

vor, wiahrend das absolute Minimum bei % erreicht wird.

Def 15.3 Eine Funktion f heifit streng konver auf dem Intervall I, falls fiir alle z1,z9,2 € I mit

T <z < 9 gilt
f(x2) — fl@
f) < L@ = 1)
Tr9 — X1
Geometrisch bedeutet dies, dass der Graph von f zwischen x1 und xo unterhalb der Verbindungsgeraden
g der Punkte (z1, f(x1)) und (ze, f(z2)) verlduft. (Man beachte, dass der rechts stehende Ausdruck in

der Definition diese Gerade g beschreibt.)

(. — 1) + f(21).

1 T2
Bildlich gesprochen , héngt* eine streng konvexe Funktion ,nach unten durch®.

Analog definiert man konvex bzw. streng konkav bzw. konkav; man braucht hierzu in der obigen Definition
das Zeichen < nur in < bzw. > bzw. > abzuindern.

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an, der den Zusammenhang von streng konvex bzw. streng
konkav mit der zweiten Ableitung f” herstellt:
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Satz 15.6 a) Gilt f”(x) > 0 fiir alle x € I = |a,b[, so ist f auf I streng konvex.
b) Gilt f"(z) <0 fiir alle x € I = ]a, b|, so ist f auf I streng konkav.

Def 15.4 Eine Nullstelle 2y der zweiten Ableitung von f heifit ein Wendepunkt von f, falls f” in xg
einen Vorzeichenwechsel hat, d.h., wenn fiir ein § > 0 entweder

f"(z) >0 fir x€lxg—3d,x0[ und f’(z) <0 fir =z €lxg,mo+ 4|
oder
() <0 fir z€lzg—3d,z0] und f’(z)>0 fiir z €]zg,z0+ 4|
gilt.
In einem Wendepunkt stofit ein Bereich, in dem die Funktion streng konvex ist, mit einem Bereich, in

dem die Funktion streng konkav ist, zusammen. Oder anders gesagt: An einem Wendepunkt geht die
Funktion von konvexer zu konkaver Kriimmung iiber (oder umgekehrt).

Damit haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um die in der Schule beliebten(?) Kurvendiskussionen er-
folgreich durchfiithren zu kénnen!

Differenzierbarkeit ist eine lokale Eigenschaft (Steigung der Tangente in einem Punkt). Im Mittelwertsatz

wird fiir f : [a,b] — R eine Verbindung zwischen globaler Anderungsrate w und lokaler Anderung

in zg € |a, b] hergestellt.

Satz 15.7 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung)

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann gibt es mindestens ein zg € |a, b[ mit

o) = T =1@)
< J
f(®) — f(a)
E b—a
a o b

Frage: Wie muss der Graph von f in obige Skizze eingefiigt werden, damit der Mittelwertsatz dargestellt
wird?

Der Mittelwertsatz ist anschaulich einleuchtend: W gibt die Steigung der Geraden g durch die

Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) an. Er besagt, dass es (mindestens) eine Stelle zy € ]a, b[ gibt, fiir die die
Tangente im Punkt (g, f(z)) parallel zu g verliuft.

Wir werden zuerst einen Spezialfall beweisen, benannt nach Michel Rolle (1652-1719):
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Satz 15.8 (Satz von Rolle)

Sei f : [a,b] — R differenzierbar mit f(a) = f(b). Dann gibt es mindestens ein g € |a, b[ mit f’(zo) = 0.
Beweis: Da die Behauptung fiir den Fall einer konstanten Funktion gilt, gehen wir oBdA von einer
nicht konstanten Funktion aus. Nach dem Prinzip vom Maximum/Minimum (Satz 14.8, anwendbar wg.

Satz 13.1) existieren min f([a,b]) und max f([a,b]); seien z1,z2 € [a,b] mit f(z1) = min f([a,b]) und
f(z2) = max f([a, b]). Da f nicht konstant ist, gilt f(z1) < f(w2) und deshalb ist {z1, 22} # {a,b}. 3°:

Fiir zo € {x1,22}\{a,b} sind die Voraussetzungen von Satz 15.3 erfiillt und wir erhalten f’(zg) = 0.

Beweis des Mittelwertsatzes: Mit Hilfe der gegebenen Funktion f definieren wir die ebenfalls diffe-
renzierbare Abbildung g(x) := (f(b) — f(a))x — (b — a) f(z). Wegen g(a) = f(b)a — bf(a) = g(b) sind fiir
g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle erfiillt: Es gibt ein zg € ]a, b[ mit ¢'(z¢) = 0.

Mit Hilfe der Differenziationsregeln erhalten wir andererseits

g(@)=(f0) = fla)) 1= (b—a) f(x)  Vz€la]

Mit ¢/(z0) = 0 folgt hieraus die Behauptung f(z¢) = £ (b)=fla)

Wir wollen die Analysis mit einer niitzlichen Anwendung beenden:

Das Newton—Verfahren dient zur ndherungsweisen Berechnung von Nullstellen einer Funktion f. Es zeich-
net sich dadurch aus, dass es sehr gut konvergiert und daher meist schon nach wenigen Iterationsschritten
gute Naherungswerte liefert. Sorgfiltig muss man allerdings auf das Erfiilltsein folgender Bedingungen
achten:

Sei f : [a,b] — R eine mindestens zweimal differenzierbare Funktion mit
(1)  f'(z) #0 fiir alle = € [a, b]
(2) f” uberall stetig und es gilt entweder f”(x) > 0 oder f”(x) < 0 fiir alle z € [a, b]
3)  fla)- f(b) <O.
(1) sorgt dafiir, dass f streng monoton (steigend oder fallend) ist. Wegen (2) ist f auf [a,b] konvex oder
konkav. Bedingung (3) sichert die Existenz mindestens einer Nullstelle ¢ € |a, b|.
Sind (1) bis (3) erfiillt, kann man die (eindeutig bestimmte) Nullstelle ¢ ndherungsweise durch

f(zn)

I =T )
n

bestimmen, wenn der Startwert xq ,, auf der richtigen Seite” von ¢ gewahlt wird, genauer:
(4) In den Féllen
(4.1) f(a) <0, f(b) >0, f"(x) <0 und (4.2) f(a) >0, f(b) <0, f"(x) >0,
wihle man xy € [a, ¢]; also etwa z¢ = a. In den iibrigen Fillen
(4.3) f(a) <0, f(b) >0, f(x) >0 wund (4.4) f(a)>0, f(b) <0, f'(x) <0,

wihle man xg € [c, b], also etwa z¢ = b.

30Wenigstens einer der Stellen z1,z2 ist verschieden von a oder b.
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Beispiel: Wir suchen eine Nullstelle der Funktion f(r) = 22 4 2z — 5. Wir iiberpriifen (1) bis (4):
(1) f'(x) =2x+2#0 fir alle x € [0, 3]

(2)
(3) f(0)-f(3) <0
(4)  f(0) <0, f(3)>0, f(x) =0

1" (x) = 2 ist auf ganz [0, 3] stetig, es gilt f”(z) > 0 fiir alle z € [0, 3]

(1) bis (3) sind erfiillt und es liegt der Fall (4.3) vor. Daher wéhlen wir als Startwert xp = 3 und erhalten
nacheinander

T =3— % = 1.75, o = 1.465909, 3 = 1.449544, x5 = 1.449490 = xg usw.
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