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4 Lineare Algebra

1 Vektorradume und Untervektorriume

Wir erinnern uns an die Gruppe (R?,+) mit komponentenweiser Addition und die Schreibweise der k —
fachen Summe (a,b) + ...+ (a,b) durch k - (a,b) = (ka, kb). Es stellt sich die Frage, ob auch Ausdriicke
wie (—3) - (a,b), 3 - (a,b) oder 7 - (a,b) sinnvoll gedeutet werden kénnen.

Mathematisch betrachtet handelt es sich um eine Abbildung R x R? — R2: Jeder reellen Zahl a und
jedem Zahlenpaar x = (x1,z2) wird ein neues Zahlenpaar « - z = (ax1, axy) zugeordnet.

Diese Abbildung nennt man skalare Multiplikation oder Skalarmultiplikation :

{ RxR? — R?
| (o (z1,22)) —  (axr,ame)

Fiir alle o, 3 € R und fiir alle z = (21, 72), ¥ = (y1,v2) € R? gelten leicht zu beweisende Regeln wie
(1) a-(x+y) = a-z4+a-y

(2) (a+p)-z = axz+f-x

(3) (@-pB)z = a-(B-x)

(4) l-z = =

Man beachte, dass - und + in unterschiedlichen Bedeutungen vorkommen! (Welchen?)

Frage: Sind (1) — (4) auch fiir (R3, +) giiltig?

Interessante Frage: Kann man beide Fille R? und R3 sinnvoll zusammenfassen?

Def 1.1 Sei V eine Menge mit einer bindren Verkniipfung + (genannt Addition) und einer Abbildung
-: R xV — V (genannt skalare Multiplikation). Das Tripel (V, +, ) heiit reeller Vektorraum : <=

(V1) (V,+) ist abelsche Gruppe
(V2) Fiir die skalare Multiplikation gelten sinngeméfl die Regeln (1) bis (4).

Fiir jede natiirliche Zahl n ist (R™,+,-) ein reeller Vektorraum. Angstliche Zeitgenossen diirfen sich
zunéchst auf die anschaulichen Félle n = 2 oder n = 3 beschrénken. Sie sollten aber nie vergessen, dass
die Vektorraumdefinition viel allgemeinere Strukturen zuldsst. Deshalb wollen wir uns an dieser Stelle
einmal kurz mit einem ganz anderen Vektorraum beschéftigen.

Beispiel: V= Abb([0,1,R) = {f:[0,1] = R} mit f+g: 2~ f(z)+g(x), a-f: 2~ a- f(x) ist ein
reeller Vektorraum, dessen Elemente Funktionen sind.! Wir wollen den Nachweis der Eigenschaften (V1)
und (V2) teilweise hier und teilweise in den Ubungen durchfiihren:

(V1): (V,+) ist abelsche Gruppe:
o V £ (); beispielsweise wird durch o(z) := 0 fiir alle 2 € [0, 1] eine Abbildung o € V' definiert.
e -+ ist eine bindre Verkniipfung (warum?).

e (V,+) ist assoziativ, da die Addition in R assoziativ ist: f + (¢ + h) = (f + g) + h; denn fiir alle
z € [0,1] ist (f + (g4 h))(z) = f(z) + (9 + h)(z) = f(z) + (9(x) + h(z)) = (f(z) + g(2)) + h(z) =
(f +9)(@) + h(z) = ((f + g) + h)(2).

'Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass + und - jeweils zwei verschiedene Bedeutungen haben!
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e 0 € V ist neutrales Element (zur Erinnerung: o(z) :=0 Vz € [0,1])
e Zu fist —f : x— —f(x) invers.
o (V,+) ist abelsch: (f +g)(z) = f(2) + g(z) = g(z) + f(2) = (9 + [)(z) = f+g=9+ [

(V2): Es gelten die Regeln der Skalarmultiplikation:

e Fiir alle @ € R und fiir alle f,g e Vist a-(f+ g a- f+ «a-g; denn fiir alle x € [0,1] ist
Ea'fferg))(;C())ZOé'((erg)(:B)):a'(f(x)+9(33)):Oé-f(x)JrOé'g(x)I(Oé'f)(w)Jr(Oé'g)(w)=
a-f+a-g)(x).

Fir alle a, 3 € R und fiir alle f e Vist (a+08)-f=a-f+03-f

e Fiir alle a, 3 € R und fiir alle f € Vist (a8)- f=a- (8- f)
e Firalle feVistl-f=f

Wenn in einem Vektorraum (V,+,-) Klarheit iiber Addition und Skalarmultiplikation besteht, spricht
man auch vom Vektorraum V. (Frage: Was ist in diesem Sinn der Vektorraum R* ?)

Die abkiirzende Schreibweise g — h fiir g + (—h), die wir aus Gruppen kennen, ist auch in Vektorrdumen
iiblich, also beispielweise © —y = x + (—y), ebenfalls gilt a(—v) = —av usw.

Reelle Vektorrdume sind spezielle Vektorrdume. Ersetzt man in der Definition R durch einen anderen
Korper K, spricht man von einem Vektorraum tber dem Korper K.

Um Verwechslungen auszuschliefen, werden wir das neutrale Element der Gruppe (V,+) mit o und das
neutrale Element der Gruppe (K, +) mit 0 bezeichnen.

Wiéhrend die Notwendigkeit der Forderungen (1) — (3) der skalaren Multiplikation (mehr oder weniger)
einsichtig ist, liegt die Bedeutung des vierten Axioms 1-x = x zunéichst nicht auf der Hand: Es wird

lediglich benétigt, um Sonderfille auszuschlieBen. Sonst hétte beispielsweise jede abelsche Gruppe (G, o)
RxG — G

mit neutralem Element e zusammen mit der langweiligen Abbildung { (rg) — e das Recht auf
die Bezeichnung reeller Vektorraum!
Frage: Warum fordert man nicht auch 0-z =0 Vr € V?

Antwort: Weil es aus den anderen Axiomen folgt, es gilt

Satz 1.1 Sei (V,+,-) ein reeller Vektorraum mit neutralem Element o. Dann gelten
(1) 0-z =o0 Vex eV
(2) r-o=o VreR

Beweis: Wir benutzen in beiden Teilen die Kiirzungsregel aus der Gruppentheorie:
zu(l): 0-z2+0=0-2=(0+0)-2 =0-240-2 = 0o =02

zu(2): r-o+to=r-0=r-(04+0) =r-o+r-0o = o0o=r-0

Bezeichnet man sinnvollerweise die Elemente eines Vektorraumes als Vektoren, folgt fiir den R?, dass
jedes Zahlenpaar ein Vektor ist. Eventuell ist man es aus der Schule gewohnt, ,, Pfeile“ im R? als Vektoren
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aufzufassen.

Fiir uns sind diese Pfeile freie Vektoren, festgelegt durch
Anfangs— und Endpunkt (Lénge) und Richtung. Jeder
freie Vektor lésst sich als Differenz zweier Vektoren (End-
punkt minus Anfangspunkt oder Spitze minus Schaft)

schreiben. Jeder Vektor ist ein freier Vektor mit Anfangs- / —
punkt (0,0), manchmal spricht man dann auch von einem
Ortsvektor.

Wir interessieren uns fiir spezielle Teilmengen von Vektorrdumen. Als Beispiel untersuchen wir im reellen
Vektorraum R? die folgende Mengen

T = {(z,y) ER?| 2,y € Z} Ty = {(z,y) €ER? | y = o}

Ts:={(z,y) e R* |y =1} Ty = {(z,y) €R*| z,y > 0}

Ts = {(z,y) e R? |22 +y? =1}
Frage: Fiir welche ¢ = 1,2,3,4,5 ist (T}, +, -) selbst ein reeller Vektorraum?

Diese Frage werden wir in der Vorlesung beantworten und erkennen, dass nur wenige Teilmengen eines
Vektorraumes selbst Vektorrdume sind. Ist dies der Fall, spricht man von einem Untervektorraum oder
kiirzer Unterraum.

Beispiele: 1) Ty ist Untervektorraum von R?, anschaulich handelt es sich um eine Gerade durch (0, 0).
2) {(z1, 22, 73,0) | z; € R} ist Untervektorraum von R*.

3) {o}, wobei mit o der Nullvektor gemeint ist, und V' sind stets Untervektorriume von V.

Will man iiberpriifen, ob eine Teilmenge U eines Vektorraums V ein Untervektorraum ist, muss man
ghnlich wie bei Untergruppen zum Gliick nicht alle Vektorraumaxiome iiberpriifen. Dafiir sorgt

Satz 1.2 Sei V ein Vektorraum. U C V ist (Unter)vektorraum <= U erfiillt
(Ul) U#0
(U2) xz4yelU Vz,yeU
(U3) a-xzeU VaekK,VzelU

Vor dem Beweis wollen wir kurz etwas zur Bedeutung dieses Satzes sagen. Nicht beide Beweisrichtungen
sind mathematisch gleich wichtig. Wahrend die Aussage ,,=“ ziemlich uninteressant ist, bedeutet die
Kenntnis von ,<* eine grofle Arbeitserleichterung: Um eine nicht leere Teilmenge eines Vektorraumes
als Untervektorraum zu erkennen, geniigt es, in dieser Teilmenge die Abgeschlossenheit der Addition und
der Skalarmultiplikation nachzuweisen.

Beweis: ,=“: Aus den Voraussetzungen U Vektorraum und U C V sind die Eigenschaften (U1l) — (U3)
nachzuweisen. Dies ist einfach, denn (Ul) und (U2) sind direkte Konsequenzen aus der Vorgabe (U, +)
abelsche Gruppe, wihrend (U3) gilt, weil - eine Skalarmultiplikation auf U ist.

»<*“: Hier ist aus den Voraussetzungen V' Vektorraum, U C V und (U1) — (U3) der Nachweis zu fiihren,
dass U Vektorraum ist.

Zur Skalarmultiplikation: Wegen (U3) ist die auf V' gegebene Skalarmultiplikation auch auf U abgeschlos-
sen. Die Bedingungen (1) — (4) sind fiir - : K x U — U erfiillt, da sie wegen der Voraussetzung V'
Vektorraum sogar fiir jeden Vektor aus V gelten.



72 4 LINEARE ALGEBRA

Zur abelschen Gruppe (U, +): Wegen (U3) ist mit u auch (1) - u € U. Aus den Ubungen wissen wir
(—1) - u = —u. Zusammen mit (U2) folgt dann z —y € U Va,y € U. Weil U # 0 wegen (U1), folgt die
Behauptung aus Satz I11.3.1 (Nachweis Untergruppe).

Da die Bedingung (U3) auch fiir o = 0 erfiillt sein muss, und weil fiir jeden Vektor x gilt 0 -z = o,
muss der Nullvektor in jedem Unterraum enthalten sein. Gehort umgekehrt der Nullvektor nicht zu einer
Teilmenge eines Vektorraumes, so liegt garantiert kein Untervektorraum vor!

Wir interessieren uns fiir alle Untervektorriume des R?. Wie bereits bekannt, gibt es die beiden trivialen
Unterrdume {(0,0)} und R?. Was ist sonst noch méglich?

Sei (0,0) # u € U C R2. Damit U Unterraum sein kann, muss U auBer u auch alle Vielfachen von u
enthalten (warum?):
u € U und U Unterraum = au €U Va € R, dh., {au|a€eR} CU.

Anschaulich handelt es sich bei {au | @ € R} um eine Gerade durch (0,0). Jede solche Gerade ist ein
Unterraum:

Beh. 1: Sei u € R?2\{(0,0)} = Ru:= {au | a € R} ist Unterraum.
Beweisskizze: Die Bedingungen (U1) — (U3) aus Satz 1.2 sind erfiillt; denn
(U1): Ru # ), beispielsweise ist u =1 - u € Ru.
(U2:zeUundyel = z=au, y=0u = z+y=au+ pu= (a+p)u€Ru
(U3)acRundzeU = a-z=ca-(fu) = (af)u € Ru.
Damit haben wir bereits alle Unterrdume gefunden!
Beh. 2: Sei U C R? Unterraum. Dann ist U = {(0,0)} oder U = Ru (Gerade durch den Ursprung) oder
U =R2
Beweis: Wir miissen zeigen: Besteht U # {(0,0)} nicht nur aus einer Geraden der Gestalt Ru, so ist U
bereits der gesamte Vektorraum R2.
Sei also v = (v1,v2) € U, u = (u1,u2) € U, beide von (0,0) verschieden, und v ¢ Ru.
Wir zeigen ujvo—usvy # 0. Hierzu leiten wir, ausgehend vom Gegenteil ujvs—usv; = 0 <= u1v9 = ugvy,
einen Widerspruch zur Voraussetzung v € Ru her. Angenommen, ujve = ugvy:
L.Falluj =0 = ug #0=v; = v=(0,v2) = %(O,ug) € Ru
2. Fall uq 75 0 = vy = %Ul — UV = (7)1,1)2) = %(ul,uQ) € Ru
Da U nach Voraussetzung ein Unterraum ist, der u und v enthilt, gilt au + Gv € U fiir alle o, 8 € R.

Dies und uyve — ugv1 # 0 nutzen wir aus, um U = R? zu zeigen:

Sei (c1,c2) € R? beliebig. Durch einfaches Nachrechnen erhiilt man fiir o = S12=%2% ypd g = Mc2-tsc
U1V — ULV U1V — ULV

C1V2 — C2V1
(c1,62) = ———— - (u1,u2) +
U1V2 — UV U1v2 — U1

e m e (v1,v2) € U.

Aufler den sogenannten trivialen Unterriumen {(0,0)} und R? ist (geometrisch gesprochen) genau jede
Gerade durch den Nullpunkt (0,0) ein Untervektorraum von R2.

Frage: Wie sehen alle Unterrdume von R? aus?

Kehren wir zu beliebigen Vektorrdumen zuriick!
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Satz 1.3 Sei V ein beliebiger Vektorraum mit Untervektorrdumen Uy, Us. Dann gelten
(a) U NUs, ist Untervektorraum von V/
(b) U UUsj ist Untervektorraum von V.. <= Ui C Uy oder Uy C Uy
Beweis: Zu (a): Wir haben (Ul) — (U3) fiir U; N Uz zu zeigen; wir wissen, dass diese Regeln in U; und
U, gelten.
(Ul): DaoecUj;und o€ Us = o€ U NUs.
(U2): Seienz,y e U1NUy = z,yc U Nz,y€lUs = z+ycU;,Us = z+yeU NUs.
(U3): Seiena eR, e U1 NU; = ax €Uy AN ax € Uy = ax € U NUs.

Zu (b): Da ,<“ trivial ist (warum?), ist nur ,,=“ zu zeigen. Wir gehen indirekt vor:

Angenommen, U; U Us ist ein Untervektorraum und es gelte Uy ¢ Us und Us ¢ Up. Damit gibt es
Elemente u; € Up\Usz und ug € Up\U;. Nach (U2) ist u; + ug € Uy U Us, aber

uy + ug & Uy, denn sonst wére ug = ug + 0 = ug + (u; — u1) = (ug + u2) + (—=1)uy € Uy, Widerspruch!
u1 + ug & Us, denn sonst wire u; = uj + 0 = uy + (ug — u2) = (u1 + u2) + (—1)ug € Uz, Widerspruch!

D.h., u1 4+ ug kann nicht in U; U Us liegen. Wenn U7 U Us Untervektorraum ist, muss also eine der beiden
Teilmengenbeziehungen gelten.

2 Lineare Unabhingigkeit

In diesem Abschnitt werden mit linear (un)abhingig und Basis grundlegende Begriffe der linearen Algebra
eingefiihrt. V sei stets ein beliebiger reeller Vektorraum.

Def 2.1 Seien vq,...,v, € V. Dann heif}t
L(vi,...,vp) i ={aqv1+ ...+ v, |a; €R firallei=1,...,r} CV
lineare Hiille von vy, ..., v,.

Man nennt ajv; + ... + v, = é a;v; auch Linearkombination der Vektoren vq,...,v,.. Wenn die
Summationsgrenzen klar sind, Werd:e;llwir sie manchmal der Ubersichtlichkeit wegen weglassen. Die lineare
Hiille besteht aus allen Vektoren, die durch skalare Multiplikation und Vektoraddition aus den gegebenen
Vektoren v1, ..., v, erzeugt werden.

Beispiele: 1) In jedem reellen Vektorraum ist L(o) = {ao | @ € R} = {o}.

2) V=R% L((4,7)={a(4,7) |a e R} =R((4,7))

3) V.=R?% L((1,0),(0,1)) = {a1(1,0) + a2(0,1) | a; € R} = {(a, a2) | ...} =R

4) V =R2% L((1,0),(2,0)) = {a1(1,0) + a2(2,0) | a; € R} = {(a1 + 202)(1,0) | ...} = R((1,0)).

5V =R% L((1,1),(1,-1)) = {a1(1,1) + a2(1,-1) | ; e R} = ?

6) V =R3: Gesucht sind L((1,0,0),(0,1,0)); L((1,0,0),(1,2,0)); L((1,2,0),(2,4,0)).

7) Nur der Vollstiandigkeit halber sei L() := {o} erwihnt.
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Wie wir in den Beispielen 3) und 5) gesehen haben, kénnen verschiedene Vektoren durchaus die gleiche
lineare Hiille haben. Allen linearen Hiillen ist eine andere wichtige Eigenschaft gemeinsam:

Satz 2.1 Jede lineare Hiille L ist ein Untervektorraum.

Beweis: Einmal mehr haben wir die Giiltigkeit von (U1l) — (U3) zu zeigen.
(Ul): L # 0; denn wegen 0 =0-v; + ...+ 0- v, liegt o in jeder linearen Hiille.

(U2):  Seien z,y € L = Fay,...,qp, B1,...,0r ER: z=> v, y=> Biv;
= z+y= ) v+ Bivi = (a; + Bi)vi € L.

(U3): Seix € L, a € R. Analog folgt a -z =a - Y a;v; = Y (a;)v; € L.
Beispiele: L((1,0),(1,1),(1,2)) = R2?, L((1,0,1),(0,0,1)) ist eine Ebene im R3. (Welche?)

Wie gerade im Beweis ausgenutzt, liegt o in jeder linearen Hiille. Wir interessieren uns jetzt fiir die
Linearkombinationen ) a;;v; der Vektoren vy, ..., v,, die den Nullvektor ergeben. Natiirlich gibt es immer
die (triviale) Linearkombination mit «; = 0 fiir alle s = 1,...,7r:

O-vi+...40-v,=0

Frage: Gibt es in L(vy,...,v,) weitere Linearkombinationen ajv1 + ... + a,v, = 07

Beispiele: 1) V =R2?, L((1,0),(1,1),(0,1)). Hier gilt beispielsweise (0,0) = 1-(1,0)—1-(1,1)+1-(0,1).

2) V. =R? L((1,0),(0,1)). Die Suche nach «, 3 € R mit (0,0) = - (1,0) + 3- (0,1) = (a, 3) ergibt
zwangsweise a = 3 = 0.

Wichtige Feststellung: r—Tupel von Vektoren (vy,...,v,) konnen unterschiedliche Eigenschaften bzgl.
der Darstellung des Nullvektors als Linearkombination haben: Manchmal geht es wie im letzten Beispiel
ausschliellich auf triviale Weise, manchmal sind wie im Beispiel davor auch andere Linearkombinationen
moglich.

Def 2.2 Sei V ein beliebiger Vektorraum, v; € V.

(1) (v1,...,v;) heit linear unabhingig : <= Fir alle aq, g, ..., € R gilt
a1+ ...+, =0 = ar=ar=...=0a,=0

Man sagt auch: Der Nullvektor ldsst sich nur trivial aus vy, ..., v, kombinieren.

(2) (v1,...,v;) heit linear abhingig : <= (v1,...,v,) ist nicht linear unabhéngig.

Beispiel: ITm Vektorraum R? ist ((1,0),(0,1)) linear unabhiingig, wihrend ((1,0),(1,1),(0,1)) linear
abhéngig ist.

Auch folgende Ausdrucksweisen fiir lineare (Un)abhéngigkeit sind iiblich: Die Vektoren vy, ..., v, sind
linear (un)abhingig, {v1,...,v,} ist linear (un)abhéngig, usw.

Frage: Wie steht es um lineare Abhéngigkeit bei ((1,0),(2,0)), ((1,1,1),(0,1,2)), ((0,0),(1,2))?
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Wir kénnen lineare Unabhéngigkeit auch folgendermafien beschreiben:

Satz 2.2 (vy,...,v,) linear unabhiingig <= Keiner der Vektoren v; ist eine Linearkombination der
iibrigen Vektoren vy, ..., v, (ohne v;).

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen indirekt.

,="“: Sei oBdA v, doch als Linearkombination der {ibrigen Vektoren darstellbar:

Up =V F .U = a1+ ...+ 10 + (—1)v, =0

= (v1,...,0,) linear abhéngig, ein Widerspruch zur Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit dieser
Vektoren.
»<“ Angenommen (v1,...,v,) linear abhingig, d.h., es gibt eine nicht—triviale Linearkombination des

Nullvektors o:
av1 + ... +apv =0 mit oBdA a1 # 0

— v = (—g—f) vy + ...+ (—g—:) vy ist doch als Linearkombination der iibrigen Vektoren darstellbar.

Will man Vektoren auf lineare (Un)abhéngigkeit untersuchen, muss man stets alle beteiligten Vektoren
im Auge behalten.

Beispiel: ((1,0),(1,1),(0,1)) ist linear abhéingig, obwohl je zwei dieser Vektoren linear unabhéngig sind.

Wir fassen zusammen: Sind Vektoren vy, ..., v, linear abhéingig, kann man mindestens einen von ihnen
als Linearkombination der iibrigen aufschreiben (OBdA v, = ajv1 + ...+ ay—1v,-1). Dies bedeutet in
unserem Fall L(vy,...,v,—1) = L(v1,...,v,). Un unnétigen Schreib— und Rechenaufwand zu vermeiden,
ist man an linear unabhéngigen Vektoren interessiert.

Def 2.3 Sei V ein beliebiger Vektorraum, v; € V. (v1,...,v,) heiit Basis von V : <=
(B1):  (v1,...,v,) ist linear unabhéngig
(BQ) L(’Ul,...,’l)r) =V
FEine Basis ist ein minimales Erzeugendensystem eines Vektorraumes. Jeder Vektor aus V liegt in der

linearen Hiille einer Basis. Entfernt man einen Vektor aus einer Basis, umfasst die lineare Hiille der
restlichen Vektoren nicht mehr alle Vektoren aus V.

Anstelle von einer Basis (v1,...,v,) spricht man auch von einer Basis {v1,...,v,} oder man sagt, die
Vektoren v1, ... ,v, bilden eine Basis.?
Ist eine Basis (b1,...,by,) gegeben, kann jeder Vektor v wegen (B2) als Linearkombination dieser Ba-

sisvektoren geschrieben werden. Weil die Basisvektoren wegen (B1) linear unabhingig sind, ist diese
Darstellung eindeutig:

VoeV Fj(a,...,an) €ER": v=aibj+... 4+ ayby

2In dieser Vorlesung werden wir nicht auf Unterschiede eingehen, die sich aus der Schreibweise einer Basis als geordnetes
Tupel oder ungeordnete Menge ergeben und je nach Gutdiinken eine der beiden Darstellungen wahlen.
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Beispiele: 1) V =R?: ((1,0),(0,1)) und ((1,1),(1,2)) sind Basen, fiir (2,5) € R? gilt
(2,5)=2-(1,0)+5-(0,1) bzw. (2,5)=(-1)-(1,1)4+3-(1,2).
2) ((1,2),(1,3),(1,4)) ist keine Basis, denn (B1) ist verletzt.

3) V.= R3 ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) ist eine Basis. ((1,0,0),(0,0,1)) ist keine Basis, denn (B2) ist
verletzt.

3) V=R" mit n € N: Sei ¢; := (0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an i—ter Stelle. Diese besonders einfache
Basis (eq, ..., e,) wird kanonische Basis genannt.

4) In der Schule haben Sie bereits mehr oder weniger bewusst die kanonische Basis benutzt, um Punkte
der Anschauungsebene R? eindeutig anzugeben: P = (x,%) bedeutet nichts anderes als P = (z,y) =
z-(1,0)+y-(0,1) =z-e1+y- e

In der Schule wird Thnen wahrscheinlich nie eine andere als die kanonische Basis begegnen, trotzdem ist
es manchmal von Vorteil, mit anderen Basen zu arbeiten.

3 Dimension

Wir haben gesehen, dass ein Vektorraum viele verschiedene Basen haben kann. Es wird uns allerdings
nicht gelingen, eine Basis des R? mit nur einem oder eine mit mehr als zwei Vektoren zu finden. Jede Basis
des R™ besteht aus genau n Vektoren. Niemand von Thnen wird bezweifeln, dass jeder Vektorraum eine
Basis besitzt. Der Beweis dieser simplen Aussage ist allerdings so schwierig, dass er in dieser Vorlesung
nicht durchgefiihrt werden kann.

Satz 3.1 (v1,...,v,) und (w1, ..., w,,) seien Basen eines Vektorraumes. Dann gilt n = m.
Bevor wir Angaben zum Beweis machen, halten wir als wichtige Folgerung fest:

Def 3.1 a) Sei (vi,...,v,) eine Basis eines Vektorraumes V. Dann heit n die Dimension von V,
geschrieben dim V = n oder dimg V = n.

b) Sei V' ein Vektorraum, der fiir kein n € N eine Basis (vy,...,v,) besitzt. Dann heifit V' unendlich
dimensional, geschrieben dim V' = oo.

Diese letzte Definition steht nicht im Widerspruch zur Behauptung, dass es immer eine Basis gibt! In b)
wird lediglich festgestellt, dass nicht jeder Vektorraum eine Basis aus endlich vielen Vektoren besitzt.

Beispiel: Fiir die uns vertrauten reellen Vektorrdume R™ gilt dim R” =n  (auch fiir n = 1).

Um Satz 3.1 beweisen zu konnen, benotigen wir zwei Hilfsmittel.

Satz 3.2  (Basisergdnzungssatz, BErg)

Sei V ein beliebiger Vektorraum, {v1,...,v,},{wi,..., ws} seien Teilmengen von V und es gelte
L(vi,...,vp,w1,...,ws) = V. Wenn (v1,...,v,) linear unabhéngig ist, kann (v1, ..., v,) durch Hinzufiigen
von Vektoren aus {wq,...,ws} zu einer Basis von V ergénzt werden.

Beweisskizze: 1. Wenn L(vy,...,v,) = V gilt, sind keine Vektoren hinzuzufiigen — auch dieser Fall wird

vom BErg eingeschlossen.
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2. Sei L(vy,...,v,) #V = L(v1,...,0p,w1,...,ws). Man kann zeigen, dass es w; € {w1,...,ws} gibt mit
w; ¢ L(vy,...,vp) = (v1,...,0,,w;) linear unabhéngig.

3. Man iiberpriift, ob L(vy,...,v,,w;) = V gilt. Wenn ja, ist man fertig, sonst fithrt man 2. analog fiir
L(vi,...,vp,w;) # V durch: 3w; € {wr, ..., ws}\{w;} mit w; ¢ L(vy, ..., v, w;) = (v1,..., 0, wi, wj)
linear unabhéngig, usw.

4. Wegen s < oo ist man nach endlich vielen Schritten fertig.

Beispiel: Tm R? ist (v1,v2) = ((1,0,0),(0,1,0)) linear unabhiingig, fiir (wy,ws,ws) = ((1,1,0),(0,1,1),
(1,1,1)) gilt (ohne Beweis) L(v1,v2, wr, ws, ws3) = R3.

Wegen L(vi,ve) = {(a1,2,0) | a; € R} # R3? gibt es w; € {wy, wo, w3} mit w; & L(vy,v2).
Wegen wy = v1 + v9 € L(v1,v2) kommt wy nicht in Frage, aber es ist wy & L(vy, v2).
(v1,v2,ws) ist linear unabhiingig, man kann zeigen, dass dies eine Basis von R? ist.

Frage: Was ist mit (v, ve,ws)?

Satz 3.3 (Austauschlemma, ATL)

Seien {v1,...,v,}, {w1,..., wy} Basen eines beliebigen Vektorraumes V. Dann gilt:

Vo, € {vr,...,vp} Jw; € {wy,...,wy} mit {vr,..., v, }\{v;} U{w,;} ist Basis vonV.

Beweisskizze: OBdA sei ¢ = 1. Wegen L(wi,...,wy) =V # L(va,...,v,) gibt es w; € {w1,..., wn}
mit (wj,v2,...,vy) linear unabhéngig. BErg sagt uns, dass wir (wj,vs,...,v,) durch Hinzufiigen von
Vektoren aus {v1} zu einer Basis von V' ergénzen konnen. Die einzige Moglichkeit, dies zu tun, ist aber
nichts hinzuzufiigen! {wj, va,...,v,} ist bereits eine Basis, wir haben v; durch w; ausgetauscht.

Beispiel: (e1,ez,e3) und ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) sind zwei Basen des R®. Wir wenden zweimal ATL
an (die Liicken werden in der Vorlesung ausgefiillt):

((1,0,0),(0,1,0), ) und ((1,0,0), , ) sind Basen des R3.

Der Beweis von Satz 3.1 folgt jetzt direkt aus ATL; denn nur Basen gleicher Lénge konnen vollsténdig
ausgetauscht werden.

Beispiele: 1) Der Korper C kann als ein Vektorraum iiber R aufgefasst werden. Da jede komplexe Zahl
in der Form z = a+b-i mit a,b € R geschrieben werden kann, ist (1,7) eine Basis, damit ist dimg C = 2.

2) Was sind dimg R, dimg R?

Der Nachweis der linearen (Un)abhingigkeit bei konkret gegebenen Vektoren ist oft nicht einfach. In
einem Fall kdnnen Sie sich allerdings jede Rechenarbeit ersparen, ndmlich wenn Sie in einem Vektorraum
der Dimension n mehr als n Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit untersuchen sollen.

In Satz 1.3 wurde bewiesen, dass der Durchschnitt von Untervektorrdumen ebenfalls ein Vektorraum ist.
Was wissen wir iiber dim(U; N Usz)? Wir wollen diese Problematik zuerst an einem Beispiel erdrtern.
Sei V. =R3, U; = L(e;) fiir i = 1,2,3 und Uy = L(eq, e3).

Was ist dim U;, dim(U; N Us), dim(U; NUy), dim(Us N Uy)?
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Wie wir (hoffentlich) gesehen haben, héngt die Dimension des Durchschnitts nicht nur von den Dimen-
sionen der beteiligten Rdume ab, sondern auch von ihrer Lage zueinander. Ab jetzt kiirzen wir U ist
Untervektorraum von V durch U <V ab.3

Def 3.2 Seien Uy,Us < V. Dann heif3t

U+ Us={x+y|zeclU,yecUs} Summe von U; und Uy

Frage: Was unterscheidet U; + Uy von Uy U Us?
Wir greifen das letzte Beispiel auf und erkennen
U +U; = {((X,0,0) + (07/87 0) ’ Oé,ﬁ € R} = L(€1762)

Ui +Us = {(a,0,0) + (81, £2,0) | a, B; € R} = {(a+ b1, 32,0) | o, B; € R}
={(7,0,0) + (0, 32,0) | v, B2 € R} = L(e1, e2)

U3 + U4 = {(0707’7) + (ﬁlvﬁ%o) ‘ 776@ € R} = {(ﬁlvovo) + (0,62,0) + (0707’7) ‘ 57»’7 € R}
= L(e1, €2, €3)

In allen Beispielen ist die Summe von Untervektorriumen selbst ein Vektorraum. Dies ist kein Zufall:
Satz 3.4 Ul,UQSV — U1+U2§V

Beweis: Wir iiberpriifen (Ul) — (U3):
Zu (Ul): Esisto=o+0€ U +Us

Zu (U2): z,yelU +Uy = Fx;,y; €U; mit x = x1 + 22, y=1y1+ Yo
= zt+y=(z1+a2)+ @ t+y)=@+yn)+@+y) i+l

Zu (U3): zeU +Uy = Jz; € U; mit z =21 + a9
= az = a(z; + x2) = a1 + axy € Uy + Uy fiir jedes o € K.

Fiir die untersuchten Mengen gilt Uy NUy; C U; € Uy UU; C Uy + Uz (i = 1,2). Wir wollen das
Verhéltnis der Mengen U; U Uy und Uy + Uz zueinander genauer untersuchen.

Satz 3.5 Fiir Vektorrdume Uy, Uy gilt

Ui UUy = Ui +Us < Ui C Uy oder Uy C Uy

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. (Hinweis: Man erinnere sich an den Beweis von Satz 1.3.)

Wir merken uns: Wahrend die Summe von Untervektorraumen stets selbst wieder einen Vektorraum
ergibt, trifft dies fiir die Vereinigung nur in uninteressanten Spezialfiillen zu.

Satz 3.6  Dimensionsformel fiir Untervektorrdume

Seien Uy, Uy endlichdimensionale Untervektorrdume. Dann gilt:

dim(U1 + Ug) = dimU; +dim Uy — dim(U1 N UQ)

3Erinnern Sie sich an die analoge Bezeichnung fiir Untergruppen!
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Beweisskizze: Sei (v1,...,v,) eine Basis von U; N Uy, des kleinsten der beteiligten Untervektorraume.
Mit Hilfe vom BErg kénnen wir diese Basis einerseits zu einer Basis (v1,...,v,, w1, ..., ws) von U mit
dim Uy = r+ s und andererseits zu einer Basis (v1,..., vy, 21, ..., 2¢) von Uy mit dim Uy = r +t ergénzen.

Man zeigt dann, dass (v1,...,v,,w1,...,ws, 21,. .., 2) eine Basis von Uy 4+ Us ist. Hieraus folgt

dim(Uy +Uz) = r+s+t = (r+s)+(r+t)—r = dimU; + dim U, — dim(U; N Uy).

Die Hauptarbeit dieses Beweises steckt im Nachweis der Basiseigenschaft (B1) von

(U1, Upy Wy ..o, W, 21, - - -, 2¢); fiir Interessierte folgt der vollstindige Beweis (kein Vorlesungsstoff):
T s t
Sei > ayv, + ) Bywy, + Y Wz = 0 ()
v=1 v=1 v=1
t r s
= Y Mz = — Y. v, — . fwy, € L(vy,...,vp,wi,...,ws) = Uj
v=1 v=1 v=1
¢ ¢
Da Y vz, €Uy = > mwz €UiNUy = L(vy,...,vp)
v=1 v=1
t T t T
= Z Ty = Z My Uy — Z Yv2v + Z (_NV)UV =0
v=1 v=1 v=1 v=1
Da (vi,...,vr,21,...,2) als Basis von Uy linear unabhéingig ist, erkennen wir y; = ... =, = 0.
T S
Wenn wir dies in (*) einsetzen, folgt > a,v, + >, Bow, = o
v=1 v=1
Da (v1,...,vp,w1,...,w,) eine Basis von Uy ist, gilt oy = B; =0 furallei=1,...,rund j =1,...,s,

damit ist (B1) bewiesen.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdume V' kann man mit Hilfe dieses Satzes zeigen, dass echte Unterrdume
von V stets eine kleinere Dimension als V' haben miissen.

Beispiel: Im R3 ist fiir U = L((1,2,4),(1,0,2)) und V = L((2,0,4),(3,1,2)) die Dimension von U NV
gesucht. (Geometrisch handelt es sich um den Schnitt zweier Ebenen.)

Lésung: ((1,2,4),(1,0,2)) und ((2,0,4),(3,1,2)) sind jeweils linear unabhéingig: dimU = dim V' = 2.
= dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U + V) =2+ 2 — dim(U + V) mit dim(U + V) € {2, 3}.
dim (U + V) = 2 ist nicht moglich: dim (U +V) =2 = U =U+V =V, aber (1,2,4) € U\V. Daher

muss dim(U + V') = 3 sein. Der gesuchte Schnitt hat die Dimension 1, es handelt sich um eine Gerade
durch den Ursprung.

4 Lineare Abbildungen

Grob gesprochen sind lineare Abbildungen bei Vektorrdumen dasselbe wie Homomorphismen bei Grup-
pen, namlich strukturerhaltende Abbildungen. Auch in diesem Kapitel seien V, W endlichdimensionale
reelle Vektorrdume, die durchaus unterschiedliche Dimensionen haben diirfen. Wenn nicht ausdriicklich
etwas anderes erwahnt wird, geht es in den Beispielen um Vektorrdume R™ mit n € N und kanonischen
Basen (eq,...,en).
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Def 4.1 f:V — W heifit lineare Abbildung oder Homomorphismus : <

(L) fla+y)=f@)+fly) VeyeV
(L2)  f(ax) =af(x) VaeR, Ve eV

Die Menge aller Homomorphismen von V' nach W schreibt man Hom (V,W) :={f : V — W | f linear }.

Man beachte, dass in (L1) und (L2) jeweils fiir verschiedene Verkniipfungen das gleiche Symbol benutzt
wurde. Um die Nullvektoren der moglicherweise verschiedenen Vektorrdume V' und W unterscheiden zu
koénnen, bezeichnen wir sie mit oy und oy .

Beispiele: 1) V=W =R: f(x):=x + 1 ist nicht linear, g(x):= 5z ist linear.

2) V=R2 W=R: f((x1,22)) := x1 — 22 ist linear, g((x1,22)) := x122 ist nicht linear.

3) V=R W=R?: f((x1,22,23)) := (21 + z2, 23) ist linear.

Spezielle lineare Abbildungen haben besondere Namen. Eine lineare Abbildung f : V' — W heifit Endo-

morphismus, falls V. = W gilt, und Isomorphismus, falls f bijektiv ist. Treffen beide Bedingungen zu,
liegt ein Automorphismus vor.*

Man wird bei beliebigen linearen Abbildungen f : V — W nicht erwarten kénnen, dass jeder Vektor aus
W ein Urbild besitzt. Stets gilt aber f(oy) = ow:

flov) = f(0-0v) =0- floy) = ow

Def 4.2 Sei f € Hom (V, W). Dann heifit
Kernf:={veV | f(v)=ow} Kernvon f
Bildf :={we W |3veVmit f(v) =w} ={f(v) |[veV} Bildvon f
Der Kern einer linearen Abbildung besteht aus allen Vektoren, deren Bild der Nullvektor ist. Bild f wird
in der Literatur auch imV (,image“) oder f(V') genannt.
Beispiel: Was sind Bild f und K R R
eispiel: Was sind Bild f und Kern f von f : (@y) — (22)

Fiir jede lineare Abbildung f: V — W ist Kern f C V und Bild f C W. Es gilt sogar

Satz 4.1 Sei f € Hom (V,W). Dann gelten
(a) Kernf<V
(b) Bildf<W
(¢) finjektiv <= Kernf = {ov}
Beweis: Um (a) und (b) zu beweisen, miissen wir jeweils (Ul) — (U3) iiberpriifen.
zu (a), (U1l): Wir wissen bereits oy € Kern f, also Kern f # ().
(U2): vyweKemnf = f(v+w)=f(v)+ f(w) =ow+ow =ow = v+w € Kern f.
(U3): aeR,veKemnf = f(aw)=af(v) =aow =ow = av € Kern f.

“Man vergleiche die analogen Bezeichnungen bei Gruppen!
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zu (b), (Ul):DaV #0 = JveVmit f(v) e W = Bildf #0

(U2), (U3): aeR, z,yeBildf = Jv,w eV mit f(v) ==z, f(w) =y =
flo+w)=fv)+ flw)=2+y = z+yec Bidf,
flaw) = af(v) = ax = ax € Bild f.

zu (c): ,=*: Ist klar, da wir den wesentlichen Schritt bereits bewiesen haben (wo?).

»<=%“ Seien v,w € V mit f(v) = f(w) <= ow = f(v)— f(w) = fv—w)
— v—weKemnf —= v—w=0y = v=w = [ injektiv.

Wir stellen einen Zusammenhang zwischen den Dimensionen der Untervektorrdume Kern f und Bild f
her. Aus Kern f <V folgt 0 < dimKern f < dim V und aus Bild f < W folgt 0 < dim Bild f < dim W.

Beispiele: 1) f: { Vi W = dimKern f =dimV, dimBild f =0.

v = oW

2)f:{ Vo= Vo L dimKemn f =0, dimBild f = dim V.

v = v

R — R? i} ,
3) f: { (2) = (tyz) Wegen f((1,0,0)) = (1,0) und f((0,0,1)) = (0,1) enthilt das Bild
zwei linear unabhéngige Vektoren, damit ist dim Bild f = 2.

(z,y,2) €eKernf <= f(z,y,2) = (r+y,2) = (0,00 = =z = —y, z = 0. Damit ist Kern f =
{(z,—x,0) |z € R} = L((1,—-1,0)) = dimKern f = 1.

Satz 4.2 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Sei f:V — W linear. Dann gilt

dimV = dim Kern f 4 dim Bild f

Beweisskizze: Jede Basis (v1,...,v,) des Kerns kénnen wir dank BErg zu einer Basis von V' ergénzen,
sei (V1,...,Up, Upy1,...,0y) die erginzte Basis. Fiir ein beliebiges v € V gilt dann
n T n n n
flo)=f (Z 061'11@) =f (Z ai”i) +f ( Z O‘M) =ow + Z o f(vi) = Z QW;
i=1 i=1 i=r+1 i=r+1 i=r+1
Damit ist Bild f = L(wy41,...,wy). Aus der linearen Unabhéngigkeit von (wy41,...,w,) (Beweis fiir

Interessierte anschliefend) folgt dim Bildf = n — r, was zu zeigen war.

Beh: (wy41,...,wy,) linear unabhéngig Bew: Sei friiwry1 + ... + Bpwy = ow. Wegen w; = f(v;) folgt

ow = Z Bif(vi) = f ( Z @‘%‘)

i=r+1 i=r+1

n n T
> Biv; gehort damit zu Kern f = L(vy,...,v.). Es folgt > Biv; = > v, also
i=r+1 i=r+1 i=1

YU+ o YV — B Vgl — - — Py = 0y = Y1 =...=Y% =01 =...= 0, =0
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In der Dimensionsformel taucht dim W aus leicht erklarlichen Griinden nicht explizit auf: Bei jeder
linearen Abbildung f : V — W kann W durch einen ,gréfleren® Vektorraum W' ersetzt werden, also
W < W', ohne dass sich Kern f und Bild f und damit deren Dimensionen #ndern. Im Fall dim W < dim V'
kann f nicht injektiv sein, denn dim Kern f = dim V' — dim Bild f > dim V' — dim W > 0.

Weil die Dimension des Bildes auch Rang von f genannt wird, ist dim V' = dim Kern f+ Rang f eine
andere Fassung dieser Formel.

Frage/Beispiel: Wieviele lineare Abbildungen f : R2 — R3 gibt es mit
fe1) =(2,4,0) und f(e2) = (1,0,2)?

Antwort: Sei (z,y) € R? beliebig. Wegen (z,y) = xe; + yes folgt aus den Eigenschaften einer linearen
Abbildung

f((l‘ay)) = f(‘rel + 982) = xf(el) + yf(BQ) = $(27470) + y(1a0a2) = (21’ + y,4x,2y).

Damit hat genau eine lineare Abbildung die verlangten Eigenschaften.

Das ist kein Zufall: Ist (by,...,b,) eine Basis von V und sind wy,...,w, beliebige, nicht notwendig
verschiedene Vektoren aus W, so gibt es immer genau eine lineare Abbildung f : V — W mit f(b;) = w;
fir 2 = 1,...,n. Damit wir diesen Sachverhalt nicht so schnell vergessen, sei er hier noch einmal als Satz
(ohne formalen Beweis) formuliert:

Satz 4.3 Sei (by,...,by,) eine Basis von V| sei (wy,...,w,) ein beliebiges n—Tupel von Vektoren aus W.
Dann gilt
31 f € Hom (V,W) f(bj) =w; furi=1,...,n,

n

namlich f(v) = f <i Oéibi) = Z Oézf(bz) = i QW5 YveV.
=1 =1

=1

Wichtige Feststellung: Die gesamte Information iiber eine lineare Abbildung ist bereits in den Bildern
der Basisvektoren enthalten!

Gemessen an der Gesamtzahl aller Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen gibt es relativ wenige lineare
Abbildungen. Wir wollen diese Behauptung ausnahmsweise am Beispiel der endlichen Vektorriume K3
und K2 fiir K = Zs belegen:

Es gibt (Kombinatorik!) insgesamt 4% > 65000 Abbildungen von Z3 nach Z3. Da man 4 -4 -4 = 64 Tripel
(w1, w2, w3) mit w; € Z2 bilden kann, sind nur 64 dieser Abbildungen linear.

Die Verkettung linearer Abbildungen ergibt allerdings stets wieder eine lineare Abbildung. (Versuchen
Sie den einfachen Nachweis!)

5 Beispiele von linearen Abbildungen in R? und R?

In diesem Abschnitt gibt es keine neue Theorie und keine Sétze. Es werden nur einige hoffentlich aus
der Schulzeit bekannte Abbildungen behandelt. Wir legen jeweils die kanonische Basis zu Grunde, alle
Uberlegungen beziehen sich auf Satz 4.3, wonach jede lineare Abbildung eindeutig durch die Bilder der
Basiselemente festliegt.
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A. Wir untersuchen einige lineare Abbildungen der Anschauungsebene R?, also f : R? — R2:
1. Sei f(e1) = ez und f(e2) = —e;. Fiir alle (z,y) € R? ist dann

f((@,y)) = fzer +yes) = xf(er) + yf(e2) = wea — yer = (—y, x)

Es handelt sich um eine Drehung mit Drehzen-
Q O trum ((0,0)), der Drehwinkel betrégt 5 = 90°.

5Lk

Alle Drehungen um (0,0) sind lineare Abbildungen, beziiglich der Hintereinanderausfithrung bilden sie
eine abelsche Gruppe. Drehungen « # id mit einem anderem Drehzentrum sind wegen «((0,0)) # (0,0)
nicht linear. Ab jetzt soll bei Drehungen stets (0,0) das Drehzentrum sein.

2. Sei f eine Drehung um 45°, gesucht ist f((z,y)). Wir benttigen die Bilder der Basisvektoren.

A
fer) f(e1) = aey + Bea mit a = B und o? + 2 =1
1
= f(e1) = (o, ) mit o = g
f(e2) und damit f werden in den Ubungen bestimmt.
« €1

3. Sei g die Spiegelung an der Geraden (Achse) y = —x, gesucht ist g((z,y)). Da auch Spiegelungen mit
einer Achse durch den Ursprung lineare Abbildungen sind, ist

9((z,y)) = zg(e1) +yg(e2) = z(—e2) +y(=e1) = (—y, —x) .

4. Gesucht ist f o g mit f von 1. und g von 3. Fiir die lineare Abbildung f o g gilt

(fog)((z,y) = fl9((z,y))) = f((~y,—2)) = (z,~y) .

Es handelt sich um eine Spiegelung an der x—Achse.

5. Translationen (Verschiebungen) bilden zwar mit der Hintereinanderausfithrung eine abelsche Gruppe,
sind aber mit Ausnahme der Identitdt nicht linear (warum?).

6. Fragen: Wie lautet h((z,y)), wenn h eine zentrische Streckung um (0,0) mit Streckungsfaktor 2 ist?
Was passiert mit dem Fufiballspieler von 1. unter der linearen Abbildung ey — ey, es — e1 + es?

B. Jetzt untersuchen wir lineare Abbildungen des Anschauungsraumes R3, hierbei beschrinken wir uns
auf spezielle Drehungen und Spiegelungen. Die Drehungen haben als Drehachse eine Gerade durch den
Koordinatenursprung. Der Drehwinkel wird in einer Ebene senkrecht zur Drehachse gemessen, wobei auf
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die eindeutige Angabe des Drehwinkels (Drehrichtung) geachtet werden muss. Gespiegelt wird an einer
Ebene, die ebenfalls durch (0,0, 0) verlduft.

1. Drehung um die z—Achse mit Drehwinkel von 90°. (Wir blicken in z—Richtung und drehen entgegen
dem Uhrzeigersinn.)

€1 — —€2, €2 — €1, €3 — €3

Fiir ein beliebiges (x,y, z) € R? erhalten wir f((z,y,2)) = —zes + ye1 + zeg = (y, —, 2).
2. Spiegelung an der yz—Ebene: e; — —eq, €9 — e, €3 — e3, 9((z,y,2)) = (—z,y, 2).

3. Wir untersuchen go f: (go f)((z,v,2)) = g(f((z,y,2))) = 9((y, —x, 2)) = (—y, —=, ) Es handelt sich
um eine Spiegelung, die zugehorige ,, Achse”, an der gespiegelt wird, ist die Ebene {(x,—x,2) | z,z € R}.

4. Frage: Welche Abbildung ist f o g?

z—Achse

Frage: Wo befindet sich der Fufiballspieler nach
O Durchfithrung der Abbildungen fog bzw. go f?

Q y—Achse

x—Achse

5. Fiir die Abbildung h mit e; — e2, e2+— e3, e3— e gilt h((x,y,2)) = (2,z,y). Wir untersuchen,
welche Punkte unter h festbleiben: (x,y,z) = h((z,y,2)) = (2,2,y) <= = =y = z. Genau die Punkte
auf der Geraden R((1,1,1)) = L(e; + e2 + e3) sind Fixpunkte, h ist eine Drehung. Wie grof} ist der
Drehwinkel?

Alle Drehungen mit einer Drehachse durch (0,0,0), alle Spiegelungen an einer Ebene durch (0,0,0) und
alle zentrischen Streckungen mit Zentrum (0,0, 0) sind lineare Abbildungen.

6 Lineare Abbildungen und Matrizen
Noch einmal zur Aussage von Satz 4.3: Jede lineare Abbildung f : R” — R™ ist eindeutig bestimmt
durch n Vektoren f(e1) = (ai1,...,am1),---, f(en) = (@1, .., amn) € R™, also durch n - m viele reelle

Zahlen a;j;, die nicht verschieden sein miissen. Umgekehrt legt jedes n - m—Tupel reeller Zahlen genau eine
lineare Abbildung von R" nach R™ fest:

=f <Z $i€¢> = mif(er) =) wilari, - am)
i—1 i=1 i=1

Wir wollen hierfiir eine iibersichtlichere Schreibweise kennenlernen.
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Def 6.1 Seien a;; reelle Zahlen. Das Schema

ail a2 - Gl

a1 a2 - G2 ) ,
heifit (m x n)-Matriz.

Gm1 Am2 *° Amn

Die Menge aller (m x n) — Matrizen schreiben wir M (m x n).

1
Beispiel: < (1) ? _i’ g ) ist eine (2 x 4) — Matrix, [ 0 | eine (3 x 1)-Matrix.
1

Eine (m x n) — Matrix hat m Zeilen und n Spalten, geschrieben A = (a;;) € M(m x n), und besteht aus
m - n vielen Zahlen.

Was haben Matrizen mit linearen Abbildungen zu tun? Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ ist ebenfalls
durch m - n viele Zahlen eindeutig festgelegt. Schreiben wir jeden der n die lineare Abbildung bestim-
menden Bildvektoren f(e;) = (ay;,...,am;) als Spaltenvektor °

at;

f(ez) = (CLU, ceey ami) = ,

Amy
erhalten wir als zugehorige Matrix
ail o Qlp
A= (fler) ... flea))=| = ... 1+ | eM(mxn)
aml .. amn

Wichtige Feststellung: Zu jeder linearen Abbildung f : R™ — R™ gehort eine Matrix A € M (m x n).

Beispiel: Zur Drehung in der Anschauungsebene (Anfang Kapitel 5) gehort die Matrix

(fler) fle)) = (2 —er) = ( ol ) e M@2x2)

Wir sind es gewohnt, Abbildungen f in der Form f(z) = ... anzugeben, beispielsweise die eben erw#ihnte
Drehung durch f((x,y)) = (—y,x). Auch diese Darstellung kann man bei linearen Abbildungen leicht
aus der zugehorigen Matrix gewinnen; denn es gibt folgende Verbindung zwischen Matrix A und Urbild
x einerseits und Bild f(x) andererseits:

Z1
Def 6.2 Sei A€ M(m xn), z = : € R" = M(n x 1). Dann ist
In
ail -0 Aip 1 a11T1 + ...+ 01Ty
A-x= S . : = : eEM(mx1)=R"
am1 " Gmnp Tn am1T1 + ...+ Amp Ty
"Wir erlauben uns die Freiheit, Vektoren wahlweise in einer Zeile (x1,...,x») (beachte die Kommata) oder als (n x 1) —

Matrix (Spaltenvektor) zu schreiben.
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Matrizen und Vektoren kann man genau dann miteinander multiplizieren, wenn die Matrix so viele
Spalten wie der Vektor Zeilen hat, die Rechenvorschrift kann man sich gut durch die Regel Zeile mal
Spalte merken.

T 1
. 1 2 3
Beispiele: <4 5 6) y | = , -1 (2):
z 1
1 0 ) 3
0 -1 (_1>: , (1 23) 2=
1 1

Kehren wir zu der linearen Abbildung f zuriick! Wir stellen fest: Das Ergebnis der soeben definierten
Multiplikation A - z ist nichts anderes als f(x), geschrieben als Spaltenvektor:

R* — R™

v e Az eine lineare Abbildung.

Satz 6.1 a) Sei A€ M(m xn). Dann ist f : {

b) Sei f:R™ — R™ linear. Dann ist f(z) = Az mit A = (f(e1)... f(en)) € M(m x n).

Beispiele: 1) Zur Drehung aus Kapitel 5: Es ist ( (1] _(1) ) < z > = < Y ) = (—y, ).

2@ = (5 1) ()= (") = erun ) P )

Y Y

Bei dieser Abbildung handelt es sich um eine sogenannte Scherung. -

3) f: R3 — R3, Projektion auf die 2y-Ebene: e; — e1, es — ea, e3 — 0.

S = O
o O O

1
Die zugehorige Matrix ist A= | 0
0

R — R*

4) f: { (2,9,2) > (20— 2303 +y—2y—32) Wie lautet die zugehorige Matrix’

5) Welche Abbildung gehort zu ( (?; g )?

6) Gesucht ist im R? eine Drehung um den Ursprung mit dem Drehwinkel o = 27°.

A A €2

(a,b)

€1

Es ist b =sina und a = cos «
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Wegen f(e1) = aeq + bes und f(e2) = —bey + aeg ist die zugehorige Matrix

A=(C9w _Sina>:<z _ab>, it ist f((2.9)) = (az — by, bw + ay).

S & COos &

Wir erinnern uns an die Verkettung von Abbildungen. f : R™ — R! und ¢ : R® — R™ konnen hinter-
einander ausgefiihrt werden, und zwar erst g und dann f. Sind beide Abbildungen linear, ist auch die
Verkettung f o ¢ : R — R! linear:

(feog)z+y) = fl9(xz+y)) = flg(z)+9g(y)) = flg(x)) + flg(y)) = (fog)(x) + (fog)(y)
(fog)lax) = f(glax)) = flag(z)) = af(g(z)) = a(f o g)(x)

Nach Satz 6.1 gibt es Matrizen A, B,C mit f(z) = Az, g(x) = Bz, (f o g)(x) = Cz. Wir untersuchen
den Zusammenhang dieser Matrizen:

Cr = (fog)(x) = flg(x)) = f(Bz) = A(Bx)

Beispiel: f:R* = R? (z,y) — (x4 y,2z — y) mit A = < ; _1 )7

g:R? - R% (2,y) — (z —y,2) mit B = <i _(1) )

Esist (fog)((z,v)) = f(9((z,9)) = f((z —y,2)) = (z —y +z,2(x —y) —x) = (2 — y, v — 2y)
und (go f)((z, ) = g(f((z,v))) =g((z +y,2v —y)) = (r +y — 2z —y),z +y) = (—2+ 2y, +¥).

Die Matrix C' € M(2 x 2) mit (f o g)((z,y)) = C(z,y) :C< z > ist daher C' = < ? :; >, zugof

.. -1 2
gehort < 11 )
Wir untersuchen allgemeiner f,g € Hom (R?, R?) mit zugehérigen Matrizen (a;;), (bi;):
a12><<bl1 512><$1>>
as ba1  ba2 x9
a2 > ( bi1z1 + biaxo >
a2 ba1x1 + baoxo

( a1 (br1z1 + bi2z2) + ar2(bo1x1 + baoxa) >

(fog)(z) =

a1 (b1171 + b12x2) + age(bo1x1 + booxa)

(@11b11 + a12b21)x1 + (a11b12 + a12b22)x2 )
(a21b11 + ag2ba1)x1 + (a21bio + agbas) o

a11bi1 + ai2ba1  ai11b12 + a12boo ) < z1 > _ O

a21b11 + ag2ba1  a21bi2 + azzbas T2

Analog ergibt (o f)(z) = B(Az) = < biia11 + bizaz1r  biiaiz + biaage > < x1 )

barai1 + bagasr  baraiz + baagr T
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Def 6.3 Sei A€ M(m xr), B € M(r xn). Dann ist Ao B = (aj;) o (bij) = (cij) € M(m x n) definiert

durch ¢;; == 3" apby; fir i=1,...,m und j=1,...,n.
v=1

Diese Multiplikation von Matrizen ist eine Verallgemeinerung der Definition 6.2 auf mehrere Spalten,
auch hier gilt die Merkregel Zeile mal Spalte.

A o B ist nur moglich, falls die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B {ibereinstimmt. Statt A o B
schreiben wir kiirzer AB.

o 12 0 1 4 7 3 4
Beispiele: 1)A—<3 4>,B—<2 3>:>AB_(8 15)7BA_(11 16>'

| 2 3 1 0 123
2 4= ( Jop={0 1) =as=( ). Ba-
01 2
11
0 1
3)A=(111),B=|00 | = AB=( ), BA ist nicht definiert.
10

Wie wir an den Beispielen gesehen haben, ist die Multiplikation von Matrizen nicht kommutativ. Dies
ist aber kein Wunder:

Wichtige Feststellung: Die Matrizenmultiplikation entspricht genau der Verkettung von linearen Ab-
bildungen: Wenn Matrix A zur Abbildung f und Matrix B zu g gehort, liefert f o g die Matrix Ao B.
Satz 6.2 (Assoziativgesetz fiir Matrizenmultiplikation)

Seien A € M(m xr),B e M(r xs),C € M(s xn). Dann ist A(BC) = (AB)C.
Wir geben zwei ganz unterschiedliche Beweise an:

1. Beweis: (Elegant) Nach Satz 6.1 gibt es zu den Matrizen A, B und C' eindeutig bestimmte lineare
Abbildungen f, g und h. Auch die verketteten Abbildungen f o (goh) und (f o g) o h sind linear, hierzu
gehoren die Matrizen A(BC') bzw.(AB)C. Da die Hintereinanderausfithrung von Funktionen grundsétz-
lich assoziativ ist, folgt f o (goh) = (fog)oh und damit die Behauptung A(BC) = (AB)C.

2. Beweis: (Brutal)

A(BC) = (aij) ((bij)(cij)) = (aij) (wa%‘> = > a <Zb,uz/cuj)
v=1 u=1 v=1

s S T

S T
= § :E :aiub;wcvj = E , Qipbuy | Cvj | = E :aiubuj (cij)
1 pn=1

p=1v=1 v=1 \pu=

= ((aij)(bij)) (cij) = (AB)C
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Beispiel: Im R? seien f die Spiegelung an der y—Achse und ¢ die Spiegelung an der Geraden y = =,
gesucht sind die Matrizen fiir die verketteten Abbildungen fogo fund go fog:

Wegen f(e1) = —e1, f(e2) =e2, g(e1) = ea, g(ez2) = e; folgt fiir die zugehorigen Matrizen

(30 o=(10)

0 -1

:>Zufogofgeh6rtFGF:<_1 0

>,zugofogdieMatrixGFG:< >

Die bekannte und in jedem Korper giiltige Regel zy = 0 = x = 0 oder y = 0 gilt nicht fiir die
Matrizenmultiplikation:

0 1 11
ispiel : i = 29
Beispiel: Was ist ( 0 —1 > < 00 ) 7

Man sagt hierzu auch: Matrizen sind nicht nullteilerfres.

Wir schlieffen diesen inhaltsreichen Abschnitt mit einem interessanten Nebenprodukt unserer teilweise
abstrakten Uberlegungen.

Satz 6.3 Fiir sin und cos gelten die Additionsregeln

sin(a + ) = sinacosf + cosasin 3

cos(a + 3) = cosacos 3 — sinasin 3

Beweis: Wie wir gesehen haben, gehort in der Anschauungsebene zu einer Drehung um den Nullpunkt

cosy —smy ) Fiir eine Drehung um den Winkel a + 3

mit einem beliebigen Winkel v die Matrix < .
siny  cos7y

lautet die entsprechende Matrix

(et e )

Die gleiche lineare Abbildung und damit die gleiche Matrix M erhalten wir, wenn wir nacheinander um
die Winkel 8 und « drehen. Fiir die zugehorigen Matrizen folgt dann

cosa —sina cos —sinf

sina  cosa sing cospf

cosacos f —sinasinf  —(sina cos 3 + cos asin 3)
sinacos 3+ cosasinfl  cosacos( — sinasin 3

Aus der Gleichheit von M mit der letzten Matrix folgt die Behauptung.

Wir erhalten iibrigens die gleiche Matrix, wenn die beiden Drehungen in umgekehrter Reihenfolge vorge-
nommen werden.
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7 Regulire Matrizen

Lineare Abbildungen und Matrizen gehoren eindeutig zusammen®, wobei der Verkettung der Abbildungen
genau die Matrizenmultiplikation entspricht. Da die bijektiven linearen Abbildungen (Automorphismen)
f:R" — R” fiir jedes n € N mit der Verkettung eine Gruppe bilden, gilt dies auch fiir die zugehorigen
Matrizen mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung. Wir halten fest:

Def 7.1 und Satz 7.1 Die zu einem Automorphismus f gehdrende Matrix heif3t invertierbar oder
reguldr. Fiir jedes n € N bilden alle reguldren (n x n)-Matrizen bzgl. o eine Gruppe.

Neutrales Element in der Matrizengruppe ist die zur Identitdt gehorende FEinheitsmatrixz E,, bei der
genau die Eintrdge auf der Hauptdiagonalen den Wert 1 und alle anderen den Wert 0 haben.

1 0
E, = € M(n xn)
0 1

Wie iiblich bezeichnen wir die zu A inverse Matriz mit A1,

Fragen: Kann man einer Matrix ,,ansehen®, ob sie regulédr ist? Wie sieht die zugehorige inverse Matrix
aus? Wir wollen diese Fragen nur fiir den Fall n = 2 beantworten:

Satz 7.2 Sei A= ( @ dn > Dann gelten
a1 a2

a) Aregulir = aj1a22 — ajza9; # 0

_ . o e . -1 _ 1 azo —aiQ
b) ajjaze —ajgaz #0 = A reguldr mit inverser Matrix A= = TET T — < oy ant > .

Hierbei bedeutet A, dass a mit jedem Element der Matrix A multipliziert wird.

Beweis: a) A ist als reguliir vorausgesetzt, also ist die zugehorige lineare Abbildung f : R? — R?
bijektiv und deshalb gilt nach Satz 4.1 (c¢) Kern f = {(0,0)} ().

Wir zeigen, dass nicht nur die kanonische Basis (eq, e2), sondern auch deren Bilder (f(e1), f(e2)) linear
unabhéngig sind.

Seien o, 3 € R mit (0,0) = af(e1) + Bf(e2). Wegen der Linearitit von f folgt
(0,0) = f(aer + PBea) = f((a,8)) ,  also («,3) € Kern f .

Aus (x) folgt dann v = 3 = 0, was zu zeigen war.

Damit ist f(e1) = (@11, a921) kein Vielfaches von f(es) = (a12,a92), insbesondere sind a1 und a2 garan-
tiert nicht beide 0. Wir kénnen oBdA a5 # 0 annehmen und erhalten

a1 a11a22 11022
(a11,a21) # —(a12,a22) = (all, > = ag # = a12021 7# 411022
a2 a2 a2

b) Sei erneut f die lineare Abbildung zu A. Auch zur Matrix B = ——L1 < @22 12 ) gehort

@11022—012021 —a91 ail
eine lineare Abbildung, nennen wir sie g. Wir miissen zeigen, dass f bijektiv ist und dass g die zu f
inverse Abbildung ist.

SWir beziehen uns weiterhin auf die kanonische Basis. Bei anderen Basen ist der Zusammenhang komplizierter.
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Beh.1: fog=1id

Beweis: Wir fithren die Matrizenmultiplikation A o B durch und erhalten durch simples Rechnen

AoB = aip a2 1 22 —ai2 _ 1 ailp a2 Q22 —ai2
a1 a9 411022—012021 —a9] ail a11022—0a12021 ag1  a99 —a9y ail

_ 1 ai11az2 — a12021 0 (1 0Y)\ _ B,
011022012021 0 —az1a12 + azai 0 1 '

Weil die Einheitsmatrix zur identischen Abbildung gehért, folgt f o g = id.”
Wir wissen jetzt zwei Dinge: (f o g)((z,y)) = (z,y) fir jedes Paar (z,y) und Kern (f o g) = {(0,0)}.
Beh.2: Kerng = {(0,0)}
Beweis: Fiir (x,y) € Kerng, d.h., g((z,y)) = (0,0), untersuchen wir (f o g)((z,y))-
(fog)((z,y) = flg((z,y))) = f((0,0)) = (0,0).
Es folgt (z,y) € Kern (f o g) = {(0,0)}, also (z,y) = (0,0).

Damit ist (vgl. Satz 4.1 (c)) ¢ injektiv mit dim Kerng = 0.

Aus dem Dimensionssatz folgt 2 =dim Kern g+ dim Bild ¢ =dim Bild g, also ist g auch surjektiv und

somit bijektiv mit inverser bijektiver Abbildung g~

Beh.3: f ist bijektiv.
V=idogt=(fog)ogt=fo(gog™t)=/.

Der Rest ist einfach: Weil f bijektiv ist, ist A regulir. Die inverse Matrix A~ gehort zur Abbildung
f~! = g und deshalb ist wie gefordert A~ = B.

Beweis: g~

Beispiele: 1) Wir untersuchen im R? die Drehung um (0,0) mit o = 90°. Es handelt sich um eine bijektive
lineare Abbildung (Automorphismus), die zugehorige Matrix

01

—1
ist A= ( 0 > Wegen ajiage — ajpag; = 1ist A=t = < 10

Lo > (Drehung um (0,0) mit 270°).

1 0

0 -1 0 1
< Beachte ajjag — ajzas = —1, also At = —1 < 1 0 > - < 10 > )

2) Wenn wir im R? an der Geraden y = x spiegeln, ist A = A~ = < 01 >

1 2

3) Gesucht ist die inverse Matrix zu A = ( 1 1

>2 Mit ai1a909 — ajoa91 = —3 ist Al = (

Wl ol
Wl Wl
SN—

Die Kenntnis von inversen Matrizen kann auch bei der Losung von Gleichungssystemen niitzlich sein.

Beispiel: Gesucht sind alle reelle Zahlen x; und x2, die folgende Gleichungen erfiillen:

314+ 220 = 3 3 2 T 3
L 2T — 1) = — Az =b.
Tx1+ 5y = 2 7 5 T2 2
"Dies heifit leider noch nicht, dass f bijektiv ist, wie man am Beispiel f : R®* — R? (z,y,2) — (2,9) und g : R*? — R?
(z,y) — (x,y,y) sieht: Auch hier ist f o g = id.
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A ist reguliir, daher existiert A7! und es gilt Ax =b <= A 1(Azx)=A"'b < E,o=x=A"1b.

Im obigen Beispiel erhalten wir die Losung 1 = 11 und 22 = —15 aus
e\ (3 2\ ' /3\ ([ 5 —2\[/3\ [ 1
zo ) \ T 5 2 ) \ -7 3 2 ) \ =15 )~
Fiir Mathematiker sind im Zusammenhang mit dem Losen von Gleichungen folgende Fragen wichtig:

e Wie erkennt man die Regularitit von A € M(n x n) fiir ein beliebiges n € N und wie berechnet
man gegebenenfalls A~1?

e Was macht man andernfalls (A nicht regulér oder A nicht quadratisch, d.h., die Anzahl der Unbe-
kannten ist verschieden von der Anzahl der Gleichungen)?

Wir merken uns: Lineare Abbildungen f : R® — R" und Matrizen gehoéren eindeutig zusammen, zu
bijektiven linearen Abbildungen passen regulire Matrizen. Im néchsten Abschnitt werden wir untersu-
chen, wie der Begriff des Rangs einer linearen Abbildung (zur Erinnerung: Dies ist die Dimension des
Bildraumes) auf die zugehorige Matrix iibertragen werden kann.

8 Rang einer Matrix

Wir erinnern an rang f = dim Bild f fiir lineare Abbildungen. Inzwischen wissen wir, dass zu jeder linearen
Abbildung f : R” — R™ eine Matrix A = (f(e1) ... f(en)) gehort mit Bild f = L(f(e1),..., f(en))-
Der Rang von f ist daher nichts anderes als die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A, an
Stelle von rang f kénnen wir gleichwertig vom Spaltenrang SR A von A sprechen: rang f = SR A.

o 10 2 iy RS — R? :
Beispiel: ZuA—(1 1 O)gehortf.{ (y.2) > (w+22z4y) es ist SR A = 2.

Was Spalten recht ist, sollte Zeilen billig sein!

Frage: Was ist der Zeilenrang ZR A einer Matrix A7 Antwort: Die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Zeilen von A.

Beispiel: Was ist der Zeilenrang von A = ( 1 (1) g >?

Obwohl die Matrix im Beispiel mehr Spalten als Zeilen hat, stimmen Spalten— und Zeilenrang {iberein,
weiter Beispiele verhalten sich analog.

Satz 8.1 Fiir jede Matrix A € M(m x n) gilt SR A =ZR A.

Einen Beweis findet man beispielsweise in den Lehrbiichern von Beutelspacher und Jinich, jeweils mit
dem Titel Lineare Algebra. 8

Insgesamt gilt fiir jede lineare Abbildung f mit zugehoriger Matrix A: rang f = SR A = ZR A.

8Diese Biicher sind insgesamt gut als erginzende Lektiire fiir den Stoff dieses Semesters geeignet.
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Def 8.1 Sei A € M(m x n). Dann heifit rg A ;== rang f = SRA =ZR A Rang von A.

Wir wollen in einigen Beispielen den Rang bestimmen.

. 1 2 3
Beispiele: 1) A = <3 5 1

ist rg A = 2. Wir kénnen auch die Spalten betrachten: Da die ersten beiden linear unabhéngig sind, ist
rg A = 2. Frage: Warum ist rg A = 3 unmoglich?

Wir sehen uns die Zeilen von A an. Da sie linear unabhéngig sind,

1 3 4
2)B=| 2 5 7 Zeilen 1 und 3 linear abhéingig, Zeilen 1 und 2 unabhéngig, daher rg B = 2.
2 6 8
1 2 3 4
3)C=105 6 7 |, rgC=77 (einfach)
0 0 8 9
1 21 3
4) D = 1 1 0 2|, rgD=77 (nicht so einfach)
-1 01 -1

Schon wére es, wenn wir die Matrix D auf eine Gestalt &hnlich zur Matrix C bringen kénnten, ohne ihren
Rang zu veréindern. Welche Manipulationen von Zeilen oder Spalten &ndern den Rang nicht?

1. Uberlegung: Vertauschung zweier Zeilen [Spalten] #ndert den Rang nicht; denn lineare (Un)abhiingig-
keit hiangt nicht von der Reihenfolge der Vektoren ab.

2. Uberlegung: Multiplikation einer Zeile [Spalte] mit o € R* = R\{0} &ndert den Rang nicht; denn
lineare (Un)abhéngigkeit hidngt nicht von der Vielfachheit einzelner Vektoren ab.

3. Uberlegung: Addition des Vielfachen einer Zeile [Spalte] zu einer anderen Zeile [Spalte] dndert den Rang

nicht; denn lineare (Un)abhéngigkeit héngt nicht von Linearkombinationen der beteiligten Vektoren ab.

Wir wollen von elementaren Umformungen sprechen, genauer von elementaren Zeilenumformungen EZU
bzw. elementaren Spaltenumformungen ESU, noch genauer von EZU 1 — EZU 3 bzw. ESU1 — ESU 3.

Feststellung: Elementare Umformungen @&ndern den Rang einer Matrix nicht.

Nehmen wir uns noch einmal die Matrix D aus Beispiel 4 vor und fithren elementare Umformungen durch:

1 21 3 1 21 3 1 21 3
Beispiel: 1 10 2 — 0111 — 0111 = rgD =2.
-1 01 -1 0 2 2 2 00 0O

Frage: Welche Umformungen wurden benutzt?

Wir geben ein ,, Kochrezept® an, wie wir elementare Umformungen benutzen kénnen, um den Rang einer
beliebigen Matrix zu bestimmen:

1. Sorge fiir a;; # 0 (Hilfsmittel: EZU 1, ESU 1). Ist dies nicht moglich, so liegt die Nullmatrix mit
rg A =0 vor.

a1

.. 0
2. Uberfiihre die erste Spalte von A in ) (alle Umformungen erlaubt, giinstig sind EZU 3).
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ayp koo Xk
0

0 Al

0

fort, bis eine Matrix erreicht ist, der man den Rang , ansieht*.

3. Wenn A in iiberfiihrt ist, fahre mit der Teilmatrix A’ mit dem ersten Schritt

Fiir quadratische Matrizen A kann man auf diese Weise zusétzlich feststellen, ob A reguldr ist und ob
A1 existiert. Es gilt sogar (ohne Beweis)

Satz 8.2 Sei A € M(n x n) regulér. Dann gilt: Die gleichen EZU, die A in E iiberfiihren, verwandeln F
in A71.

Beispiele: 1) Die Matrix A = < 5 -

1 2
) ist wegen 1-7 —2-3 =1 # 0 reguldr, nach Satz 7.2 ist

3 1

(1 2]10 1 2] 10 10| 7 =2\, ..
(A‘E)_(:a 710 1)H(o 1]-3 1)_’(0 1]-3 1>_(E’A>

1 2|1 0 1 2 1 0
= Valald
2) (A|E) <3601)H(00_31)_>

Falls A nicht regulér ist, bricht das Verfahren ohne Ergebnis ab. An Stelle von EZU kann man auch ESU
benutzen. Satz 8.2 gilt allerdings nicht, falls EZU und ESU gemischt angewandt werden.

A7l = ( _7 -2 ) Wir wollen das Ergebnis mit dem neuen Verfahren verifizieren:

9 Determinanten

Zum Verstéindnis der folgenden Uberlegungen stellen wir uns Vektoren (aji,asy), (a12,a22) € R? als
Spalten einer 2 x 2 — Matrix vor. Wir wissen aus Satz 7.2

a1 a2 N
A= regulir <= ajjasy — ajgas # 0
a1 a

Wir haben gelernt, dass zu jeder Matrix eine lineare Abbildung f gehort, wobei in der i-ten Spalte von
A das Bild f(e;) des i-ten Einheitsvektors e; steht. A ist regulér, wenn diese Abbildung bijektiv ist. Dies
bedeutet, dass die Spaltenvektoren von A linear unabhingig sind. Weil es nach Satz 4.3 auch zu den
Vektoren (a1, a21) und (ai2,as) eine lineare Abbildung f : R? — R? gibt mit f(e;) = (a11,a21) und
f(e2) = (a2, a22), konnen wir mit der Abbildung

aip a2
A= — |A] :== ana — arzaz; ,
as  aa

der jeder 2 x 2 — Matrix eine reelle Zahl zuordnet, feststellen, ob die Vektoren (aj1,as1) und (aj2, ass)
linear (un)abhéngig sind.

Beispiel: Die Vektoren (1,3) und (2,5) sind linear unabhéngig, da

1 2
<3 5)’_1-5—2.37&0.
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Die Vektoren (1,3) und (2,6) sind linear abhéingig (selbst nachrechnen!).

Wir werden | A| spéter als Determinante von A kennenlernen. Vorher wollen wir drei interessante Eigen-
schaften dieser Zuordnung (Abbildung) erwéhnen:

1) Genau dann, wenn eine Matrix A aus linear abhéngigen Zeilen oder Spalten besteht, ist |A| = 0 (siehe
oben).

2) Fiir alle reelle Zahlen «, a;j, agj ist wegen a(aji1ag — a12a91) = aaiiage — aai2a9]
a11 Q12 . Qall  a12 . a1l Qa1 . Qall Qa2 - ailr a1
a21 Q22 Qagy G2 az1 Qa2 a1 G2 Qagr Qa2

/ !/
a1l +ay; a2 . ail a2 I ajp a2

/ - / 9
a1 + ay; a2 a1 Qg Qo1  G22

gleiches gilt fiir die zweite Spalte und ebenso fiir beide Zeilen.

a|(3 )]s

Frage: Gibt es auch zu anderen n € N eine Abbildung M (n x n) — R mit analogen Eigenschaften?

a

und

Die Antwort erfolgt im néchsten Satz, den wir nicht beweisen werden. Gleichzeitig wird die sogenannte
Determinantenfunktion allgemein vorgestellt und fiir die Félle n = 2 und n = 3 explizit angegeben:

Def 9.1 und Satz 9.1 Zu jedem n € N gibt es genau eine Determinantenfunktion M(n x n) — R,
A — |A|, die die genannten Eigenschaften 1) — 3) erfiillt. Speziell gilt fur
n=2: ‘A| = a11a922 — a120a21

n=3: |A| = 11022033 + 012023031 + 13021032 — A11023032 — 112021033 — 413022031

Als Eselsbriicke merken wir uns fiir n = 2: Hauptdiagonale — Nebendiagonale. Der Fall n = 3 lduft auch
unter den Begriffen Jigerzaunregel oder Regel von Sarrus (wird in der Vorlesung niher erklért).

1 30 13 011 3
Beispiel: Determinante von | 2 1 4 | mit der Eselsbriicke | 2 1 4|2 1
01 2 01 2|0 1
1 30
2 1 4 =1-1-243-4-04+0-2-1-0-1-0—-1-4-1—-3-2-2=-14 .
01 2

FEine der Behauptungen von Satz 9.1 ist die Eindeutigkeit der Determinantenfunktion. Wir wollen uns
dies fiir n = 1 explizit vor Augen fithren, zumal wir auf diese Weise einiges des bisher Gelernten anwenden
konnen:

Fiir n = 1 ist abgesehen von den Klammern M (1 x 1) = R. Die Eigenschaft 2) beinhaltet fiir n = 1 genau
die beiden Linearititsbedingungen af(r) = f(ar) und f(r1 +r2) = f(r1) + f(r2). Gesucht ist also eine
lineare Abbildung R — R. Wegen 3) soll f(1) = |(1)| = 1 erfiillt sein. Da jede lineare Abbildung durch
die Bilder der Basisvektoren eindeutig festgelegt ist (siehe Satz 4.3), und weil 1 die kanonische Basis des
reellen Vektorraumes R! = R ist, kann es hochstens eine Abbildung der gesuchten Art geben, nimlich

() =|(r-D=r-|Q)|=r-1=r
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Es liegt die identische Abbildung vor. Da sie auch die bisher noch nicht beachtete erste Forderung erfiillt
(warum?), gibt es fiir n = 1 genau eine Determinantenfunktion.

Beispiel: Die durch f(z) = —2z auf R definierte Funktion ist bijektiv und linear. Die zugehérige Matrix
ist A = (—2) mit Determinante |A| = |(—2)] = —2; die Determinantenstriche diirfen nicht mit dem
Betrag einer Zahl verwechselt werden!

Die Jéagerzaunregel ist nur fiir n = 3 und kein anderes n anwendbar. Frage: Wie berechnet man die
Determinante bei gréflerem n?

Def 9.2 Sei A € M(n x n). Dann ist A;; € M((n — 1) x (n — 1)) die Matrix, die durch Streichen der
i—ten Zeile und j-ten Spalte aus A entsteht. (Streichungsmatriz)

Beispiel: A = = Aoz = , (A23)23 =

o © ot
SN R eI V)
o N w
~ S 00 W~

Ohne Beweis geben wir den Entwicklungssatz fiir Determinanten an:

Satz 9.2 Sei A € M(n x n). Dann gilt

n

a) JA] = ) (-1)"Ma;|A;y]  firalle j=1,...,n
=1

b) Al = > (-1)May|Ay  firallei=1,...,n
j=1

Man spricht bei a) von der Entwicklung nach der j—ten Spalte und bei b) von der Entwicklung nach der
i—ten Zeile.

Beispiel:

Sei A = , Entwicklung nach der ersten Zeile (i = 1 fest):

8 2 =
N0 W

2
b
Y

3 » b ¢ a ¢ a b
- —_1\1t+i,q, . g =1. _9. . — ...
A= e =9 )2 |(5 D))

In der Vorlesung soll auch noch nach der zweiten Spalte (j = 2 fest) entwickelt werden:

3 )
Al = (1) 2as |Ap| =
=1

Der Einsatz des Entwicklungssatzes lohnt sich besonders, wenn es Zeilen oder Spalten mit vielen Nullen
gibt. Dieser angenehme Fall lasst sich zum Gliick mit relativ einfachen Mitteln herbeifiihren. Zum besseren
Versténdnis des Folgenden dient

ail  ai2
a1 Q22

Wir haben soeben das « — fache der ersten Zeile zur zweiten Zeile addiert. Allgemein gilt fiir jedes n € N:

Beh.:

ail a2 )
. Beweis: Nachrechnen!
a1 + aair a2 + aais
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e Der Wert einer Determinante &ndert sich nicht, wenn zu einer Zeile [Spalte] einer Matrix das
Vielfache einer anderen Zeile [Spalte] addiert oder subtrahiert wird.

e Multipliziert man eine Zeile [Spalte] mit einer reellen Zahl a, &ndert sich die Determinante um den
Faktor o.

e Vertauscht man zwei Zeilen [Spalten], &ndert sich das Vorzeichen der Determinante.

Hier sind wieder uns die elementaren Umformungen aus Kapitel 4.8 begegnet!

1 01 1
.y 1 1 01 . . . . .
Beispiel: A = 10 2 1 . Da in der zweiten Spalte zwei Nullen stehen, entwickelt man nach dieser
01 11
Spalte:
1 1 1 1 11
]A\:—O"~-‘+1' 121 —0-‘~-’+1. 101 ||=-=1
01 1 1 21

Fiir das richtige Vorzeichen im Entwicklungssatz bietet das Schachbrettmuster eine Eselsbriicke:

+ - + -
-+ = - , + falls i+ j gerade
+ o .. oder Vorzeichen a;; = { — falls i+ ungerade
1 0 2
Beispiele: 1) Die Determinante von A = | 3 2 1 | soll auf verschiedene Weisen berechnet werden.
1 2 3
a) Regel von Sarrus: |A|=1-2-340+2-3-2—2-2-1—-1-1-2—-0=12

b) Entwicklung nach erster Zeile: |A| =1 ’( ; ?1) >‘ +2

D

¢) Anwendung von Zeilenoperationen, um durch Umwandlung eine Dreiecksmatriz zu erhalten, deren
Determinante einfach berechnet werden kann:

1 0 2 1 0 2 1 0 2
|A| = 3 21 = 0 2 -5 = 0 2 =5 =1-2-6=12
1 2 3 0 2 1 0 0 6

2) Im folgenden Beispiel subtrahieren wir zuerst die zweite von der fiinften Zeile, um auch an der Stelle
asz den Eintrag 0 zu haben. Dann entwickeln wir nach dieser Spalte:

Al =

— O R N
wWw o o wo
N = N O N
NN WO W
=W Ol = e
Il
— O
N = NN
NN W W
O W U

1
2
1
0
-1

coowo
OO N
WO W
O W U
I
w
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Erneut zwei Zeilenoperationen und Vertauschen der neuen Zeilen 2,3,4 liefert eine Dreiecksmatrix, deren
Determinante durch Entwicklung nach der jeweils ersten Zeile leicht bestimmt werden kann:

1 2 3 4 12 3 4
B 0001 || . o llo1r23|l_, .. _
=31 o 1 5 3 |[=3-CD 00 5 4 |l=31151=15
005 4 0001

Ohne Beweis schlieflen wir mit dem niitzlichen Determinantenmultiplikationssatz:
Satz 9.3 A, Be€ M(nxn) = |AB| = |A||B|

Hieraus folgt

Korollar A regulir = |A7!| = |A|7L.

Beweis: 1= || = |A1A| = [A!||4] = |A~!| = |A|".

10 Lineare Gleichungssysteme

Nachdem wir schon mehrfach Losungen fiir Gleichungen gesucht haben, soll diese Problematik jetzt
systematisch untersucht werden. Um uns auf das Wesentliche konzentrieren zu kénnen, bleiben wir bei
dem Korper der reellen Zahlen, obwohl die Theorie fiir beliebige Korper giiltig ist. Ferner identifizieren
wir die Menge der entarteten Matrizen mit nur einer Zeile oder einer Spalte mit der entsprechenden
Menge RF.

Auf das folgende Beispiel wird mehrfach zuriickgegriffen: Gesucht sind alle reelle Zahlen z1, 9, z3 mit

201 +3x2+ x3 = 1
T, — 229 + 223 =

Unter Verwendung der Matrizenrechnung sieht unser Problem folgendermaflen aus:

z

2 3 1 1 .

< . _9 o ) ig = ( 0 ) oder allgemein Az =b, z=(x1,x2,23)
3

Def 10.1 Sei A€ M(m xn), b€ M(m x 1) =R™. Az = b heiit lineares Gleichungssystem (LGS) fiir
ein unbekanntes x € M(n x 1) = R™.

Ist b der Nullvektor, heifit das System homogen, andernfalls inhomogen.
Ausfiihrlich aufgeschrieben sieht ein LGS folgendermafien aus:
anry 4+ aprs + ...+ apr, = b

a1 + axpre + ... + agmTp, = by

amiT1 + amars + ... + @mnTn = bm
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Hierbei sind die Eintrige der Matrix A und b bekannt, gesucht sind die Komponenten z1,...,x, von x.

In unserem Beispiel handelt es sich um ein inhomogenes LGS. Im Folgenden bezeichnen wir die gesuchte
Menge aller Losungen von Az = b mit Los (A, b) und nennen ein LGS ldsbar, falls Los (A,b) # 0.

21 + 3z + z3

1
Beispiel: D leich
eispiel: Das Gleichungssystem x1—2x2+2x3 = 0

ist losbar, es gilt (—2,1,2) € Los (A, b).

Nicht jedes LGS ist 16sbar, wie uns das Beispiel ( ; ) T = < 2 > zeigt.

Um ein Kriterium fiir die Losbarkeit von LGS zu bekommen, beschéftigen wir uns noch einmal mit dem
Begriff Untervektorraum. Fiir A € M (m x n,R) ist Los (A, b) C R™. Wann ist dies ein Untervektorraum,
d.h., wann gilt Los (A4,b) < R™?

Im folgenden Satz sei mit o wie iiblich der Nullvektor gemeint.

Satz 10.1 Los(A,b) <R" <= b=o0 (<= LGS ist homogen)

Beweis: ,,=“: Los(A,b) Untervektorraum = o € Los (4,b) = b= Ao=o.

=" Fir b=oist Los (4,b) =Los (A,0) = {x € R" | Az =0} = Kern A <R" (Satz 4.1).
Homogene LGS besitzen stets die Losung = o, inhomogene LGS miissen nicht 16sbar sein.

a0 ain b
Def 10.2 Fiir das LGS Az = b heifit die Matrix (A4,b) := : : : erweiterte Matriz,

Am1  Amp by

fir A€ M(m x n)ist (4,b) € M(m x (n+1)).

U . . . 2 3 1 1
In unserem Beispiel ist die erweiterte Matrix (A,b) = < 1 —2 2 0 )
Wie bereits festgestellt, ist = (—2,1,2) eine Losung dieses LGS:

= (3)=(2 30 (1)) —ea(D)n( 2)a(3)

WEeil eine Losung existiert, kann b mit Hilfe dieser Losung als Linearkombination der Spaltenvektoren
von A geschrieben werden. Mit anderen Worten: b ist linear abhéingig von den Spalten der Matrix A oder
noch anders ausgedriickt: b liegt in der linearen Hiille der Spaltenvektoren von A. Durch Hinzunahme von
b zu den Spaltenvektoren von A (= Ubergang zur erweiterten Matrix) wird der Rang von A (= maximale
Anzahl der linear unabhéngigen Spalten, Einzelheiten im Abschnitt 4.8) nicht veréndert.

Wir fassen dies im folgenden Satz zusammen, der nicht formal bewiesen wird:

Satz 10.2 Ax = b losbar <= rgA =rg(A,b)

20+ 3y+ 2z =

Beispiele: 1) T2+ 2 — é : rgA:rg<i 73 ;):2:rg(A,b).
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2) < ; ) x = ( ;) > g A=1# rg (A,b) = 1g ( ; g ) = 2, daher ist dieses LGS nicht 16sbar.

Mit (—2,1,2) kennen wir eine Losung des ersten Beispiels, aber auch (6, —2,—5) oder (—802, 301, 702)
sind Losungen.

Wir sind an allen Losungen interessiert.

Satz 10.3 Sei xg eine beliebige Losung von Az = b. Dann gilt
Los (A,b) =20+ Kern A ={zp+ 2| Az =0}

Beweis: ,C“: Fiir jede Losung v gilt A(v — z9) = Av — Azg = b— b = 0. Also ist v — zp aus dem Kern
von A bzw. v € o+ Kern A.

22 Seix € KernA = A(xo + ) = Axg+ Ax = b+ 0o = b, damit ist zg + = € Los (A, b).

Feststellung: Wir erhalten alle Losungen eines LGS Ax = b, wenn wir zu einer speziellen Lésung alle
Losungen des zugehorigen homogenen Systems (= Kern von A) addieren.

Beispiele: 1)  Gesucht sind alle Losungen (z,y) von z —2y =5 < (1 —2) ( :; > = (5):

Wegen rg A = rg(1 —2) =1=rg(A4,b) = (1 —2 b5) existieren Losungen. Eine spezielle Losung ist
(5,0) (in die umgeformte Gleichung z = 5 4 2y wurde y = 0 eingesetzt). Wir bestimmen den Kern:
KernA = {(z,y) |  — 2y = 0} = {(2y,y) | y € R} = L((2,1)). Die gesuchte Losungsmenge ist
Los (A,b) = (5,0) + L((2,1)).

2) Inunserem Standardbeispiel ist (—2, 1,2) € Los (4, b), gesucht ist Kern A = {z € R3 | Az = 0}. Durch
Rechnung (hierzu mehr im néchsten Kapitel) erhilt man Kern A = L((—8,3,7)), damit ist Los (4,b) =
(—=2,1,2) + L((-8,3,7)).

Frage: Was ist die geometrische Gestalt dieser Losungsmenge?

Mit Satz 10.2 haben wir ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz von Loésungen
eines LGS kennengelernt. Gibt es auch Kriterien fiir eindeutige Losbarkeit?

Satz 10.4 Sei A € M(m x n). Dann gilt

Az =b eindeutig l6sbar <= g A = rg (4,b) = n

Beweis: Wir benutzen die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (A kann als lineare Abbildung
von R™ nach R™ aufgefasst werden): n = dim Kern A + dim Bild A = dim Kern A 4+ rg A.

,="“ Nach Satz 10.3 bedeutet die eindeutige Losbarkeit, dass der Kern von A nur aus dem Nullvektor
besteht, also die Dimension 0 hat; aus der Formel folgt dann n = rg A. Da wenigstens eine Losung
existiert, ist nach Satz 10.2 rg A = rg(A,b).

»<=“ Wegen rg A = rg (A, b) ist das LGS l6sbar, sei xg € Los (A4, b). Wegen rg A = n ist die Dimension
des Kerns 0. Nach Satz 10.3 ist damit Los (A, b) = {zo}.

In unserem Standardbeispiel gilt rg A = 2 = rg (A, b) # 3 = n, es ist nicht eindeutig losbar.

Generell gilt : Enthélt ein LGS Az = b mehr Unbekannte als Gleichungen, kann es nie eindeutig losbar
sein, denn rg A kann nicht gréfler sein als die Anzahl m der Gleichungen, und es ist m < n (Anzahl der
Unbekannten).
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Wenn die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Unbekannten iibereinstimmt, ist die zugehorige
Matrix quadratisch und besitzt deshalb eine Determinante. In diesem Spezialfall erhalten wir wegen Satz
9.1 ein weiteres Kriterium fiir eindeutige Losbarkeit:

Satz 10.5 Sei A € M(n x n). Dann gilt Az = b eindeutig l6sbar < |A| # 0.

3r+2y = o
dr+4y = (-
von speziellen Werten o und [ stets eindeutig losbar.

Beispiele: 1) Esist m=n=2, |A| =3-4—4-2# 0 = Das LGS ist unabhéngig

) 3r+2y = «
6x+4y = [ °

rgA=1undrg(A,b) :rg<

|A]=3-4—-6-2=0 = Das LGS ist auf keinen Fall eindeutig losbar. Wegen

3

6 i g ) ist es fiir 8 # 2« nicht 16sbar und fiir 5 = 2« mehrdeutig l6sbar.

11 Uber das Lésen von linearen Gleichungssystemen

Waéhrend es im vorherigen Kapitel im Wesentlichen um die Theorie ging, sollen jetzt LGS konkret gelost
werden.

Satz 11.1  Cramersche Regel
Sei das LGS Az = bmit A € M(nxn)und |A| # 0 gegeben. Dann gilt fiir die Unbekannte z = (21, ..., %y)

all e bl e aln

|A;| .
T; = mit A; = : : : ,
|A|

apl -+ bp -+ ann
wobei A; aus A entsteht, indem man die i—te Spalte von A durch b ersetzt.
Beweis: Wir wissen aus Satz 10.5 des letzten Kapitels, dass Az = b eindeutig losbar ist:
dz1,...,xpn €R: 1814+ ...+ Tps, =0b

Hierbei sei s; die j—te Spalte der Matrix A. Eine einfache Umformung und ein kleiner Trick in der
Schreibweise ergeben

zis1+...+1-(x58—b)+...+xpsp =0 (Nullvektor)

Die Vektoren s1,...,sj_1,2;8; — b,5j41,...,5, sind also linear abhiingig, damit gilt fiir die zugehdorige
Determinante
S1 x]sj_b st Sp :O
alj bl $ja1j — b1
( Man beachte, dass fiir die j—te Spalte gilt x;s; — b= z; : — : = : )

Gnj bn Tjlnj — bn
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Wir entwickeln die Determinante nach dieser j—ten Spalte:

0 = Y (=1)™(zjai; — b;)|Ayj]
=1
= 25 (1) agl Ay = Y (=1 bi| Ayl
=1 i=1

= xzj|Al — |4 =  Behauptung

‘12‘ ’31‘
3r+2y = 1 S22 3 )0 4 20

A e C 3 R AT
4 3 4 3

Die Cramersche Regel hat zwei grofle Nachteile: Sie ist nur fiir reguldre Matrizen anwendbar und der
Rechenaufwand nimmt bei groBeren n in einem unertréglichen Mafl zu. Um ein allgemein anwendbares
Verfahren zu finden, erinnern wir uns an das Kochrezept zur Rangbestimmung einer Matrix, denn LGS
mit zugehorigen Matrizen in Dreiecksgestalt lassen sich leicht 16sen:

rT—y+2z = 5 z = 2 z = 2
Beispiel: 20— z = 4 = 2y = 44z — y = 3
3z = 6 r = 5—2z+y r = 4

Satz 11.2 Sei Az = b ein LGS, durch EZU sei aus der erweiterten Matrix (A,b) die erweiterte Matrix
(A, b') entstanden. Dann gilt Los (A, b) = Los (A',b').

Der Beweis dieses Satzes ist anschaulich klar (auf beiden Seiten einer Gleichung werden dieselben Ope-
rationen durchgefiihrt).

Die sinnvolle Anwendung des Satzes ist der Gaufische Algorithmus, den wir zuerst fiir den Spezialfall
A e M(n xn) und |A| # 0 kennenlernen wollen.

Problem: Gesucht ist die eindeutige Losung x von Az = b mit A € M(n x n) regulir.

Lisung: 1) Mit Hilfe des ,Kochrezepts“ (Seite 93) iiberfithren wir (A,b) durch EZU in (4',V').

alll K e e * bll
a1l -+ aip b1 0 a,22 L * b,2
: 0 :
anl ann by i *
0 0 0 a, U

Da A als regulir vorausgesetzt war, ist a;, # 0 fiir alle 7.

2) Wir bestimmen (z1,...,x,) ,rickwirts“:
b 1
. n _ / /
Tp=——, Tp-1= 53— (bn_l — an_lmxn) ,  UsSw.
Anpn an—l,n—l
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n
Allgemein gilt fir k=n—-1,n—2,...,1: x5, = a% <b§C - > azym,,)
kk v=k+1

Durch weitere Umformungen kann man (A4,b) auf die Gestalt (E,b”) mit Einheitsmatrix E bringen. Die
Losung erhélt man dann recht einfach durch z; = 0. Welche Methode giinstigster ist, hingt hiufig von
weiteren (Neben)bedingungen ab. Bei umfangreichen Systemen ist es enorm wichtig, den Rechenaufwand
zu optimieren. Solche Fragestellungen werden neben vielen anderen in der Numerischen Mathematik oder
auch in der Komplexititstheorie untersucht.

29 — 223 = 3 02 -2 3
Beispiel: 1+ T2+ T3 = 1 — (A)b) = 11 1
1+ 3x9 + 723 = — 1 3 7T —

11 1 1

Durch EZU erhalten wir aus (A,b) die Matrix | 0 2 —2 3 |. Die gesuchte Losung ist
0 0 8 =5

1-3:—%’ Q:QZ%(?)—(—Q)%E)):%, :L'lzl—xg—.%'g,:%.

Wir kommen zum allgemeinen Fall A € M(m x n) und versuchen die gleiche Vorgehensweise wie im
Spezialfall an einem Beispiel:

I

1 2 -1 -1 2
36 1 -1 S , wobei wir fiir das Fragezeichen erst spéter eine konkrete Zahl
T3
2 4 0 -1 - ?
4

einsetzen werden. Durch EZU erhalten wir die Matrix (A’,b')

Der niichste Schritt (Ziel: ab, # 0) ist durch erlaubte EZU nicht méglich. Wir ignorieren diesen Mangel
und gelangen mit weiteren EZU zur sogenannten Zeilenstufenform

1 2 -1 -1 2
00 4 2 -1
o0 o0 0 777

An den Stellen 1 und z3 liegen Stufen vor, durch die Stellen x9 und x4 werden freie Parameter ins Spiel
gebracht, ihre Anzahl ist stets gleich der Dimension von Kern A.

Zwei verschiedene Fille konnen eintreten:
1. Fall: 77?7 # 0: Das gegebene LGS Ax = b ist nicht 16sbar.
2. Fall: 7?7 = 0: Das LGS ist 1osbar.

Wenn wir in unserem Beispiel 7 = % setzen, erhalten wir 777 = (. Es ist

x4: keine Stufe = frei wihlbar, x4 = \;

1
—ix

x3:  Stufe 4oy = —1—2x4 = 3= _i

=
T9: keine Stufe = frei wihlbar, o = Ao
=

r1:  Stufe x1=2-2x9— (—Das—(-Daxy = x1= g —2Xg + %)\1
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= Los(4,0) = {( —2Xa+ 21X, A0, =1 — 31, M) | A\, A2 € R}
={(%,0,—3,0) + (—2X2 + $A1, A2, =51, A1) | A, A2 € R}
= (%,0,—%,0) + L((1,0,-1,2),(-2,1,0,0)).
Beispiel:
r1 — 2x9 + 323+ dbry — 45 = 2 1 -2 3 5 —4 2
I D —ee-| 3T 2
—x1 4+ 2292 — 223 — 34+ 55 = -3 -1 2 -2 -3 5|3

Durch EZU erhilt man irgendwann die Zeilenstufenform

1 -2 3 5 —4| 2
0 010 5|5
0 001 —-2| 2
0 000 0] O

Wir stellen fest, daff das LGS losbar ist mit Stufen fiir x1,x3,x4. Durch die anderen Stellen xs, x5
kommen zwei freie Parameter in unserer Losungsmenge vor. Wir bestimmen eine beliebige Losung x =

(x1,...,25) € Los (A, b):

r5:  keine Stufe = frei wihlbar, x5 = \;

x4: Stufe = x4=2—(-2)z5 =2+2)\;
r3: Stufe = x3=-5—5r5=—-5-—5)\
To: keine Stufe = frei wihlbar, o = Ao

x1:  Stufe = 11 =2- (—2)%’2 —3x3 — bxgy — (—4)$5 =742 +9)\

— Los (A, b) = {(7+ 2X0 +9A1, Ao, =5 — BN, 2+ 2)\1,)\1) ‘ AL, Ao € R}
oder Los (A, b) = (7,0, -5, 2,0) + L((Q,O, —5,2, 1), (2, 1,0,0,0))

Die Darstellung der Losungsmenge ist nicht eindeutig, da die spezielle Losung und die Basis des Kernes
anders gewéhlt werden konnen.

Beispiel: Los(A,b) =(0,1,0,0,—1) + L((7,—1,-5,2,1),(11,1,—5,2,1)) ist ebenfalls Losung des vorhe-
rigen Beispiels, wobei es sich natiirlich um die gleiche Losungsmenge handelt.

LGS, die ,,dhnlich“ aussehen, miissen nicht ,,dhnliche* Losungen besitzen:

Frage: Welche Losungen besitzen die LGS

() G)=2) 0 (an ) ()= (ot )
(s ) (5) = (ol )

Genaues Rechnen ist manchmal dringend erforderlich!



12 Spezielle Eigenschaften der Anschauungsebene R? 105
Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Aufgabe, die aus einem Rechenbuch aus dem alten China stammt
und hier verkiirzt wiedergegeben werden soll:

Frage: Wieviele Héhne, Hennen und Kiiken kann man fiir (genau) 100 Miinzen kaufen, wenn man 100
Vogel haben will und ein Hahn fiinf Miinzen, eine Henne vier Miinzen und vier Kiiken eine Miinze kosten?

Es handelt sich um ein LGS Az = b mit einer Nebenbedingung, denn man ist schliefilich nur an ganzen
Tieren interessiert — gesucht ist Los (A,b) N (N x N x N).

Losung: Mit den Abkiirzungen Ha, Hu und K erhalten wir das LGS

Ha + Hu 4+ K = 100
5Ha + 4Hu + ;K = 100

Wir formen (A, b) in Zeilenstufenform um:

11 100 1 1 11100
—_
5 4 100 0 1 121400

Damit ist K = X (freier Parameter), Hu = 400 — 22X, Ha = 100 — 400 + L2\ — X = —300 + 2.

N

Aus der Nebenbedingung folgt

4|\ A 400 > X A 300 < L2
_ 300 400

— M=4l,1leN A I <I< T8

= leN A 20 <1< 21,06

Damit kommt nur [ € {20,21} in Frage und wir erhalten genau zwei Losungen (0, 20,80) und (15,1, 84).

12 Spezielle Eigenschaften der Anschauungsebene R?

Es geht ausschlieBlich um den reellen Vektorraum R?, dessen Elemente jetzt auch Punkte genannt und
mit grofen Buchstaben geschrieben werden, beispielsweise A = (a1, as), B, P, X € R% Mit A + B ist die
tibliche Vektorraumaddition gemeint.

Im Kapitel 4.1 haben wir alle eindimensionalen Untervektorriume von R? kennengelernt und unter
Beriicksichtigung unseres Schulwissens festgestellt, dass es sich genau um die Geraden durch O := (0, 0)
handelt. Jetzt wollen wir Geraden ,,offiziell einfiihren.

Def 12.1 Seien A, B € R? verschiedene Punkte. Dann heifit
gap ={X=A+XNB—-A) eR?’|ANeR} Gerade des R

Man nennt A auch einen Aufpunkt und B — A einen Richtungsvektor der Geraden. Weil g4 g von der
Variablen A abhéngt, nennt man g4 p auch Parameterform einer Geraden.

Manchmal findet man statt g4 p auch die Bezeichnungen AB oder < A, B >. Letzteres ist nicht zu
empfehlen, da < , > iiblicherweise (wie spéter auch in dieser Vorlesung) fiir einen anderen Sachverhalt
bendétigt wird.

Fragen: 1) Wo liegen die Punkte mit A =0, 1, %?
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2) Warum heifit es ein und nicht der Aufpunkt bzw. Richtungsvektor?

Wir stellen einige einfache Tatsachen iiber Geraden zusammen. Bei den folgenden Sitzen sind A und B
stets verschiedene Punkte.

Satz 12.1 Fiir alle Geraden gilt A,B € gap und gap = ¢B,A

Beweis: Fliir A\=0ist A=A+0-(B—A)egap, fir A\=1ist B=A+1-(B—-A) € gap.

Sei X €gap = JaeR: X=A4+a(B-A)=B+(1-a)(A—-DB) € gp,a, damit ist gap C gB.4.
Die umgekehrte Teilmengenbeziehung zeigt man analog, man vertausche nur A und B.

Satz 12.2 Fiir alle Geraden g4 p sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) 0=1(0,0) € gap

(2) A, B linear abhéingig

(3) B—A€gan

(4) gap <R? (< bedeutet Untervektorraum)

Beweis: Wir beweisen (4) = (3) = (2) = (1) = (4), durch diesen Ringschluss sind alle Aquivalenzen
gezeigt.

(4) = (3): Aus Satz 12.1 wissen wir A, B € g4 p. Auf Grund der Voraussetzung Untervektorraum gilt
dann auch B— A = (—1)(A— B) € ga,B.

(3) = (2): Nach Voraussetzung INeR: B—A=A4+NB-A) < (A-2)A+(1-X)B=0.Da
nicht gleichzeitig A —2 =0 und 1 — A = 0 sein kann, gilt (2).

(2) = (1): Fiir A = 0 oder B = 0 wurde die Behauptung bereits in Satz 12.1 gezeigt. Wir untersuchen den
Fall A # 0 und B # 0: Die vorausgesetzte lineare Abhéngigkeit zusammen mit A # B bedeutet B = oA

mit o € R\{0, 1}. Fiir A:= 15 folgt A+ A(B—4) = A+ L (ad - 4) = (1+ $=2) A= 0 € gap.

(1) = (4): Dies wurde bereits in Kapitel 4.1 bewiesen.

Satz 12.3 Fiir alle Geraden g4 p und fiir alle Punkte C' gilt
Cegap < B—-A, C— Alinear abhingig.

Der Beweis ist entweder eine einfache Ubungsaufgabe oder wird in der Vorlesung erledigt.

Wegen gap={A+AB—-A) | NeR}={A+(O+AX(B—-A)—-0)) | A€ R} =1 A+ go p—4 sagt man,
dass die Gerade g4 p eine Nebenklasse des eindimensionalen Untervektorraumes go p—4 ist.

B JgA,B

4go,B—A

A
/T 19)
Wir wollen die Geraden g p der Anschauungsebene aus einem anderen Blickwinkel betrachten, hierzu
setzen wir A = (a1,a2), B = (b1, b2). Es sind zwei Fille moglich:
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1. Fall: a; = b;: Esist ga g = {(a1,a2 + A(ba — a2)) | A € R} mit ag # by. In der zweiten Komponente
steckt die bijektive Abbildung A — ag + A(by — a2), zusammen mit den Umbenennungen k := a1 = by
und y = ag + A\(b2 — ag) erhalten wir

gas =1{(ky) |y € R} =: gi

2. Fall: a; # b1: Es ist gap := {(a1 + A(b1 — a1),a2 + A(b2 — a2)) | A € R}. Die erste Komponente
durchlduft alle reelle Zahlen (Bijektion!), wir setzen z = a1 + A(by —a1) < A= % und erhalten

JA.B = {<$,a2+;_al(bz—a2)> |$€R}
1—al

by — b1 —aib
= z, 2 a2x+a2 ! 102 ‘I’GR = Imb
by —aq b1 —aq ’

wobei m := 22:7“2 die Steigung und b := “22’1_;““’2 den Schnittpunkt (0,b) der Geraden mit der y—Achse,
1—ai 1—ai
genannt Achsenabschnitt, angibt.

Satz 12.4

a) Zu jeder Geraden g4 p gibt es genau ein k£ € R oder genau ein (m,b) € R x R mit g4 p = gr oder
9A,B = Gmyb -

b) Zu jedem k € R gibt es eine Gerade ga.p = gk -

c¢) Zu jedem (m,b) € R x R gibt es eine Gerade g4, = gm,p

Beweis: a) wurde bereits bewiesen, b) und ¢) sind einfache Ubungsaufgaben®

An Stelle von Geraden g4 p kénnen wir daher ebenso von Geraden g, und gy, reden. Im Gegensatz zur
Parameterdarstellung g4 p spricht man wegen der Abhéngigkeit von den festen reellen Zahlen k bzw.
m, b von einer Koordinatenform:

g ={(@y) eR|1-2+0-y=k},  gmp={(x,y) €R*|(-=m)-z+1-y=10}

Zum Gliick stimmt unsere Anschauung mit der formalen Definition von Geraden {iberein. Auch von
,parallel“ haben wir wahrscheinlich bereits eine feste Vorstellung.

Def 12.2 Geraden g und h der Anschauungsebene heiflen parallel, geschrieben g || h, : <=
g="hoder gNh =10.

Den folgenden Satz werden wir aus Zeitgriinden nicht beweisen:

Satz 12.5 Es seien gi, g1, gm,ps gn,c Geraden der Anschauungsebene. Dann gelten
a) Parallel ist eine Aquivalenzrelation auf der Geradenmenge.

) gkllar  VkI€ER

) gmb |l gnie = m=n

d) gk ¥ gmp Vk,m,beR

o

Fiir mathematisch besonders interessierte Studierende stellen wir zwei Fragen im Zusammenhang mit der
Koordinatenform von Geraden:

9Hinweis: Man zeichne g, und g, und iiberlege, welche Punkte darauf liegen!
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Frage: Fiir welche u,v,w € Rist g = {(z,y) € R? |u- 2+ v -y = w} eine Gerade?
Antwort: g Gerade < (u,v) # (0,0)

Zusatzfrage: Wie kann man aus dieser allgemeinen Koordinatenform den Richtungsvektor (die Steigung)
erkennen?

Jetzt wenden wir uns den Punkten zu. Bei der folgenden Definition lasse man sich nicht durch die
ungewohnte Schreibweise fiir eine Abbildung irritieren!

Def 12.3 Seien X = (z1,72),Y = (y1,y2) € R? Dann heifit die Abbildung

R?2 x R2 — R

<, > Skalarprodukt
{ ((z1,22), (y1,92)) +— <X, Y >:=x1y1 + 2212 P

Beispiele: <(1,3),(1,3)> =10, <(1,3),(—3,1)>=0

Wegen der Bijektion R? — C, (a,b) — a + ib, kénnen wir Punkte mit komplexen Zahlen identifizieren.
In diesem Sinn ist <X, X > = |X|? bzw. | X| = /<X, X >.

Satz 12.6 Das Skalarprodukt ist
a) eine bilineare Abbildung, d.h., linear in jeder der beiden Komponenten.'
b) symmetrisch, d.h.,, <X, Y>=<Y,X> VXY € R%
c) positiv definit, d.h., <X, X>>0 VX #O.

0

Der Beweis erfolgt in allen Teilen durch einfaches Nachrechnen.

Das Skalarprodukt aus Definition 12.3 ist nicht die einzige Abbildung R? x R? — R, die Satz 12.6 erfiillt.
In der Tat nennt man jede Abbildung mit diesen Eigenschaften Skalarprodukt oder auch positiv definite
symmetrische Bilinearform. Weil junser* Skalarprodukt besonders einfach ist, diirfen wir es kanonisches
Skalarprodukt nennen. Jeder reelle Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heif3t euklidischer
Vektorraum.

Wie wir in den Beispielen gesehen haben, kann fiir Vektoren X,Y # O das zugehorige Skalarprodukt
trotzdem den Wert 0 annehmen.

Def 12.4 Vektoren X,Y € R? heien orthogonal , geschriecben X 1Y, : &= < X,Y > = 0.

Statt von orthogonalen Vektoren spricht man auch von Vektoren, die aufeinander senkrecht stehen.
Stimmt dies mit unserer Anschauung iiberein?
Satz 12.7 Seien X,Y € R2\{(0,0)}, sei ¢ der von X,Y eingeschlossene Winkel'!. Dann gilt

<X, Y>= |X|-|Y]| cosg

Beweis: Esist <X,V > =< |X]|- é—‘, Y] - % >=|X| Y] < XD % >, daher behandeln wir nur den

Spezialfall |X| = |Y| = 1 und beweisen hierfir <X,Y > = cos ¢.

10 Ahnliches ist uns bereits bei der Determinantenfunktion begegnet!
HWegen cos(2m — ) = cos ist es egal, ob man den Winkel von X nach Y oder von Y nach X misst.
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1o

Sei H der HohenfuBBpunkt von X auf die Gerade go,y. Ferner sei ¢ = |[H|, h = |X — H|, d=|X -Y|.
Ausd? =X - YP=<X-YV,X-YV>=<X,X>-2<X,Y>+ <Y, V> folgt d> = 2-2<X,Y >.
Wegen des Satzes von Pythagoras gilt ¢ + h? = 1 und (1 — ¢)? + h? = d?, durch Subtraktion folgt
d?—1=1-2c <= d*=2-2c.

Insgesamt erhalten wir 2 —2c =2 -2 <X, Y > — <X, Y>= c= cose.
Korollar | <X,Y>| < |[X]|-|Y] VX,Y € R2

Man hétte das Korollar, in der Fachliteratur als Cauchy—Schwarzsche Ungleichung bekannt, auch direkt
mit Hilfe des Skalarproduktes beweisen und dann Satz 12.7 fiir eine elegante Winkeleinfithrung benutzen
konnen. Wir wollen an dieser Stelle aber nicht nédher auf Winkel eingehen und verweisen stattdessen auf
die Geometrievorlesung.

In einem fritheren Abschnitt haben wir uns mit linearen Abbildungen des R? beschiftigt, dort ging es
um Drehungen, Streckungen, Spiegelungen und Scherungen.

Def 12.5 Eine lineare Abbildung f : R? — R? heiit orthogonal : <=
<X,Y> = <f(X),f(Y)> VX,Y eR%
Man kann leicht nachweisen, dass orthogonale Abbildungen Langen und Winkel erhalten. Ohne Beweis

cosa —sino >

halten wir fest, dass die Matrix einer orthogonalen Abbildung entweder von der Gestalt < sno cosa

oder zior?z _Slcl(l)sa > ist. Im ersten Fall liegt eine Drehung mit Determinante 1 vor, im anderen Fall

handelt es sich um eine Geradenspiegelung mit Determinante —1.
Fragen: 1) Zur Drehung: Welcher Punkt ist das Drehzentrum und um welchen Winkel wird gedreht?

2) Zur Geradenspiegelung: Wie hingt a aus der Matrix mit der Spiegelachse zusammen?

Zum Abschluss folgt eine Anwendung der Determinantenfunktion.

Satz 12.8 Seien A = (a1,a2), B = (b1,b2) € R% Dann ist

< Zl Zz )‘ der (mit Vorzeichen versehene)
1 be

Fliacheninhalt des von (a1, az) und (b1, by) aufgespannten Parallelogramms.

Je nach Grofie der Zeitnot wird in der Vorlesung eine mehr oder weniger ausfiihrlicher Beweis dieses Satzes
gegeben, der nur Schulwissen wie Flichenvergleiche und eine Anwendung des Strahlensatzes bendtigt.
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a2+b2 A A+B
1

ba

T
*/
a2

@) b1 al ai + bl

13 Spezielle Eigenschaften des Anschauungsraumes R3

Vieles von dem, was wir im R? behandelt haben, lisst sich problemlos auf hohere Dimensionen iibertragen.

Def. 13.1 Seien A, B € R? verschiedene Punkte. Dann heifit
gap ={X=A+XB—-A) eR*| AR} Gerade des R3.

Erneut spricht man von Aufpunkt und Richtungsvektor. Die Sitze 12.1 bis 12.3 gelten analog im R3.
Satz 12.4 kann man nicht iibertragen, da im R? weitere Fille moglich sind.

Punkte in der Ebene oder im Raum heiflen kollinear, wenn sie gemeinsam auf einer Geraden liegen.

Def 13.2 Seien A, B, C € R? nicht kollinear. Dann heifit
Fapc ={X=A+a(B-A)+p(C—-A) eR®|a,€R} FEbene des R>.

Neben einem Aufpunkt besitzt eine Ebene zwei wegen Satz 12.3 linear unabhéngige Richtungsvektoren.
(in Def 13.2 sind dies B — A und C — A). Die Sitze 12.1 und 12.2 fiir Geraden im R? lassen sich auf
Ebenen im R? mit #hnlichen Beweisen iibertragen:

Satz 13.1 Fiir alle Ebenen gilt A, B,C € EA,B,C und EA,B,C = EA,C,B = EB,A,C = EB,C,A = EC,A,B =
Ec,B,a

Satz 13.2 Fiir alle Ebenen Ey g ¢ sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) O€Espc

(2) A, B,C linear abhingig

(3) B—A,C—-A€Espc

(4) Eapc <R?® (< bedeutet Untervektorraum)

Ebenen sind Nebenklassen der zweidimensionalen Untervektorrdume, es gilt B4 pc := A+ FEo B—A,c—A-

In der Anschauungsebene sind Geraden entweder parallel oder sie haben genau einen Schnittpunkt. Bei
Geraden im Anschauungsraum ist die Lage etwas komplizierter. Zwei Geraden ohne gemeinsamen Punkt
heiflen nur dann parallel, wenn es eine Ebene gibt, in der beide Geraden liegen, andernfalls spricht
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man von windschief. Zwei verschiedene Ebenen im Anschauungsraum heiflen parallel, wenn sie keinen
gemeinsamen Punkt besitzen.

Beispiel: Die Geraden go g, g, E; sind windschief. (Es ist £ = (1,0,0), usw.)

Frage: Was weifl man iiber den Schnitt von nichtparallelen Ebenen E, F'?

Wegen E N F # () kénnen wir oBdA O € E N F annehmen, d.h., £ und F als zweidimensionale Unter-

vektorriume des R3 voraussetzen. Aus der Dimensionsformel (Satz 3.6) erhalten wir
dm(ENF)=dmFE+dimF —dim(E+F) = 2+2-3=1

Antwort: Zwei nichtparallele Ebenen schneiden sich stets in einer Geraden.

Das Skalarprodukt mit seinen Eigenschaften kann ebenfalls ohne Miihe vom R? auf den R? iibertragen
werden. Zur Erinnerung schreiben wir die Definition noch einmal auf:

Def 13.3 Seien X = (21,72,23),Y = (y1,¥2,y3) € R3. Dann heifit die Abbildung

R? x R3 - R

<, > Skalarprodukt
{ (1, 22,23), (Y1, 92, y3)) = <X, Y >:=mz191 + 22y + T3Y3 P

Selbstverstindlich gelten Satz 12.6 (Eigenschaften des Skalarprodukts), Definition 12.4 (Orthogonalitit),
Satz 12.7, die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung und Definition 12.5 (orthogonale lineare Abbildungen)
analog. Orthogonale lineare Abbildungen im Raum sind Drehungen um eine Gerade, Spiegelungen an
einer Ebene oder Kombinationen daraus.

Im ebenen Fall kann man die Fliche eines Parallelogramms mit Hilfe der Determinante bestimmen. Im
Raum gilt

ay az as
Satz 13.3 Seien a = (a1, a2,a3), b = (b1,b2,b3), ¢ = (c1, o, c3) € R3. Dann ist b1 by b3
€1 c2 3

das (mit Vorzeichen versehene) Volumen des von den drei Vektoren a,b, c aufgespannten Parallelotops
(auch Spat genannt).

Beispiel: Im Spezialfall (a1, az2,a3) = (1,0,0), (b1, b2,b3) = (0,b,0), (c1,c2,¢c3) = (0,0, h) erhalten wir die
bekannte Formel Lénge - Breite - Hohe fiir das Volumen eines Quaders.

Fragen: 1) Wann hat ein Spat das Volumen V = 0?7
2) Welches Volumen hat ein Tetraeder mit den Eckpunkten A, B,C, D?
3) Welches 4-dimensionale Volumen hat das 4-dimensionale Parallelotop mit den Seiten (1,0,2,0),

(1,1,0,1), (0,1,1,2), (1,0,0,0)?

Aufler der skalaren Multiplikation (R x V' — V) und dem Skalarprodukt (V' x V — R) gibt es im

Anschauungsraum eine weitere interessante Abbildung.
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Def 13.4 Seien X = (21,72,23), Y = (y1,¥2,93) € R?. Dann heifit die Abbildung

{ Rg X R3 — R?’
-
(X)Y) = X xY :=(22y3 — 3Y2, 23Y1 — T1¥Y3, T1Y2 — T2Y1)

€1 €2 €3
r1 X2 I3
Yt Y2 Y3

Man tut so, als seien die Einheitsvektoren e; normale Zahlen und berechnet nach der Regel von Sarrus
e1(zays — x3y2) — ea(21ys — 3y1) + e3(z1y2 — x2y1 ). Dann erinnert man sich an die wahre Bedeutung der Einheits-

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt.

Beispiel: e; x e =e3  (sogenannte Rechte Hand — Regel)

Als Merkhilfe fiir die Rechenvorschrift des Kreuzprodukts kann die, Determinante dienen:

vektoren und erhélt das gewiinschte Resultat X x Y.

Satz 13.4 Seien X,Y € R3 Dann gelten
a) X xY=—-(Y xX) (Das Vektorprodukt X ist schiefsymmetrisch)
b) XL(XxY), YL1(XxY)
c) | X xY|=|X]|-|Y]|-sinyp, wobei ¢ der kleinere der von X und Y gebildeten Winkel ist.

Beweis: a) und b) erledigt man durch direktes Nachrechnen.

c): Nach Definition von Betrag und Skalarprodukt ist | X x Y|? =< X x Y, X x YV >.

Elementare Rechnerei ergibt <X x Y, X x Y >= [X[*. [V~ <X,V >2.

Zusammen mit Satz 12.7, der auch im R? gilt, folgt die Behauptung aus

<X XY, XxY>=|X]?-|Y|? (1 —cos?¢) =|X[]?-|V]? sin®¢p

Nachdem wir das Vektorprodukt kennengelernt haben, konnen wir das Volumen des Parallelotops (Satz

13.3) auch als < a,b x ¢ > schreiben. Man nennt diese Kombination aus Skalar— und Vektorprodukt
deshalb auch Spatprodukt .



