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Modul
Grundbildung Lineare Algebra und analytische Geometrie SoSe 2010

Hinweis: Dieses Manuskript setzt das Skript aus dem letzten Semester fort. Es ist nur versténdlich und von Nutzen
fiir Personen, die gleichzeitig regelméBig und aktiv die zugehérige Vorlesung besuchen (also nicht nur koérper-
lich anwesend sind), und es wurde auch nur fiir diesen Hoérerkreis geschrieben. Es erhebt keinen Anspruch auf
Vollstiandigkeit, Fehler sind zwar #rgerlich, aber leider nicht auszuschlieflen!

3 Gruppen

1 Grundlegendes iiber Gruppen

Bereits zu Beginn des zweiten Kapitels iiber Zahlen! haben wir im Zusammenhang mit Kérpern den
Begriff Gruppe erwiihnt und einige Beispiele fiir Gruppen kennengelernt. Damals wurde gesagt (vielleicht
erinnern Sie sich), dass zu einer Gruppe eine bindre Verkniipfung gehort, fiir die das Assoziativgesetz
giiltig ist. Ferner wurde die Existenz eines sogenannten neutralen Elements verlangt, auflerdem sollte jedes
Element ein inverses Element besitzen. Jetzt wollen wir unser Wissen vertiefen und systematisieren.

Def 1.1 Jede nichtleere Menge G mit einer bindren Verkniipfung * : G x G — G heiit Gruppoid,
geschrieben (G, ).

An Stelle von binére Verkniipfung sagt man auch bindre Operation (auf G).

Beispiele: Bei welchen der folgenden Mengen mit den zugehorigen Operationen handelt es sich um
Gruppoide?

Menge || N|N|N|[{1}[{2}]|Q"
OperationH+‘—‘*‘ : +‘*

Hierbei sollen * und % so definiert sein: n * m := max{4n + 3m, 315}, r*s:=/r-s.

Bei den Elementen von Gruppoiden muss es sich nicht um Zahlen handeln, auch (Pot M, U), (Pot M, N)
oder (Abb (R, R), o) sind Gruppoide (mit o ist die Verkettung von Abbildungen gemeint).

Besteht ein Gruppoid nur aus endlich vielen Elementen, konnen wir alle moglichen Verkniipfungsergeb-
nisse in Form einer Verkniipfungstafel aufschreiben:

An der Stelle X wird das Ergebnis
boc eingetragen usw.

o " Q|0
S

!Siehe Skript S. 23



1 Grundlegendes iiber Gruppen 55

Beispiele: Gesucht sind die Verkniipfungstafeln der Gruppoide (Zy, -4) und (Z4, +4)

4]0 1 2 3 +4]/0 1 2 3
0 0
1 1
2 2
3 3

Wir werden diese Tafeln in Vorlesung und/oder Ubung ergéinzen.

Fiir eine endliche Menge G sind zwei Gruppoide (G,o) und (G, %) verschieden, falls sich die zugehéri-

gen Verkniipfungstafeln an mindestens einer Stelle unterscheiden. Fiir |G| = n gibt es also n(") viele
verschiedene Gruppoide — zu jeder Verkniipfungstafel gehéren n? Eintriige, fiir jeden Eintrag gibt es n
Moglichkeiten. Da die Gruppoid—Definition recht allgemein ist, sind die meisten Beispiele uninteressant.
Wir wollen daher nur noch Gruppoide mit zusétzlichen Eigenschaften untersuchen. Wenn die Verkniipfung
eindeutig klar ist oder wenn es nicht auf die spezielle Verkniipfung ankommt (wie manchmal in Defini-
tionen oder in S#tzen) werden wir kiirzer von dem Gruppoid G reden und die zugehérige Verkniipfung
je nach Laune mit o oder * bezeichnen.

Def 1.2 e € G heifit neutrales Element oder Einselement: < eox =xzo0oe=x Vzecd.

Beispiele: 1) In (Z,+) ist 0, in (R, ) ist 1 neutrales Element.

2) In (Z,—) ist 0 nicht neutral, denn es gilt nicht fiir alle Zahlen 0 — z = z, beispielsweise erhalten wir
fiir 1 € Z die Ungleichung 0 — 1= —1 # 1.

3) (N,kgV): Hier ist 1 neutrales Element, denn kgV (n,1) = n = kgV (1,n) fir alle n € N.

4) Das Gruppoid (Pot (M),U) hat () als neutrales Element.

Satz 1.1 Jedes Gruppoid G hat hiochstens ein neutrales Element.

Beweis: Angenommen, e; und es sind beide neutrale Elemente von G. Wir untersuchen e; * es:

e1 ist neutral, also e; * eo = es. Da es ebenfalls neutral ist, gilt e; * eo = e1. Insgesamt folgt e; = es.

Def 1.3 Ein Gruppoid G heiit kommutativ oder abelsch (nach N. H. Abel, 1802-1829) : <—
rxy=yxx Vr,y€qG.

Beispiele: 1) (N,+) und (R, -) sind kommutativ, (Z, —) ist nicht kommutativ, denn es ist beispielsweise
1-0#0—1.

ist nicht abelsch wegen b* ¢ # ¢ b. ( a ist neutrales Element.)
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Bei endlichen Gruppoiden kann man die Kommutativitdt der Verkniipfung und die Existenz eines neu-
tralen Elements an der Verkniipfungstafel erkennen:

— @ ist abelsch <= Die Verkniipfungstafel ist symmetrisch bzgl. der Hauptdiagonalen (links oben
nach rechts unten).

— x ist neutral <= Die Elemente in der zugehorigen Zeile und Spalte stimmen mit der Reihenfolge
der Elemente am Rande der Verkniipfungstafel iiberein.

Fiir den Rest dieses Kapitels sei e stets das neutrale Element.

Def 1.4 Sei G ein Gruppoid mit neutralem Element e, sei z € G.

y € G heilt invers zu x oder inverses Element vonx <= xoy=yox =e.

Auf Grund der Definition gilt: Wenn y invers zu x ist, ist x gleichzeitig invers zu y. Je nach der speziellen
Verkniipfung schreibt man das inverse Element von x hiufig y = 27! oder y = —z. Falls die Verkniipfung
eines Elements x mit sich selbst das neutrale Element ergibt, falls also x o z = e gilt, nennt man x
selbstinvers.

Das neutrale Element e ist wegen e x e = e stets selbstinvers.
Beispiele: 1) In (Z,+) ist —z zu z invers: z 4 (—2) = —z+ z = 0. Jedes Element hat genau ein Inverses,
nur das neutrale Element 0 ist selbstinvers.

2) In (R, -) mit neutralem Element 1 ist a=' = % zu a # 0 invers, 0 besitzt kein inverses Element. Mit 1
und —1 existieren zwei selbstinverse Elemente.

3) Im Gruppoid (N, kgV) besitzt nur das Einselement 1 ein inverses Element (17! = 1).
4) Analoges gilt fiir (Pot (M), U): 0~ = (), keine andere Teilmenge von M besitzt ein Inverses.

5) Aus der Verkniipfungstafel von Beispiel 2) (im Anschluss an Def 1.3) mit dem Einselement a erkennen
wir: Wegen b x ¢ = a ist b ,linksinvers“ zu ¢ und c ist ,,rechtsinvers” zu b. Da fiir alle Elemente = stets
x*b+# aund c*x # a ist, besitzen b und c trotzdem keine inversen Elemente.

Wir interessieren uns besonders fiir Gruppoide, bei denen die Verkniipfung das Assoziativgesetz erfiillt
— wie es beispielsweise bei der Addition und Multiplikation von Zahlen oder bei der Verkettung von
Abbildungen der Fall ist.

Def 1.5 Ein Gruppoid G heifit Halbgruppe : <= Die Verkniipfung * ist assoziativ, d.h., es gilt
xx(y*z)=(rxy)=*z fir alle z,y,z € G.

In Halbgruppen kann man auf das Setzen von Klammern verzichten. Die n—fache Verkniipfung eines
Elements mit sich selbst schreibt man x * - - - x x = 2™ oder = x - - - * x = nx, beispielsweise in (N, +)
5+5+5=3-5 oderin(R,:) 7-7-7-7=n%

Beispiele: 1) (N, +), (R,-), (Pot (M), U) sind Halbgruppen.

2) (Z,—) ist keine Halbgruppe, denn fiir a # 0ist a — (a —a) = a # (a —a) — a = —a.

Dieses Gruppoid ist keine Halbgruppe, denn a * (a * b) # (a x a) * b.
Ferner besitzt es kein neutrales Element, ist aber abelsch.
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Frage: Ist (Pot (M), @) eine Halbgruppe, A& B := (A\B)U (B\A) = (AU B)\(AN B))?

Satz 1.2 In einer Halbgruppe G mit neutralem Element hat jedes Element hochstens ein Inverses.
Beweis: Sei e das neutrale Element. Angenommen, a1 und ag sind beide invers zu a.

= ap=aroe=ajo(aoay) = (ajo0a)oay =eoay = ay

Zur Uberpriifung unseres bisherigen Wissens iiber Gruppoide sehen wir uns ein Mengendiagramm an.
Hierbei steht A fiir die Gruppoide mit neutralem Element, H fiir Halbgruppe und K fiir Kommutativitt.

Frage: In welches der acht Teilgebiete der obigen Zeichnung gehoren die folgenden Beispiele?

n (Z-) 2) (N,+) 3) (Z,+)

7) (Abb ({a,b},{a,b}),0) 8) ({f € Abb ({a,b},{a,b}) | f nicht bijektiv }, o)

Die Halbgruppen mit neutralem Element, bei denen jedes Element genau ein Inverses besitzt, sind be-
sonders interessant. Die folgende Definition steht im Einklang mit der Bemerkung zum Gruppenbegriff
aus dem ersten Semester (Skript Seite 23).

Def 1.6 Eine Halbgruppe G heifit Gruppe : <=

(1) G besitzt ein neutrales Element e mit aoce =eca=a VYae G

(2) Zu jedem a € G existiert ein Inverses a~! mit aoa ' =a"loa=e

Beispiel: (Z,4) ist eine Gruppe mit neutralem Element 0, zu z ist —z invers.

Satz 1.3 In jeder Gruppe existiert genau ein neutrales Element. Zu jedem Element gibt es genau ein
inverses Element.
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Beweis: Die eindeutige Existenz des neutralen Elements wurde bereits in Satz 1.1 fiir beliebige Gruppoi-
de bewiesen. Die Existenz des inversen Elements folgt direkt aus der Gruppendefinition, die Findeutigkeit
aus Satz 1.2; denn jede Gruppe ist insbesondere eine Halbgruppe mit neutralem Element.

Wir fassen zusammen: Ist eine Menge M mit einer Verkniipfung o gegeben und wollen wir wissen, ob
(M, o) eine Gruppe ist, miissen wir iiberpriifen:

e Ist M # ()? Dies ist fast immer trivial und wird hiufig durch den Nachweis des neutralen Elements
(siehe unten) erledigt, darf aber z.B. in Aufgaben nicht vergessen werden!

Ist o eine Verkiipfung, d.h., ist o auf M abgeschlossen?

Ist die Verkniipfung assoziativ?

Gibt es ein neutrales Element?

Gibt es zu jedem Element ein Inverses?

Einige Gruppen sollte man kennen, wenn man in Priifungen nicht unangenehm auffallen will:
1) Wichtige Beispiele fiir unendliche Gruppen sind (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q*,-), (R*,.), (C*,.).

2) Fiir jede natiirliche Zahl n ist Z, := {0,1,...,n — 1}, versehen mit der Moduloaddition +,, eine
endliche kommutative Gruppe; fiir jede Primzahl p ist (Zy, := {1,2,...,p — 1}, ;) ebenfalls eine endliche
kommutative Gruppe.?

3) Alle bijektiven Abbildungen einer Menge M # ) auf sich bilden eine Gruppe mit der Verkettung o als
Verkniipfung. (o ist assoziativ, id ist neutrales Element, zu f ist die Umkehrabbildung f~! invers.)

Mindestens genau so wichtig ist es zu wissen, dass (N, +) und (Np,+) keine Gruppen sind. Es gibt in
Ny zwar ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 0, aber keine Zahl aufler 0 besitzt ein inverses Element;
auch (Z*,-) und (Q,-) sind keine Gruppen (Begriindung?)

Jede einelementige Menge M = {z} wird durch x o z := x zu einer Gruppe (M, o). Gibt es auch fiir
M = {a,b} eine Verkniipfung o, so dass (M, o) eine Gruppe ist? OBdA sei a das notwendige neutrale
Element. In der zugehorigen Verkniipfungstafel sind damit alle Eintrége bis auf b o b vorgegeben:

S Q| ¥
RS
~ O o

Ferner muss b ein inverses Element besitzen: 3x € {a,b} : box = x 0 b = a. Dies bedeutet bo b = a. Die
Verkniipfungstafel einer Gruppe mit den Elementen a und b kann nur so aussehen:

S Q| O
Qe
QL o

Gilt das Assoziativgesetz? Es sind acht Gleichungen zu untersuchen, hierbei kiirzen wir ab jetzt z oy
usw. durch zy ab:

a(aa) = (aa)a a(ab) = (aa)b a(ba) = (ab)a a(bb) = (ab)b
b(aa) = (ba)a b(ab) = (ba)b b(ba) = (bb)a b(bb) = (bb)b

2Einzelheiten zu den Verkniipfungen +, bzw. -, finden Sie im Skript (erstes Semester, Seite 36).
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Nach Erledigung dieser Fleiflaufgabe wissen wir: (M, o) ist eine Gruppe.

Analog fragen wir uns, ob es eine Gruppe mit drei Elementen gibt. Sei M = {a, b, ¢}, gesucht ist eine pas-
sende Verkniipfung. Wenn wir oBdA a als Einselement voraussetzen, haben wir folgende Verkniipfungs-
tafel zu ergénzen:

Fiir die vier Fragezeichen kommen theoretisch 3 -3 -3 -3 = 81 mdgliche Kombinationen aus a,b und
¢ in Frage. Wir werden gleich sehen, dass man diese Zahl durch allgemeingiiltige Aussagen wesentlich
einschrénken kann.

Satz 1.4 In jeder Gruppe G sind fiir alle Elemente a,b € G die Gleichungen ax = b und ya = b fiir
jeweils genau ein z,y in G 16sbar. (Beachte: mit ax ist a o z gemeint).

Beweis: Wir zeigen die eindeutige Losbarkeit von ax = b:
Sei ! das inverse Element zu a und e das Einselement von G. Dann gilt fiir z := a~!b € G:
ax = a(a"'b) = (aa ™ )b=eb =10
Damit ist die Fxistenz einer Losung von ax = b bewiesen.
Zur FEindeutigkeit: Sei v eine weitere Losung, also av = b. Es folgt
r=ab=aYaw)=(ala)v=ev =10
Den Beweis zu ya = b moge man zur Ubung selbst durchfithren.

Beispiel: Im Gruppoid (R,o0) mit z oy := = + y — xy ist die Gleichung 1 o x = 1 (setze in Satz 4.1
a =b=1) fiir jede reelle Zahl x erfiillt, daher kann (R, o) keine Gruppe sein.

Eine oft benutzte Folgerung aus dem letzten Satz ist die bereits von den Korpern bekannte Kiirzungsregel :

Korollar 1In jeder Gruppe G gilt fir alle a,x1, 22, y1,y2 € G

ar|y = axrs = 1 = X9

yia = yYaa = Y1 = Y2

Fiir endliche Gruppen bedeutet Satz 1.4, dass in der Verkniipfungstafel einer Gruppe in jeder Zeile und
in jeder Spalte jedes Element genau einmal vorkommen muss. Fiir unser Problem, ob es eine Gruppe mit
drei Elementen gibt, bedeutet dies, dass es nicht 81 verschiedene, sondern nur eine mogliche Ergédnzung
fiir die vier Fragezeichen geben kann:

Wir untersuchen bc =?. Aus Satz 1.4 folgt bc = a; denn b kommt in der zugehorigen Zeile und ¢ in der
entsprechenden Spalte bereits vor. Aus den gleichen Griinden folgt nacheinander bb = ¢, ¢b = a, cc = b:
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Fazit: Wenn es eine Gruppe mit den drei Elementen a, b, ¢ gibt (a neutral), dann muss sie die vorliegende
Verkniipfungstafel besitzen. Direkt konnen wir die Inversenbedingung ablesen: b und c¢ sind zueinander
invers. Nicht direkt erkennen konnen wir, ob das Assoziativgesetz gilt. Wir verzichten auf einen langwie-
rigen und langweiligen Beweis und nehmen einfach zur Kenntnis, dass dieses Gesetz ebenfalls erfiillt ist
und somit tatséchlich eine Gruppe vorliegt.

In Satz 1.4 haben wir bewiesen, dass in jeder Gruppe die eindeutige Losbarkeit der Gleichungen ax = b
und ya = b gelten muss. Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch, dies haben Sie (hoffentlich) in den
Ubungen erfahren. Setzt man in einem Gruppoid allerdings die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes voraus,
kann man aus der eindeutigen Losbarkeit die restlichen Gruppeneigenschaften folgern. Wir formulieren
dies als Satz, werden aber weder in der Vorlesung, noch in Priifungen néher darauf eingehen.

Satz 1.5 Eine Halbgruppe ist eine Gruppe <= Die Gleichungen ax = b und ya = b sind in G lésbar
fir alle a,b € G.

, =" ist bereits durch Satz 1.4 bewiesen. Neu ist die andere Richtung ,,<=*, die nur fiir Halbgruppen gilt.
Fiir Interessenten folgt ein formaler Beweis dieser Tatsache:
Beweis: von ,,<=“: Zu zeigen ist: Wenn in einer Halbgruppe ax = b und ya = b l6sbar sind, dann gelten

(1) Es existiert ein Einselement e
(2) Zu jedem a € G existiert ein Inverses a~

Zu (1): Sei g € G beliebig. (Da G nach Voraussetzung Halbgruppe, ist G # )). Wegen der Losbarkeit
gibt es e € G mit eg = g. (Setze in ya = b fiir a und b jeweils g ein und nenne die Losung e.)

1

Beh: Dieses Element e ist das gesuchte neutrale Element.

Bew: Sei a € G beliebig. Wegen der Losbarkeitsvoraussetzung gibt es zu g von oben ein € G mit
gx = a. Insgesamt folgt
ea =e(gr) = (eg)x =gr =a Va € G,

analog zeigt man ae = a.

Zu (2): Da die Gleichungen ya = e und az = e fiir jedes a € G losbar sind, ist y linksinvers und z
rechtsinvers zu a. Wie im Beweis zu Satz 1.2 folgt y = z, damit ist y das gesuchte inverse Element a .

Die néichste Aussage ist wieder von allgemeinem Interesse. Was weifl man in Gruppen iiber das inverse
FElement eines inversen Elements? Wie hingen die inversen Elemente von a, b und ab zusammen?

Satz 1.6 In jeder Gruppe G gilt
(1) (e H~! =a fiir jedes a € G
(2) (ab)~! =b"ta"! fiir alle a,b € G

1 1

Beweis: (1) Folgt direkt aus der Kiirzungsregel: a la =e=a"(a )™ = a=(a"1)"

(2): Nach Definition ist (ab)(ab)~! = e, ferner gilt (ab)(b"'a™1) = a(bb~!)a™! = aea™! = e. Aus der
Kiirzungsregel folgt dann die Behauptung (ab)~™' = b~la 1.

Korollar Fiir ay,as,...,a, € G gilt (a1...a,) ' =a;*'. ..afl.
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2 Weitere Beispiele fiir Gruppen

Wir haben im letzten Abschnitt Gruppen mit einem, zwei oder drei Elementen kennengelernt.

Def 2.1 Eine Gruppe G hat die Ordnung n, geschrieben ord G = n oder |G| = n, falls G aus n Elementen
besteht.

Wenn eine Gruppe unendlich viele Elemente besitzt, schreiben wir ord G = oo und sprechen von un-
endlicher Ordnung, wobei im Einzelfall zwischen abzdhlbar oder iiberabzdhlbar unterschieden werden
sollte.

Beispiele: (Z,+) ist eine Gruppe unendlicher Ordnung, (Pot (M), ®) hat fiir |[M| = n die Ordnung 2.
Satz 2.1 Fiir jedes n € N gibt es mit (Z,,, +,) eine Gruppe der Ordnung n.

Beweisidee: Bekanntlich ist Z,, = {0,1,...,n — 1}. Weil 4,, (Addition modulo n) abgeschlossen und
assoziativ ist, liegt eine Halbgruppe vor. Mit 0 € Z,, gibt es ein neutrales Element, zu k € Z,\{0} ist
n — k € Z, invers.

Untersuchen wir (Zy,+y) genauer, stellen wir fest, dass jedes Element als eventuell mehrfaches Ver-
kniipfungsergebnis der 1 mit sich selbst geschrieben werden kann:

1=1, 2=1+,1, ... n—=1=14,...4p1(n—1mal), 0=14, ...+, 1 (nmal)

Kiirzen wir die k—fache modulo—n—Addition durch k-1 ab und beachten, dass in diesem Sinnn-1 =0 = 0-1
gilt, ist

Zo=1{k-1|k=0,...,n—1} = {k-1|k=1,...,n}
Man sagt, das Element 1 erzeugt die Gruppe Z,.

Allgemein kiirzt man in Gruppen die k—fache Verkniipfung eines Elements g mit sich selbst je nach
Schreibweise der Verkniipfung durch k - g = kg oder g* ab. Bei multiplikativer Schreibweise ist ¢ = e
(fiir jedes Element g) das neutrale Element.

Frage: Was ist ¢=F fiir k € N7 Antwort: g *F =gV =gt gl =(g...9)" = (¢*)"

Def 2.2 Eine Teilmenge S C G heifit Erzeugendensystem von G, wenn jedes Element von G als Ver-
kniipfung von endlich vielen Elementen, die entweder selbst oder deren Inverse in S liegen, geschrieben
werden kann.

Jede Gruppe mit mehr als einem Element besitzt unterschiedliche Erzeugendensysteme. Als sparsame
Menschen interessieren wir uns fiir Erzeugendensysteme mit moglichst wenig Elementen.

Beispiele: 1) In der Gruppe (Zy, +y) ist S = {1} fiir jedes n € N ein Erzeugendensystem, gleiches gilt
fiir (Z,+).

2) In (Zs,+s3) ist neben {1} auch {2} ein minimales Erzeugendensystem: 2 +32 =1, 2+32+32 =0.

3) Fragen: Warum ist {2} kein Erzeugendensystem von (Za,+4)? Ist {3} ein Erzeugendensystem von
(Za, +4)?

4) In der Gruppe Z x Z mit komponentenweiser Addition gilt S = {(0,1),(1,0)}. Fragen: Warum ist
{(1,1)} kein Erzeugendensystem? Warum gibt es in dieser Gruppe kein einelementiges Erzeugendensy-
stem?
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5) (R, +) besitzt kein endliches Erzeugendensystem.
Def 2.3 Eine Gruppe G mit einem einelementigen Erzeugendensystem heif3t zyklisch.

Beispielsweise ist (Zs,+5) eine zyklische Gruppe der Ordnung 5, (Z,+) ist eine unendliche zyklische
Gruppe. Z x Z mit komponentenweiser Addition und (R, +) sind nicht zyklisch.

Satz 2.2 Jede zyklische Gruppe ist abelsch.?
Der einfache Beweis dieses Satzes wird in den Ubungen erledigt.
Frage: Gilt auch die Umkehrung von Satz 2.27

Man kann zeigen, dass jede Gruppe von Primzahlordnung zyklisch sein muss. Fiir Gruppen anderer Ord-
nung gilt dies nicht. Hierzu sehen wir uns ein Quadrat mit den Eckpunkten A, B, C, D und Mittelpunkt
(=Schwerpunkt) M an. Es gibt vier Drehungen um M, die das Quadrat auf sich abbilden. Die Menge
der Drehungen sei

Dreh (D) = {Zd = (5(), (51, 52, 53}

mit Drehwinkel ¢ - § fiir 6;, ¢ = 0,1,2,3. Mit der Verkettung als Verkniipfung erhalten wir fiir diese
Drehungen folgende Verkniipfungstafel:

o id & & &
id | id o, 6y 03
81|61 b6y b5 id
Sy | 6y b5 id &
53| 05 id & 6

Wir untersuchen weitere Abbildungen, die das Quadrat auf sich abbilden. Spg(O) := {id, s, s2,02}
enthilt aufler der Drehung d (siche oben) die Geradenspiegelungen (Spiegelachse jeweils durch gegeniiber-
A B C D A B C D .
D C B A)und52:<B A D C . Die Drehung

09 konnen wir iibrigens auch als Punktspiegelung an M auffassen. Wir geben die Verkniipfungstafel fiir
(Spg (0), o) an:

liegende Seitenmitten des Quadrats) s; : (

e} ‘ id S1 S2 (52
id | id S1 S92 52
S1 | S1 id (52 59
S9 | S2 52 id S1
0o | 09 89 s1 id

Man kann den Verkniipfungstafeln leicht entnehmen, dass es sich in beiden Féllen um Gruppen handelt?.
Die Drehgruppe ist zyklisch, da §; oder d3 die Gruppe erzeugen. Die Spiegelungsgruppe ist nicht zyklisch:
WEeil hier jedes Element selbstinvers ist, kann es kein Erzeugendensystem mit nur einem Element geben.

Es gibt bei einem Quadrat zwei weitere Geradenspiegelungen, die wir bisher nicht beriicksichtigt haben,
némlicth,'(A B C D)und54'<A B ¢ D

"\ C B A D A D C B
gende Punkte. Insgesamt existieren vier Drehungen (inklusive der Identitét) und vier Spiegelungen, die
das Quadrat auf sich abbilden.

3 Anders ausgedriickt: G zyklisch = G abelsch.
“Beachte: die Verkettung von Abbildungen ist nach Satz 1.4.2 assoziativ.

) mit Achsen durch diagonal gegeniiberlie-
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Dies kann man auf beliebige regelméflige n—Ecke iibertragen: Jedes n—Eck besitzt n solcher Drehungen
(inklusive der Identitdt) und n Geradenspiegelungen. Drehungen hintereinander ausgefiihrt ergeben wie-
der eine Drehung (man addiere die Drehwinkel modulo 360°), zwei Spiegelungen ergeben ebenfalls eine
Drehung. Verkniipft man Drehung und Spiegelung (egal in welcher Reihenfolge), erhiilt man (von der
Reihenfolge abhéingig unterschiedliche) Spiegelungen. Insgesamt gilt

Def 2.4 und Satz 2.3 Die Menge aller Drehungen und Spiegelungen eines regelméfligen n—Ecks auf
sich bildet mit der Verkettung die sogenannte Diedergruppe® D,, . Die Diedergruppe hat die Ordnung 2n
und ist fiir n > 3 nicht kommutativ, ein Erzeugendensystem besteht aus einer Drehung (beispielsweise
1) und einer Spiegelung.

Wenn wir die Ecken eines regelméfiigen n—Ecks mit den Zahlen 1,2,...,n bezeichen, erkennen wir, dass
jede Abbildung der Diedergruppe als Permutation der Eckenmenge {1,2,...,n} aufgefasst werden kann.
Ab n > 4 gibt es aber Permutationen, die weder als Drehungen, noch als Spiegelungen an einer Geraden
gedeutet werden kénnen. Fiir alle Permutationen einer n—elementigen Menge gilt

Def 2.5 und Satz 2.4 Die Menge aller Permutationen einer n—elementigen Menge bildet mit der

Verkettung die sogenannte symmetrische Gruppe vom Index n, geschrieben S,,. Die symmetrische Gruppe
hat die Ordnung n! und ist fiir n > 3 nicht kommutativ.

Beispiele: 1) S; = {f: {1} — {1} bijektiv } = {id}

2) Sy = {f: {1,2} — {1,2} bijektiv } — {id, ( - )}

vs={(133)-(132)-GI). G (G1)- (3}

Bei der Angabe der Abbildungen haben wir jeweils Urbild und zugehoriges Bild untereinander geschrie-
ben. Mit der sogenannten Zykelschreibweise kennt der Mathematiker fiir Permutationen eine wesentlich
elegantere und gleichzeitig kiirzere Schreibweise. Im Fall S3 lautet sie

Sz = {id =(1),(2,3),(1,2),(1,2,3),(1,3,2),(1,3)} .
Frage: Wer hat das Prinzip der Zykelschreibweise erkannt?

Spéter werden wir es intensiv mit folgenden Gruppen zu tun bekommen:

Satz 2.5 Sei n € N. Dann ist (R",+) mit (z1,...,2,) + (Y1,---,Yn) = (T1 + Y1,..., T + Ypn) eine
abelsche, nicht zyklische Gruppe.

Der einfache Beweis erfordert nur wenig geistige Anstrengung, ist aber bei exakter Ausfiihrung etwas
lénglich und sei als Ubung empfohlen.

Getrennt gesprochen Di — eder..., nicht mit langem i. Falsche Aussprache in miindlichen Priifungen kommt in der Regel
nicht gut an!
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3 Untergruppen

Betrachten wir noch einmal die Diedergruppe D,,. Beschrinken wir uns auf die Teilmenge aller Dreh-
ungen, erkennen wir, dass diese beziiglich der Verkettung ebenfalls eine Gruppe bildet — anders als die
Teilmenge aller Spiegelungen.

Def 3.1 Sei (G, ) eine Gruppe. U C G heifit Untergruppe von G : <= (U, ) ist Gruppe.

In Untergruppe und Gruppe miissen die gleichen Verkniipfungsvorschriften gelten, beispielsweise ist
(Za,+2) keine Untergruppe von (Z,+) oder von (Zg, +4).

Beispiele: 1) Jede Gruppe G besitzt die trivialen Untergruppen G und {e}, wobei mit e natiirlich das
neutrale Element von G gemeint ist.
2) Jede Gruppe der Ordnung 2 oder 3 besitzt nur triviale Untergruppen.

3) G = S3 besitzt aufler {id} und Ss die nichttrivialen Untergruppen {id, (12)}, {id, (13)}, {id,(23)}
und {id, (123), (132)}, alle anderen Teilmengen sind keine Untergruppen.

4) ({1,—1},) und (Q*,-) sind zwei der vielen Untergruppen von (R*,-).
Frage: Welche Untergruppen besitzt (Z,+)?

Ob eine Teilmenge einer Gruppe selbst eine Gruppe ist, kann man natiirlich durch Uberpriifung der
Gruppenaxiome feststellen. Zum Gliick geht es aber auch einfacher:

Satz 3.1 Fiir ) # U C G gelte ab~! € U Va,b € U. Dann ist U eine Untergruppe.

Beweis: Zu zeigen sind nach Def. 1.6:
1. U ist ein Gruppoid, d.h., die Verkniipfung ist abgeschlossen: Wird am Ende des Beweises erledigt.
2. Die Verkniipfung ist assoziativ: Dies ist klar, da U Teilmenge einer Gruppe ist.

3. U besitzt ein neutrales Element: Da U # ) = Ja € U. Nach Voraussetzung ist dann (mit b = a)
ac t=e€U.

4. 7Zu jedem v € U ist auch u=! € U: Sei u € U. Zusammen mit e € U folgt eu ™' =u=! € U.

Jetzt zu 1., wir zeigen die Abgeschlossenheit der Verkniipfung auf U: Seien a,b € U. Mit b ist wie in 4.
gezeigt auch b~! € U und es folgt a(b™!)"! =ab € U.

An Stelle von ab™! € U kann man auch a='b € U iiberpriifen, in endlichen Gruppen reicht sogar der
Nachweis von ab € U.

Beispiel: G = (Z,+), U:={5-z|z € Z} ist Untergruppe von G':
Wegen 0=5-0€ U ist U # 0, mita=5-21 € Uund b=5-29 € U ist auch a + (—b) = 521 + (—529) =
5(21 —29) € U.

Fiir jede natiirliche Zahl n ist somit nZ := {nz | z € Z} eine Untergruppe von Z (beziiglich der Addition),
abgekiirzt geschrieben (nZ,+) < (Z,+).9

5Das Zeichen < kann ab jetzt in zwei verschiedenen Bedeutungen vorkommen, einerseits als die bekannte Kleiner—gleich—
Beziehung zwischen Zahlen, zum anderen als Abkiirzung fiir ist—Untergruppe—von. In beiden Fillen handelt es sich iibrigens
um eine Ordnungsrelation!
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Beispiele: 1) (8Z,+) < (4Z,+) < (2Z,+) < (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C,+).

2) ({0}7+8) < ({074}7+8) < ({0a2747 6}>+8) < (Z87+8)'

3) ({0,3},4+6) < (Zs,+6), ({0,2,4},+6) < (Z¢,+6), aber ({0,3},+6) ist keine Untergruppe von
({0,2,4},4¢) (oder umgekehrt).

Interessiert man sich fiir alle Untergruppen einer Gruppe und deren Abhéngigkeiten untereinander, bietet
sich eine zeichnerische Darstellung als Untergruppenverband an. Hierbei wird jede der beteiligten Gruppen
durch einen dicken Punkt dargestellt. Untergruppe und zugehorige ,,Obergruppe® werden durch eine Linie
verbunden, wobei die Untergruppe zu dem in der Zeichnung tiefer liegenden Punkt gehort. Existiert nun
ein Kantenzug von einem unteren zu einem oberen Punkt, wobei jede der beteiligten Teilstrecken die
gleiche Richtung von unten nach oben haben muss, ist die untere Gruppe eine Untergruppe der oberen.

Beispiel: Die Untergruppenverbénde von (Zsg,+3) (links), (Zg, +¢) (Mitte), (D3, o) (rechts, wird in der
Vorlesung weiter beschriftet):

Ze Zs Dj
{0,2,4,6} {0,2,4}

{0,4} {0,3}

{0} {0} {0}

in der mittleren Skizze gilt beispielsweise {0} < Zg (es gibt zwei entsprechende Kantenziige), aber {0, 3}
ist keine Untergruppe von {0, 2,4}.

Frage: Wie sieht der Untergruppenverband von Dy aus? (Hinweis: Es gibt fiinf Untergruppen der Ord-
nung 2 und drei der Ordnung 4).

Steigt man etwas tiefer in die Gruppentheorie ein, kann man beweisen, dass bei endlichen Gruppen die
Ordnung einer Untergruppe immer ein Teiler der Gruppenordnung sein muss. Das heiffit aber nicht, dass
es immer zu jedem Teiler der Gruppenordnung eine Untergruppe mit dieser Ordnung gibt.

Beispiele: 1) Z12 hat keine echte Untergruppe mit mehr als sechs Elementen.

2) (Z11,+11) besitzt nur triviale Untergruppen, da 11 eine Primzahl ist.

4 Isomorphie

Wir wollen die bekannten Gruppentafeln von (Dreh (O), o), (Spg (0), o) und (Z4, +4) vergleichen und uns
die Frage stellen, wie ,,verschieden“ die zugehérigen Gruppen sind:

o) ‘ id 51 (52 53 ¢} ‘ id S1 82 (52 +4 ‘ 01 2 3
id | id (51 (52 53 id | id S1 82 52 0 01 2 3
01161 09 03 id s1]81 id g s 111 2 3 0
52 52 53 id 51 S92 | S2 (52 id S1 2 2 3 01
53 (53 id (51 (52 (52 52 S2 81 id 3 3 01 2
Wir stellen fest: Durch Umbenennung (id — 0, 61 — 1, d2 — 2, d3 — 3) geht Dreh (O) in Z4 iiber, eine

analoge einfache Ubertragung von oder nach Spg (0J) ist nicht méglich.



66 3 GRUPPEN

Def 4.1 Eine Gruppe (G, o) heifit isomorph zu einer Gruppe (H, ), geschrieben (G, o) ~ (H,x) oder
G~H:<+—

f : G — H bijektiv und strukturerhaltend, d.h., f(zoy) = f(z)* f(y) fir alle z,y € G .

Die zugehorige Abbildung f : G — H heifit Isomorphismus von G nach H.

Beispiel: (Dreh (O),0) ~ (Z4,+4) 2 (Spg (0), o)

Ist (G, o) zu (H, ) isomorph, dann auch umgekehrt (H, %) zu (G, o) (eventuell Ubung), daher kann man
sagen: (G, o) und (H,x*) sind zueinander isomorph. Die Relation ,jisomorph zu“ ist symmetrisch. Es gilt
sogar

Satz 4.1 Die Isomorphie-Relation fiir Gruppoide ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir haben Reflexivitdt (r), Symmetrie (s) und Transitivitit (t) zu zeigen.
zu (r): Beh: Fiir jedes Gruppoid gilt (G,0) ~ (G, o).

Bew: Die Identitét id : G — G ist die gesuchte strukturerhaltende Bijektion: id(xoy) = xoy = id(x)oid(y)
fiir alle z,y € G.

zu (s): Eventuell Ubung.

zu (t): Sei (G,*) ~ (H,*) und (H,*) ~ (K, X), zu zeigen ist (G, ) ~ (K, x). Auf Grund der Vorausset-
zungen gibt es strukturerhaltende Bijektionen f: G — H und g : H — K mit

flaxb) = f(a)x f(b) Va,be G  und  g(zxy)=g(r)xgly) Vr,yeH.
Dann ist go f : G — K nach Satz 1.4.3 bijektiv mit

(go fllaxd) = g(flaxd)) = g(f(a)* f(b))
= 9(f(a)) x g(f(b)) = (g0 f)(a) x (go f)(b) Va,beG.

Warum interessiert man sich fiir Isomorphismen? Isomorphe Gruppen unterscheiden sich im Wesentlichen
nur durch unterschiedliche Bezeichnungen, in allen interessanten Eigenschaften stimmen sie {iberein. Kann
man beispielsweise feststellen, dass eine unbekannte Gruppe G isomorph zur Gruppe (Z,, +,) ist, so gelten
alle Sétze iiber zyklische Gruppen der Ordnung n auch fir G.

Beispiel: Wir vergleichen (Q\{1},*), z*y:= 2y —x —y+ 2, mit der bekannten Gruppe (Q*,-). Die
Abbildung f : Q\{1} — Q*, f(z) := z — 1, ist bijektiv (beachte: fiir jedes x € Q\{1} ist f(z) # 0).
Beziiglich der iiblichen Multiplikation in Q* liegt Strukturerhaltung vor; denn fiir alle z,y € Q\{1} gilt

flaxy)=rxy—1l=(ay—r—y+2)-l=a@y-1)-(y-1)=@-)y—-1)=f(z) fy)

Damit sind (Q\{1}, *) und (Q*, -) zueinander isomorphe Gruppen. Ubrigens ist auch die Umkehrabbildung
g=f"1:Q* —Q\{1}, g(x):=2+ 1, ein Isomorphismus. (Als Ubung bitte iiberpriifen).

Wie wir gleich sehen werden, kénnen wir jetzt ohne groflie Miihe neutrales Element und selbstinverse
Elemente der Gruppe (Q\{1}, *) angeben. Es gilt ndmlich
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Satz 4.2 Sei f ein Isomorphismus von der Gruppe (G, o) mit neutralem Element eg auf die Gruppe
(H,*) mit neutralem Element ey. Dann ist f(eq) = eq.

Beweis: ey * f(eq) = f(eq) = flegoeg) = f(eq) * f(eq), die Behauptung folgt aus der Kiirzungsregel.

Korollar Isomorphe Gruppen haben die gleiche Anzahl an selbstinversen Elementen.

Beweis: 7 selbstinvers = f(2)? = f(22) = f(eg) = ey = f(x) selbstinvers, der Rest folgt aus der
Symmetrie der Isomorphie.

Fiir zueinander inverse Elemente x, z~! gilt entsprechend
en = fleq) = fleoa™ ) = fla)« fla™") = (f(@)) =f=™")

Beispiele: 1) (Fortsetzung) (Q\{1}, ) hat wegen g(1) = 2 das neutrale Element 2. Weil in (Q*,-) auBler
dem neutralen Element 1 auch —1 selbstinvers ist, besitzt (Q\{1}, *) ebenfalls zwei selbstinverse Elemente,
nédmlich 2 und 0 (wegen g(—1) = 0).

Wir suchen in Q\{1} das inverse Element von 12: Wegen f(12) = 11 und 117! = L (in der Gruppe
(Q*,-)) ist das gesuchte Element g (&) = & +1 = 13.

(Berechnen Sie zur Ubung 12 * % Uberlegen Sie vor Beginn der Rechnung, wie das Ergebnis lauten
muss!)

2) Die Nichtisomorphie der Gruppen (Z4, +4) und (Spg (), o) liegt jetzt auf der Hand: Im Gegensatz zu
den Elementen von Z4 ist jede Spiegelung selbstinvers. Die beiden Gruppen besitzen eine unterschiedliche
Anzahl an selbstinversen Elementen, sie konnen daher zueinander nicht isomorph sein.

Die Spiegelungsgruppe (Spg (), o) ist isomorph zur sogenannten Kleinschen Vierergruppe Vy (benannt
nach F. Klein, 1849-1925) mit der Gruppentafel

O‘eabc
ele a b c
ala e ¢ b
blb ¢ e a
clec b a e

Wir merken uns: Bis auf Isomorphie gibt es

— jeweils genau eine Gruppe der Ordnung 1, 2, 3, 5. (Dies gilt fiir jede Primzahl).

— genau zwei Gruppen der Ordnung 4: Jede Gruppe der Ordnung 4 ist entweder zu Z4 oder zu V,
isomorph.

— genau zwei Gruppen der Ordnung 6: Jede abelsche Gruppe der Ordnung 6 ist zu Zg, jede nicht
abelsche zu Ss isomorph. Es gilt D3 ~ S3.

— genau eine unendliche zyklische Gruppe, ndmlich Z. Unendliche Gruppen, die zu Z nicht isomorph
sind, sind nicht zyklisch.
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Bei groleren Gruppen kann es beziiglich der (Nicht)isomorphie kompliziert zugehen, beispielsweise gibt
es bereits 14 nichtisomorphe Gruppen der Ordnung 16.

Aufler Isomorphismen gibt weitere Morphismen, denn leider ist nicht jede Bijektion zwischen Gruppen
strukturerhaltend und nicht jede strukturerhaltende Abbildung bijektiv. Homomorphismus ist ein anderer
Name fiir Strukturerhaltung (ohne Bijektivitétsvoraussetzung). Einen Homomorphismus einer Gruppe in
sich nennt man Endomorphismus . Interessant sind Isomorphismen einer Gruppe auf sich, sie nennt man
Automorphismen. Alle Automorphismen einer Gruppe G bilden mit der Verkettung selbst eine Gruppe,
die sogenannte Automorphismengruppe Aut G. So dhnlich wie ein Arzt Krankheiten an Hand ihrer Symp-
tome erkennen kann, verridt die Automorphismengruppe Aut G einem Mathematiker viele Einzelheiten
tiber die zugehorige Gruppe G.

Beispiel: Gesucht ist Aut Z4. Weil das neutrale Element unter jedem Automorphismus f auf sich ab-
gebildet wird und f(2) = 2 gelten muss (2 ist auBer dem neutralen Element das einzige selbstinverse
Element der Gruppe Z4), kann es nur zwei Kandidaten fiir einen Automorphismus geben, nédmlich die
identische Abbildung und (1 3) (Zykelschreibweise).

Nachrechnen ergibt, dass beide Abbildungen strukturerhaltend sind. Da es bis auf Isomorphie nur eine
Gruppe mit zwei Elementen gibt, ist (Aut Zg, o) ~ (Z2, +2).

Frage: Zu welcher Thnen bekannten Gruppe ist Aut V4 isomorph?

Wir beenden den Abschnitt mit zwei Fragen, die auch schon in Priifungen gestellt wurden.

Fragen: 1) Ist (Q,+) ~ (Q*,-)? 2) Ist (Q,+) ~ (R, +)?

Antworten: Jeweils nein; die Anzahl der Selbstinversen ist unterschiedlich bzw. es gibt keine Bijektion
zwischen den jeweiligen Mengen. Aber welche Begriindung hilft bei der Beantwortung welcher Frage?



