Losungshinweise zu Blatt # 12
Lineare Algebra und Analytische Geometrie 1

WS 2014/15  Dozent: Ingo Runkel

Zu den kurzen Fragen (3 P)

2 3
3 4
Determinante —1 € Z* und ist daher invertierbar.

1. (a) [1P] Ja. Zum Beispiel R = Z und A = ) Die Matrix A hat

(b) [1P] Nein. Ein Gegenbeispiel ist A = (1 1)

2. [1P]

(a) Nein, denn det(A4) = —2 ¢ Z*.
(b) Ja, denn det(A) = —2 € Q*.
(c) Ja. Dies folgt sofort aus b), da GL2(Q) C GL2(R).

Zu Aufgabe 55 (7 P)

1. [2P] Es gilt
— z1 — — Z1 —_— —_— z1 —
— zi+trz; — Zdet | — z — | +det|— rz; —
- Zn - - Zn - Zn -
— Z1 —_— — Z1 —
2l et | — zg — | +rdet| — 2z —
— zZ, — — zZ, —
22 det : +0,
— Zn —

wobei die letzte Gleichung wegen i # j gilt.

Die analoge Aussage fiir Spalten folgt aus der fiir Zeilen durch Transponie-
ren unter Ausnutzung, dass det(A?) = det(A) fiir alle A € Mat(n x n, R)
gilt (Satz 3.2.12).



Die Aussage ist fiir ¢ = j im Allgemeinen falsch, denn es gilt

det | — zi4+rz; —|=04r)det | — 2z —

Ein konkretes Gegenbeispiel ist zum Beispiel die 1 x 1 Matrix (1) mit r = 1
iiber einem beliebigen kommutativen Ring R.

. [2P]

Die Aussage wird per Induktion nach n bewiesen. Jede 1 x 1 Matrix ist
eine obere und auch untere Dreiecksmatrix, und es gilt det(4) = Ay 1.
Also gilt die Aussage fiir n = 1.

Angenommen die Aussage gilt fir n =k, k > 1. Sei A € Mat(k+1 x k +
1, R) eine obere Dreiecksmatrix. Entwickeln nach der ersten Spalte liefert

det(A) = (—1)2A1,1 det(A1y)-

Beachte, dass A’ := Ay 1y € Mat(k x k, R) ebenfalls eine obere Dreiecks-
matrix ist mit AQJ- = A;41,j+1. Insbesondere gilt also A;l = Ait1,i+1 und
aus der Induktionsannahme folgt

k+1 k+1
det(A) = Al,l det(A/) = A171 H Ai,i = H Ai,i-
=2 =1

Damit ist die Aussage fiir obere Dreiecksmatrizen bewiesen. Die Aussage
fiir untere Dreiecksmatrizen folgt aus der fiir obere Dreiecksmatrizen durch
Transponieren, wieder unter Ausnutzung von det(A?) = det(A).

. [2P]

Wir zeigen die Aussage indem wir zweimal vollstéindige Induktion anwen-
den. Wir beginnen mit der Induktion nach r, d.h. wir setzen zuerst s = 0.
Ist » = 0 so ist die Aussage offensichtlich richtig. Angenommen die Aus-
sage gilt fiir r = k, k > 0. Wir zeigen, dass sie auch fiir r = k + 1 gilt. In
der Tat gilt det(A) = (=1)'*1 - 1-det(Ap1y) = det(M), wobei wir in der
zweiten Gleichheit die Induktionsannahme benutzt haben.

Nun erfolgt die Induktion nach s. Sei »r € N beliebig. Nach dem eben
bewiesenen gilt die Aussage fiir s = 0. Angenommen sie gilt fiir s = k,
k > 0. Nach dem Laplace’schen Entwicklungssatz (Satz 3.2.18) kénnen
wir die Determinante von A nach der letzten, also der r + m + s-ten Zeile
entwickeln und erhalten

dCt(A) = (—1)2(T+m+s) . 1 . dCt(A<T+s+m,’r‘+s+m>) == dCt(M),

wobei wir in der zweiten Gleichheit wieder die Induktionsannahme benutzt
haben. Damit ist die Aussage bewiesen.



) = ((F ) (5 )
det( = det 0 I, 0

_ 0 > (Iam 0)
det( 0 I det 0

= det(A) - det(B).

unter Ausnutzung der Multiplikativitéit der Determinante und 3.

Zu Aufgabe 56 (2 P)
Wir wenden das Gaufl Verfahren auf A an und erhalten die Matrix

OO OO
OO O N
OO Wk~
Ok OO
Ut 0 © 0o

wobei wir ohne Zeilenvertauschungen ausgekommen sind. Daher hat obige Ma-
trix die selbe Determinante wie A, und aus Aufgabe 55b) folgt det(A) =1-2-
3-4-5=120.

Zu Aufgabe 57 (2 P)
Pler Definition ist Afj = (=1)""7 det A(j;y. Wegen Al = (A;i))" folgt daraus
also

Aj; = (=1)"™ det Ay, = (1) det(A ;)" = (—1)" det Al = (AH#

2,77

und damit die Behauptung.

Zu Aufgabe 58 (4 P)

1. [2P] Ist A die Nullmatrix so folgt, dass auch A# die Nullmatrix ist, denn
die Eintriige von A% sind Minoren von A, die notwendigerweise alle ver-
schwinden.

Angenommen A ist nicht die Nullmatrix. Es gilt stets
A¥ A = det(A)I, =0, (%)

wobei 0 die n x n Nullmatrix bedeutet. Damit hat das lineare Gleichungs-
system A%z = 0 also einen nicht-trivialen Losungsraum (wegen A # 0),
und daher folgt det(A#) = 0.



2. [2P] Ist det(A) = 0 so folgt die Behauptung sofort aus 1. Anderenfalls
erhalten wir durch Anwenden von det auf beiden Seiten von ()

det(A%) det(A) = det(A)".

und dies ist wegen det(A) # 0 gleichbedeutend mit det(A*) = det(A4)"~L.

Zu Aufgabe 59 (4 P)
1. = 2. [2P]

Per Annahme ist rg A = m. Damit ist auch rg A* = m, und daher
dimim £(A") = m.

Nach dem Basisauswahlsatz kann man also aus den Spalten von A! eine Basis
von im L(A?) auswihlen. Diese ist gegeben durch m Zeilen z;,,...,2;  von A,
und daher haben wir

— oz, —

det # 0.

_ Zim _

2. = 1. [2P]

Sei Y Aray = (0,...,0)" mit A, € K, wobei der Nullvektor auf der rechten
Seite genau n Eintrdge hat. Bezeichnen wir mit z;, » den k-ten Eintrag des
Zeilenvektors z;, so gilt insbesondere

m
E )\rzij,r =0
r=1

fir j = 1,...,m. Da die Zeilen z;, aber per Voraussetzung linear unabhénig sind
muss also A\, = 0 fiir alle r gelten, und damit ist die Familie (a1, ..., a,,) linear
unabhingig.

Alternativ: Aus der Voraussetzung folgt, dass die m Zeilen z;,, ..., z;, linear un-
abhéngig sind, also gilt SR(A) = ZR(A) > m. Da aber A genau m Spalten hat
gilt auch SR(A) < m. Also ist SR(A) = m, und damit die Familie (a1, ..., a;,)
linear unabhéngig.

Zu Aufgabe 60 (2 P)

Per Induktion nach n. Ist n = 2 so gilt V(ay,as) = det (; al ) =y — O1.
1 02

Also gilt die Behauptung fiir n = 2.

Angenommen die Behauptung gilt fiir n = k, k > 2. Wir zeigen, dass sie dann

auch fiir n + 1 gilt.



Betrachten wir also die Matrix

1 1 ... 1
(e5) (6%) . Qp41
2 2 2
oy oy ... Q41
n n n
ay Qo . Qi

Subtrahieren wir von der (n + 1)-ten Zeile das «;-fache der n-ten Zeile, so
erhalten wir die Matrix

1 1 1
a7 (6%} N Op41
2 2 2
a7 a5 e [}
0 n __ n—1 n _ n—1
Qy — Qo "1 ... Qpyg — Q0

Nun subtrahieren wir von der n-ten Zeile das ay-fache der (n — 1)-ten Zeile und
fahren wir in diesem Muster fort bis wir von der 2-ten Zeile das «-fache der
1-ten Zeile. Wir erhalten die Matrix

1 1 1

0 gzg — - 2an+1 —

0 a3—aar ... Qpy;—Qupion

0 a? —a la a,, —ala
2 2 .- n+1 n+1%1

Entwickeln wir diese Matrix nach der ersten Spalte so erhalten wir

Qo — (1 ‘e Op41 —
2 2
Ay — Qa0 N Oén+1 — Op41007
Viag,...,any1) = det .
n n—1 n n—1
Qg — Oy O] ... Ay 7Ozn+1a1

Wegen der Linearitét der Determinante in jeder Spalte erhalten wir daraus unter
Verwendung der Induktionsannahme

1 1
n+1 ag N Oég+1
V(Ozl,...,an+1) = H(ai_al)det (65 O[n+1
i:2 : : DRI
ag™! o
n+1
= H (ai - a1)V(0¢27 ey an+1)
=2
== H(aj — O[i).
i<j



