Losungshinweise zu Blatt # 9
Lineare Algebra und Analytische Geometrie 1

WS 2014/15  Dozent: Ingo Runkel

Zu den kurzen Fragen (3 P)

1. [1P] Ly = {0} ist dquivalent zur Implikation Az = 0 = z = 0, also
w11 + WweTo + - +wpxy, = 0= 21,29,..., 2, =0.

2. [1P] Seien gu: W — U, qv: W — V|, sodass idy = qu + ¢y gilt. Fiir
jedes w € W gibt es eindeutige v € U,v € V mit w = u + v. Es folgt
u+v = qu(w) +qv(w) = u—qu(w) =qv(w) —v e UNV = {0}. Also
gilt gy (w) = v und gy (w) = w.

3. [1P] Sei Ae®+pe~* = 0. Die Identitdt muss fiir jedes « € R richtig sein. Fiir
2 = 0 und z = 1 erhalten wir die Gleichungen A4y = 0 und Ae+pul/e = 0.
Diese sind nur fiir A = g = 0 erfiillt.

Zu Aufgabe 39 (4 P)
1. [2P] Durch die Forderung
f)=(fom)=f() VveV

ist f[(v]) eindeutig bestimmt fiir alle [v] € V/U. f ist wohldefiniert, d.h.
repriasentantenunabhéngig, wegen

[ul = [v] & u—v €U Cker f = f(u—v) =0 f(u)—f(v) =0« F([u]) = f([v]).

2. [2P]
(L1)  f(lul +[o]) = F(lu+v]) = flut+v) = flu) + flv) = f(lu]) + f([2])
(L2)  fk[v]) = F([kv]) = f(kv) = kf(v) = kF([v]).

Zu Aufgabe 40 (3 P)

Es ist zu zeigen, dass W = f(Uy) + f(Uz) und f(Uy) N f(Usz) = {0} gilt. Nach
Voraussetzung existieren fiir jedes v € V eindeutige w1 € U; und uy € Uy mit
v = uy + us. Aus der Surjektivitéit von f folgt

weW = FveV:iw=f(v)=f(ur+u2) = flur) + f(uz)

= W C f(U1)+ f(Us).



Da trivialerweise f(Uy) + f(Uz) C W gilt, folgt W = f(Uy) + f(Uz2). Weiterhin
folgt aus der Injektivitit von f
we f{U)Nf(Uz) = Fug €Uy, Fug € Us s w = fur) Aw = f(ug)
= flur —u2) = f(u1) = flug) =w—-w=0
= u;=up=0 (daU; NU;={0})
= w=f(u)=f(0)=0
= f(Uh) N f(U2) ={0}.

Zu Aufgabe 41 (5 P)

(Diese Losung ist vollstandig ausformuliert. D.h. in etwa diesem Umfang erwar-
ten wir Thre Abgaben.)

1. [2P] Wir zeigen im f C b~!(im f): Sei y € im f. Dann gibt es ein z € X

mit f(z) = y. Weil s surjektiv ist, gibt es ein 2’ € X’ mit s(z’) =x. Da b
bijektiv ist, ist b~ auf ganz Y wohldefiniert. Damit folgt

(b o f)@) = (fos)a) =y = y b (imf).
Die Implikation im f D b~!(im f’) ist nun wegen b=! o f' = f o s klar.
2. [3P] ker f D b(ker f): Sei z’ € ker f/, d.h. (io fob)(z') =0. Da i ein

injektiver Gruppenhomomorphismus ist folgt aus Satz 1.4.13 keri = {0}
und daher f(b(z')) = 0. Also ist b(z’) € ker f.

ker f C b(ker f'): Sei x € ker f. Da b bijektiv ist, existiert genau ein
' € X', sodass b(a') = x gilt. Weil i ein Gruppenhomomorphismus ist,
folgt f'(z’) =0, d.h. © € b(ker f’) .

Zu Aufgabe 42 (4 P)

Man bestimmt zunéichst A mit £(A) = f. Danach wendet man den Gauf-
Algorithmus an und erhélt

0o 0 2 -1 1 =2 0 0
1 -2 1 0 . 0 0 1 0
A=14 o 1 4|74 =]0 o 01
0 0 1 2 0 0 0 0
100 0 10 0 —2
1o o0 01 -, o100 o
Pi=1lg 1 o9 of = Ahi=4i=|y 91 o
001 0 000 O

Mit v} = eq — (—2)e; ist daher

U1:P1U/1:P1 =

— O O N
OO =N
;/



eine Basis von Ly und somit auch eine Basis von ker f.

Der GauB-Algorithmus fiir Spalten liefert

0 0 2 -1 1 0 0 0
1 21 0 . 0 1 0 0
A=14 o 1 9|~ %=|1 10 0
0 0 1 2 0 0 10
100 0 1 0 0 0
lo1 00 -, o 1 00
P=lg oo 1| = Ph=4=, o 1
0010 1 -1 0 0

Basen des Bildes von f sind daher gegeben durch die Vektoren (P, = Py 1)

1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
=Pl =1 2= o | ==t =2 1] |o
1 0 ~1 0 0 1

Zu Aufgabe 43 (5 P)

1. [2P] Die Implikation Span,(UUV) D {w € W | Ju € Uywv € V :
w = u + v} ist sicher richtig. Sei nun w € Spany (U U V). Dann lédsst
sich w darstellen als Y7 | kjw; mit w;, € UUV, dh. w; € UVw,; € V.
Es gibt also ein 1 < r < n und Familien (k;,);,, (ki,, )i, C (ki); und
(wi)iys (Wi, )i, C (wy)i, sodass w = w+ v mit u:= Y., k;,w;, € U und
vi=Y " ki w;, € V.(Warum ist diese Darstellung in zwei Summen
im Allgemeinen nicht eindeutig?) Also gilt auch ,,C“.

2. [3P] Sei U @ V die externe direkte Summe von U, V. Wir definieren
UV —-U+V, (u,v)—u+o.

f ist sicher surjektiv. Auflerdem gilt

(u,v) € ker f <= u = —v, ueU,veVmg/Ru,ve UNV Au=—v.
Somit ist ker f = {(x,—x) : © € UNV}. Man iiberzeugt sich leicht, dass
damit ker f 2 U NV gilt. Mit der Dimensionsformel (Satz 2.6.9) und Satz
2.6.6 (Warum gilt dieser Satz auch fiir die externe direkte Summe?) folgt

dimU +dimV = dim(U & V)

=dimim f + dimker f
=dim(U + V) +dim(UNV).



