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Kurze Fragen (3 P)

Bitte beantworten Sie die folgenden Fragen mit kurzer Begründung (1-2 Sätze).

1. Sei (w1, . . . , wn) eine Familie von Vektoren inKm. SetzeA := (w1 w2 · · · wn)
∈ Mat(m× n,K) und L0 := {x ∈ Kn : Ax = 0}. Warum ist (w1, . . . , wn)
genau dann linear unabhängig, wenn L0 = {0} gilt?

2. Sei W = U⊕V . Warum sind die Abbildungen pU (w) := u und pV (w) := v,
w = u + v, u ∈ U , v ∈ V , eindeutig bestimmt durch die Bedingungen:
pU : W → U , pV : W → V und idW = pU + pV ?

3. Seien v1, v2 ∈ Map(R,R), v1 = (x 7→ ex), v1 = (x 7→ e−x). Warum sind v1
und v2 linear unabhängig in SpanR(v1, v2)?

Aufgabe 39 (4 P) Seien V,W K-Vektorräume und f : V →W eine K−lineare
Abbildung. Weiter sei U ⊂ ker f ein Untervektorraum und π der natürliche
Homomorphismus V → V/U , v 7→ [v].

1. Zeigen Sie, dass es eine eindeutige Abbildung f̄ : V/U → W gibt, so dass
f(v) = (f ◦ π)(v) für jedes v ∈ V gilt.

Bemerkung: Die Abbildungen kann man in folgendem kommutativen Dia-
gramm zusammenfassen:
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2. Zeigen Sie, dass die Abbildung f̄ aus Teil 1 K-linear ist.

Bitte wenden.
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Aufgabe 40 (3 P) Seien V,W K-Vektorräume und f : V → W ein Isomor-
phismus. Zeigen Sie

V = U1 ⊕ U2 =⇒ W = f(U1)⊕ f(U2)

Aufgabe 41 (5 P) Beweisen Sie Bemerkung 2.5.5:

1. Seinen X,X ′, Y, Y ′ Mengen und f : X → Y , b : Y → Y ′, s : X ′ → X
Funktionen, so dass s surjektiv und b bijektiv ist. Setzt man f ′ := b◦f ◦s,
dann gilt

im f = b−1(im f ′) .

2. Seinen X,X ′, Y, Y ′ abelsche Gruppen und f : X → Y , b : X ′ → X, i : Y →
Y ′ Gruppenhomomorphismen, so dass b bijektiv und i injektiv ist. Setzt
man f ′ := i ◦ f ◦ b, dann gilt

ker f = b(ker f ′) .

Aufgabe 42 (4 P) Bestimmen Sie eine Basis des Kernes und des Bildes der
linearen Abbildung

f : R4 → R4,

(x1, x2, x3, x4) 7→ (2x3 − x4, x1 − 2x2 + x3, −x1 + 2x2 + x3 − x4 , x3 + 2x4)

Aufgabe 43 (5 P) Sei W ein K-Vektorraum und U, V ⊂W Untervektorräume.
Beweisen Sie:

1. SpanK(U ∪ V ) = {w ∈W | ∃u ∈ U, v ∈ V : w = u+ v},
(siehe Bemerkung 2.6.2 (2)).

2. Für W endlich dimensional gilt: dim(U+V ) = dimU+dimV −dim(U∩V ).
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