Seminar fiir LAGym/LAB: Analytische Geometrie

Ingo Runkel und Peter Stender

Euklidische Vektorriume und Geometrie

E1l: Lineare Gleichungssysteme

- Affiner Unterraum eines Vektorraumes. Lineare Gleichungssysteme Az = b, Losungsmenge ist
ein affiner Unterraum, Beziehung Rang einer Matrix, Dimension des Lésungsraumens [Fil,
0.5.3, 2.3.5], [Fi2, 1.0.2].

- Jeder affine Unterraum von R™ ist Losungsmenge eines geeigneten linearen Gleichungssystems
(selber iiberlegen, siehe z.B. [Bosch, 3.5, Aufgabe 3])

- Parameterdarstellung von Geraden im R™, durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine
Gerade [Fil, 0.2.2]. Geraden sind das gleiche wie ein-dimensionale affine Unterrdume.

- Vorrechnen der Losung zu zwei 3 X 3 Gleichungssysteme A -x = b,b # 0 mit kleinen ganzen
Zahlen mit dem Gauf-Verfahren, wobei rang(A) € {2,3}. Die Lisung wird geomtrisch gedeutet.

E2: Geraden und Ebenen

- Alternative Beschreibung von Geraden in der Ebene. Zwei Geraden in der Ebene sind entweder
parallel oder schneiden sich genau in einem Punkt [Fil, 0.2.3] (Begriindung auch durch Theorie
linearer Gleichungssysteme aus Vortrag E1 — selber {iberlegen). Fiir eine konkrete Gerade im
R? zwei verschiedene Darstellungen angeben.

- Parameterdarstellung von Ebenen im R [Fil, 0.4.1]. Ebenen sind das gleiche wie zwei-dimensionale
affine Unterrdume.

- Alternative Beschreibung von Ebenen im R3; zwei Ebenen im R? sind entweder parallel oder

schneiden sich in einer Geraden. [Fil, 0.4.2] (wieder iiber Theorie von Losungsmengen linearer
Gleichungssysteme).

- Fiir zwei Ebenen im R® zwei verschiedene Darstellungen angeben und die Schnittgerade der
Ebenen bestimmmen.

E3: Euklidische Vektorraume

- Skalarprodukt in R-Vektorrdumen, Beispiel R™, ein unendlich-dimensionales Beispiel. Definiti-
on Euklidischer Vektorraum [K, 5.1, 5.2], [Fil, 5.3.2]

- Vektorprodukt im R? axiomatisch einfiihren, Koordinatendarstellung herleiten, Eigenschaften
(siehe Notizen P. Stender).

- Abstand Punkt-Gerade im R™. Windschiefe Geraden im R3, Abstand von Geraden im R? [K,
5.4.1], [Fil, 0.3.8]

- An einem konkreten Beipspiel vorrechnen, wie der Abstand eines Punktes von einer Geraden,
sowie der Abstand zweier windschiefer Geraden im R3 bestimmt wird.



E4: Sitze der Elementargeometrie in der Ebene

- Hessesche Normalform der Geradengleichung im R? und Abstand Punkt-Gerade. Hessesche
Normalform der Ebenengleichung im R3 [K, 4.1], [Fil, 0.3.5, 0.4.3].

- Notation [a, b, ¢], Hohen in Dreiecken, Drei-Punkt-Kriterium, Hohenschnittpunkt-Satz [K, 4.1].

- Kreis, Umkreis eines Dreiecks, Satz iiber Mittelpunkt und Radius, Sinussatz, Euler-Gerade [K,
4.3]

- Hessesche Normalform und Parameterform zu einer Ebene im R> angeben und mit anderen
Darstellungen der Ebenen vergleichen.

- Zu den elementargeometrischen Sdtzen gehdren Zeichnungen, die diese Sdtze illustrieren. Diese
sollten mit einer dynamischen Geomtriesoftware (Geogebra, Cinderella) erstellt werden.

Affine Geometrie

Al: Affine Raume
- Erinnerung affiner Unterraum eines Vektorraumes, Wirkung der Translationen [Fi2, 1.0.2].
- Gruppen und Gruppenwirkung (= Gruppenoperation) [Fi2, 1.0.2-1.0.5]

- abstrakte Definition eines affinen Raumes, Dimension, Beispiel K™. [Fi2, 1.0.2, 1.0.4, 1.0.5,
1.0.6].

Notation pg. Bemerkung zu Parallelogrammen [Fi2, 1.0.6, 1.0.7].
- Grafische Illustration zu affinen Rdumen (Punkte, Translationen, pq), Parallelogramm. Wiihle

— K" =R? und dimT'(X) € {1,2}.
— K" =F?% (Erinnerung: Fs = {0,1,2, 3,4} mit der iiblichen Addition und Multiplikation
Modulo 5).

Diese sollten mit einer dynamischen Geomtriesoftware (Geogebra, Cinderella) oder einem Gra-
fikprogramm erstellt werden.

A2: Affine Abbildungen

- Affine Abbildungen von Vektorrdumen. Beschreibung durch Matrizen. Allgemeine Definition
[Fi2, 1.1.0, 1.1.1].

- Affine Abbildungen erhalten Parallelogramme, Charakterisierungen von affinen Abbildungen,
Verkettungen, Inverse, Translationen [Fi2, 1.1.1-1.1.3].

- Zu den folgenden linearen Abbildungen im R? die Matrizen angeben: Drehung um den Winkel
«, Spiegelung an der Geraden, die mit der x-Achse den Winkel o einschliefSt, Streckung mit
dem Faktor X\, Verzerrung in Richtung der Vektoren vy, vs mit den Faktoren A1, As.

- Zu den vorherigen linearen Abbildung affine Abbildungen angeben, z.B. eine Drehung um den
Punkt (21, 22).



A3: Affine Unterrdume
- Affiner Unterraum, Dimension, Kriterium aus Ubung 1 [Fi2, 1.1.4].

- Durchschnitt und Verbindungsraum von affinen Unterrdumen, Ubung zu Verbindungsriumen.
Translationsvektorraum von Durchschnitt und Verbindung [Fi2, 1.1.6, 1.1.8]. Durchschnitt und
Verbindungsraum sind vertréglich mit affinen Abbildungen (selber iiberlegen).

- Charakterisierung von affinen Unterrdumen durch Geraden [Fi2, 1.1.9].
- Dimensionsformel fiir affine Unterrdume [Fi2, 1.1.10].

- lllustration einer Geraden als affiner Unterraum einer Ebene im R3 mit Zahlenbeispiel und
grafischer Darstellung.

- Illustration von [Fi2, 1.1.9] mit K™ = F2.

- Illustration des Verbindungsraumes zweier windschiefer Geraden im R® [Fi2, 1.1.10]).

A4: Affine Basen, das Teilverhiltnis

- Affine unabhéngige Punkte, Beispiel A, (K), Bemerkungen zu Eigenschaften, Beschreibung von
affinen Abbildungen durch Basen. Affine Koordinaten [Fi2, 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3].

Verbindungsraum von Punkten und Affinkombinationen [Fi, 1.2.6].

- Definition des Teilverhéltnisses. Das Teilverhéltnis ist eine affine Invariante. Aussagen aus der
elementaren Geometrie mittels affinen Teilverhiltnissen [Fi2, 1.2.4, 1.2.5].

Grafische Illustration einer affinen Basis einer affinen Ebene im R3.

Ubungsaufgabe 1 [Fi S. 27]

Ab5: Euklidische affine Riume

- Definition Euklidischer affiner Raum, Isometrie. Isometrien sind affin [Fi, 1.5.1, 1.5.2]. Isome-
trien erhalten Abstéinde zwischen affinen Unterrdumen (selber iiberlegen).

- Drehung und Dreh-Spiegelung [Fi2, 1.5.3].

- Teile der Aufgabe ,Oktaeder des Grauens“ (Internet) aus einer Abiturprifung werden vorge-
rechnet, indem zundchst der gegebene Oktader mit Hilfe einer Isometrie so transformiert wird,
dass der Schwerpunkt im Ursprung des Koordinatensystems liegt und die Eckpunkte auf den
Koordinatenachsen.

Kegelschnitte und Quadriken
K1: Ellipsen

- Ellipsen als Transformation eines Kreises, als Gleichung, Scheitel- und Brennpunkte, Abstands-
eigenschaft der Brennpunkte, Fadenkonstruktion, Linealkonstruktion (ohne Kriimmungskreise,
Leitlinien) [Fi2, 1.4.0.A]

- Durch jeden Punkt der Ellipse geht genau eine Gerade, die die Ellipse nur in diesem Punkt
schneidet (selber iiberlegen — quadratische Gleichung lésen). Diese heifit Tangente.

- Reflexionseigenschaft der Ellipse: Lichtstrahlen von einem Brennpunkt werden im anderen
gebiindelt. Geben Sie zwei Argumente: das analytische aus [Fi2, 1.4.0.A Ubung 2] und das
geometrische aus [HCV, §1, die ersten beide Seiten]. (Bemerkung: Lichstrahlen erfiillen Ein-
fallswinkel = Ausfallswinkel bezogen auf die Tangente im Reflexionspunkt.)



K2: Parabeln, Hyperbeln, Zylinder, Kegel

- Leitlinie bei Ellipse, Parabel als Grenzfall der Ellipse, Parabel als Gleichung. Zirkel und Lineal
Konstruktion erkliren [Fi2, 1.4.0.B].

- Reflexionseigenschaft der Parabel [Fi2, 1.4.0.B].

- Hyperbeln: Definition via Leitlinie und via Brennpunkte. Fadenkonstruktion erkliren (etwas
kryptisches Bild in [Fi2]). Reflexionseigenschaft erkldren (ohne Beweis) [Fi2, 1.4.0.C].

- Gleichung fiir Zylinder parallel zur z-Achse (selber iiberlegen) und Kegel entlang der z-Achse
(wie in [Fi2]), am Bild erkliren. Drehmatrix um Winkel ¢ wiederholen (A5). Gleichung fiir um
Winkel ¢ gedrehten Zylinder und Kegel (selber iiberlegen und [Fi2, 1.4.0.D]).

- Die Wirkung der Ezzentrizitit auf das Aussehen von Ellipse, Parabel, Hyperbel durch eine
parameterabhdngige grafische Darstellung illustrieren. (z.B. Geogebra etc.)

K3: Zylinder- und Kegelschnitte

- Der Schnitt eines Zylinders und einer Ebene ist eine Ellipse. Erkliaren auf zwei Weisen: Analy-
tisch (selber iiberlegen — bestimmen der Schnittgleichung wie im Kegelschnitt-Beispiel in [Fi2],
aber einfacher) und durch das geometrische Argument via einbeschriebener Kugeln [HCV, §, 2,
erste Seite].

- Der Schnitt eines Kegels mit einer Ebene ist eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel.
Erkldaren auf zwei Weisen: Analytisch [Fi2, 1.4.0.D] und durch das geometrische Argument via
einbeschriebener Kugeln [Fi2, 1.4.0.D fiir Parabel|, [HCV, §, 2, zweite Seite fiir Hyperbel].

- Allgemeine Definition einer Quadrik [Fi2, 1.4.1]. Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln, Zylinder, Kegel
wie oben sind Quadriken (selber iiberlegen).

- Die verschiedenen Kegelschnitte (Ellipse, Parabel, Hyperbel) als Schnitt einer parameterabhingi-
gen Ebene mit einem Kegel illustrieren. (z.B. Geogebra etc.)

K4: Quadriken und Normalformen

- Quadriken durch symmetrische Matrizen beschreiben. Affinitdten bilden Quadriken auf Qua-
driken ab [Fi2, 1.4.1].

- Satz iiber die affinen Hauptachsentransformationen von reellen Quadriken angeben und Begriffe
erkliren. Beweisskizze soweit Zeit erlaubt [Fi2, 1.4.3].

- Beispiele fiir die Fille (a), (b), (c) [Fi2, S. 59] im R? kldren und grafisch illustrieren

K5: Normalformen im R? und R3

- Schnitt einer beliebigen Ebene im R? in Parameterdarstellung mit dem Kegel 22 + y? = 22 ist
eine Quadrik im R2.

- Normalformen von Quadriken im R? diskutieren [Fi2, 1.4.8], [Fil, 5.2.7 — Fall R?]. Insbesondere:
erste Tabelle in [Fi2, 1.4.8] erkldren und Matrizen fiir die einzelnen Fille angeben, Bezug zu
den aufgefiihrten Quadriken herstellen.

- Ubungsaufgabe [Fi2, S. 59] vorrechnen.

- Zu einzelnen Beispiele im R? aus Tabelle 2 [Fi2, S. 73] die Normalformen der Quadriken
erldutern [Fi2, 1.4.8] und durch eigene Bilder (z.B. Geobebra) illustrieren. Dabei vorzugsweise
die in [Fi2, 3.5.10, 199 f.] abbgebildeten Félle kldren.
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