Losungshinweise zum Pfingstblatt
Lineare Algebra und Analytische Geometrie 2

SS 2015  Dozent: Ingo Runkel

Zu Aufgabe P1 (7 P)

1.

. [1 P] Das neutrale Element ist +

[1 P] Reflexivitit und Symmetrie von ~ sind klar. Ist ru = ts und tw = uw,
dann ist ruw = tsw = wws, folglich u(rw —vs) =0, also, da v # 0 und R
ein Integritdtsbereich ist, 7w = vs, was die Transitivitédt von ~ liefert.

[2 P] Es ist klar, dass © = % fiir ¢ # 0. Da R ein Integritétsbereich ist,
bemerken wir, dass s # 0 und s’ # 0 auch ss’ # 0 impliziert.
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Sei also © = Z—; und L = d.h. s = rs’ und t'u = tu’. Dann gilt
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Folglich ist die Addition wohldefiniert. Zur Multiplikation:

rt r't r't su rs'tu’ v

e |+

u’ s'u’ s'u'su s'u'su s

[1 P] Die Kommutativitit der Addition folgt sofort aus der Kommutati-
vitat von R. Das neutrale Element ist % und das Inverse von % ist _TT Zur
Assoziativitit:

r t v ru—+ts v ruw + tsw + vsu r  tw4ovu
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1, das Inverse von 0 # % ist 7, die Kom-
mutativitit und die Assoziativitit der Multiplikation folgen sofort aus der
Kommutativitéit und der Assoziativitdt der Multiplikation in R.

. [1 P] Wir miissen nur noch zeigen, dass die Distributivgesetze gelten. Also:

(7‘ n t) v ru—+ts v vru + vts vruw + vtsw
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Die Gleichung g(% + %) =< 5 + % - = zeigt man analog.



6. [1 P] Wir definieren f: R — Quot(R), r ~ T. Einfaches Nachrechnen
zeigt, dass f in der Tat ein Ringhomomorphismus ist. Ist f(r) = § =0 =
Y. soist r =0, d.h. f ist injektiv.

Zu Aufgabe P2 (6 P)
1. [2 P] Es gilt
(ag,as,...) = f(a1,a9,...) = Aa1,ae,...) <= Aap, = apy1 Vn € N.

Diese Gleichung bedeutet, dass eine Folge genau dann ein Eigenvektor von
f ist, wenn das jeweils néichste Folgenglied das A-fache des vorherigen ist.
Insbesondere ist fiir jedes A € R die Folge (1, A, A2, \3,...) ein Eigenvek-
tor zum Eigenwert A und eine Basis des ein-dimensionalen Vektorraums

Eig(f, \).

2. [2 P] Es ist klar, dass dimW < 2, denn jede Folge in W ist durch ihre
ersten beiden Eintrége komplett festgelegt, d.h. nur a; und as sind “frei”
wihlbar. Genauer, sei w = (a1, a2,a1 + ag, a1 + 2as,2a; + 3az,...) € W
beliebig, dann gilt:

w = (a1,0,a1,a1,2a1,3a1,5a1,...) + (0, as, az, 2as, 3as, bas, . . .)

= a/lf + aag,

wobei f=(1,0,1,1,2,3,5,...) und g = (0,1,1,2,3,5,...).

Die gesuchten Eigenwerte sind Losungen ¢ und v der Gleichung A% = A\+1
und die Eigenvektoren nach 1. ® = (1,¢,¢?,...) und ¥ = (1,4,9?2,...).
Weil ¢ # 1, sind diese Vektoren linear unabhéingig.

3. [2 P] Wir verwenden die vorherige Teilaufgabe. Da die Fibonacci-Folge
A=(1,1,2,3,5,...) in W ist, haben wir A = a® + SV fiir irgendwelche
a, B € R. Betrachten wir den ersten Eintrag, so erhalten wir 1 = o + (3,
also f =1 — a. Betrachten wir den zweiten Eintrag, so gilt

l=ap+pY=ap+(l-a)p=1+alp—1),

al.so o= % = ﬁ. Folglich ist 8 =1 — ﬁ = —(pi_b—w. Damit erhalten
wir
n—1 n—1 ¥ n—1 d) n—1 (pn _wn
Ap = QP +/B¢ = —p —71# = — ' .
=1 =1 =1

Bemerkung: Die Zahl ¢ ist der goldene Schnitt.

Zu Aufgabe P3 (2 P) Wir betrachten U’ = span(l,xn, M,..., M" 1) C
Mat(n x n, K). Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (CH) koénnen wir M™



als Linearkombination der Potenzen M?, 0 < i < n — 1 darstellen. Induktiv
funktioniert dies auch fiir alle M™% mit i > 0, da

n—1 n—1 n—1 1
M — il v M(ZaiMi) _ ZaiMi+Mn cH ZaiMiJrZ biMi.

Folglich enthélt U’ alle nicht-negativen Potenzen von M. Ist dimgx U’ < n, so
erginze eine Basis von U’ zu einer n-elementigen linear unabhéngigen Teilmenge
in Mat(n x n, K) und nehme den davon erzeugten Unterraum U.

Zu Aufgabe P4 (5 P)
(Diese Losung ist vollstéindig ausformuliert. D.h. in etwa diesem Umfang erwar-
ten wir Thre Abgaben.)

1. [1 P] Es existieren K, L € N mit fX = g = 0. Dann gilt (da f und g
kommutieren):
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da K+L—41>L wenni< K.

2. [2 P
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wo wir bei (x) benutzt haben, dass AB = BA, also auch A*B* = (AB)*
fiir k € N, und bei (¢) die Gleichung (7") = -2

sl(m—s)!”



3. [2 P] Wir betrachten die reellen Matrizen f =

o O O
oS OO

0
1] und g =
0

o O O
O O =

0
0 | . Beide sind nilpotent, da f? = g2 = 0. Zudem ist (f+g)* = 0.
0

und exp(f + g)

== O
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Zu Aufgabe P5 (4 P)
[2 P] ,1.=2.“ Wir betrachten die Matrix von f beziiglich der geordneten Basis

(f" 7M@), -, f(0),0)

und stellen schnell fest, dass diese eine obere Dreiecksmatrix ist, deren einzi-
ge Nicht-Null-Eintridge Einsen auf der Nebendiagonale sind. Damit hat diese
Matrix Rang n — 1 und die Behauptung folgt.

[2 P] ,2.=1.“ Da f nilpotent ist, konnen wir o0BdA annehmen, dass die Ma-
trixdarstellung von f eine obere Dreiecksmatrix ist mit Nullen auf der Diagonale.
Da der Rang dieser Matrix n—1 ist, sind die Nebendiagonaleintrége alle ungleich
Null und es folgt mit Rechnen auch, dass dimg ker f* =4 fir 1 < i < n — 1.
Insbesondere existiert ein v € V mit f"~!(v) # 0, so dass auch fi(v) # 0 fiir
1 <1< n—1 gelten muss.

Wir bemerken noch, dass die Menge {f"~!(v),..., f(v),v} tatsichlich n paar-
weise verschiedene Elemente beinhaltet, denn wire fi(v) = f¥(v) fiir i < k (also
n —k+1i < n), dann héitten wir

0= f"(v) =" fFv) = PR ) = M () £ 0,

also einen Widerspruch.

Sei nun a,_1f" " 1(v) + ... + apv = 0. Anwenden von f"~! ergibt dann die
Gleichung ao f™"~1(v) = 0, also ist ag = 0. Folglich betrachten wir die Gleichung
an-1f""Y(v)+...4+a1f(v) = 0. Anwenden von f"~2 auf diese Gleichung liefert
dann, dass a; = 0. Induktiv ergibt sich a; = 0 fiir alle 0 < ¢ < n — 1, d.h.
die n-elementige Teilmenge {v,..., f*~1(v)} von V ist linear unabhingig, und
damit eine Basis.



